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Yorwort.  ^ 

Die  Maxwellsclie  Theorie  des  elektromagnetischen  Feldes,  in 
welche  der  erste  Band  dieses  Werkes  einführt,  bildet  gewisser- 
maßen das  erste  Stockwerk  der  Theorie  der  Elektrizität.  Kaum 
hatten  die  Physiker  sich  hier  eingerichtet,  als  eine  Fülle  neuer  Er- 
scheinungen auf  sie  einstürmte  und  eine  Weiterführung  des  Baues 
erheischte.  Das  zweite  Stockwerk  des  Gebäudes  der  Elektrizitäts- 
lehre, die  Elektronentheorie,  nimmt  diese  meist  als  elektro- 
magnetische Strahlung  sich  kundgebenden  Erscheinungen  auf. 
Auf  Maxwellschen  Vorstellungen  bauend,  betrachtet  die  Elek- 
tronentheorie den  Raum  als  ein  physikalisches  Kontinuum, 
welches  die  elektromagnetischen  Wirkungen  überträgt.  Ausgangs- 
stellen und  AngriflPsstellen  dieser  Wirkungen  liegen  in  der  Elek- 
trizität. Diese  soll  aus  unteilbaren  Elementarladungen,  „Elek- 
tronen" genannt,  zusammengesetzt  sein.  Jeder  elektrische  Strom 
wird  als  Konvektionsstrom  bewegter  Elektronen  aufgefaßt.  Die 
Kathodenstrahlen  werden  gedeutet  als  ein  solcher  Konvektions- 
strom negativer  Elektronen,  die  mit  großer  Geschwindigkeit  ein- 
ander parallel  sich  bewegen;  dieser  „Konvektionsstrahlung" 
tritt  die  „Wellenstrahlung"  gegenüber,  die  durch  ungleich- 
förmige Bewegung  eben  dieser  Teilchen  erregt  wird.  Der  Theorie 
beider  Arten  elektromagnetischer  Strahlung  ist  der  vorliegende 
zweite  Band  der  „Theorie  der  Elektrizität"  gewidmet. 

Der  erste  Abschnitt  beginnt  mit  der  Darlegung  der  physi- 
kalischen und  mathematischen  Grundlagen  der  Elektronentheorie 
Es  werden  die  Tatsachen  aufgeführt,  welche  die  Annahme  einer 
atomistischen  Struktur  der  Elektrizität  nahe  legen.  Aus  den 
Grundgleichungen  der  Elektron entheorie  wird  der  Begriff  der 
„elektromagnetischen  Bewegungsgröße"  abgeleitet,  welcher  für  die 


IV  Vorwort 

elektromagnetische  Mechanik  überhaupt,  sowohl  für  die  Mechanik 
der  Elektronen  wie  auch  für  die  Theorie  des  Strahlungsdruckes 
wichtig  ist.  Es  werden  ferner  allgemeine  Lösungen  der  Grund- 
gleichungen gegeben,  mit  Hilfe  der  „elektromagnetischen  Poten- 
tiale", die  als  Verallgemeinerungen  des  skalaren  Potentiales  elek- 
trostatischer Felder  bzw.  des  Vektorpotentiales  stationärer  mag- 
netischer Felder  anzusehen  sind;  jene  Lösungen,  auf  welche  wir 
weiterhin  oft  zurückgreifen,  können  auch  durch  einen  einzigen 
Vektor  zusammengefaßt  werden,  der  von  uns  als  „Hertzscher 
Vektor"  bezeichnet  wird. 

Sodann  folgt  im  zweiten  Kapitel  die  Theorie  einer  beliebig 
bewegten  Punktladung.  Das  schwingende  negative  Elektron  bildet 
das  einfachste,  durch  das  Zeemansche  Phänomen  in  vielen  FäUen 
als  naturgetreu  bestätigte  ModeU  einer  Lichtquelle-,  was  die  ent- 
sandte Wellenstrahlung  anbelangt,  kann  das  Elektron  in  den 
meisten  Fällen  durch  eine  Punktladung  ersetzt  werden. 

Das  dritte  Kapitel  ist  der  Mechanik  der  Elektronen  gewidmet. 
Der  historischen  Entwicklung  folgend,  behandle  ich  zuerst  das 
starre  kugelförmige,  und  sodann  das  Lorentzsche  Elektron.  Man 
kann  sich  von  besonderen  Annahmen  über  die  Form  des  Elek- 
trons frei  machen,  wenn  man  den  Satz  vom  Impulse  des  Energie- 
stromes (§  23)  zu  Grunde  legt.  Das  Kapitel  enthält  ferner  die 
Theorie  der  „Magnetonen",  d.  h.  umlaufender  oder  rotierender  Sy- 
steme von  Elektronen. 

Der  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  elektromagne- 
tischen Vorgängen  in  wägbaren  Körpern.  Die  Hauptgleichungen 
der  Elektrodynamik,  welche  die  beobachtbaren  elektromagne- 
tischen Vektoren  miteinander  verknüpfen,  ergeben  sich  durch 
Mittelwertsbildung  aus  den  für  die  Felder  der  einzelnen  Elektronen 
geltenden  Gleichungen.  Für  ruhende  Körper  erhält  man  auf 
diese  Weise  die  Hauptgleichungen  der  Maxwellschen  Theorie. 
Daß  die  optischen  Eigenschaften  durchsichtiger  Körper  durch  die 
Anwesenheit  von  „Polarisationselektronen"  befriedigend  er- 
klärt werden,  wird  für  die  Dispersion  und  die  magnetische  Drehung 
der  Polarisationsebene  gezeigt.  Die  magnetischen  Eigenschaften 
der  Körper  werden  auf  die  Magnetonen  zurückgeführt.  Die  me- 


Vorwort  V 

illische  Leitung  wird  frei  beweglichen  ,^L ei tungselektronen" 
zugeschrieben,  die  in  regelloser  Wärmebewegung  begriffen  sind. 

Die  Elektrodynamik  bewegter  Körper  beruht  auf  den  Haupt- 
gleichungen, welche  durch  zwei  Verknüpfungsgleichungen  zwischen 
den  vier  auftretenden  Vektoren  zu  ergänzen  sind.  Die  Versuche 
von  Eichenwald  und  H.  A.  Wilson  lassen  noch  die  Wahl  zwischen 
den  Theorien  von  E.  Cohn,  H.  A. Lorentz  und  H.Minkowski;  die 
letztere  in  der  von  mir  abgeänderten  Form  bietet  gewisse  Vor- 
züge bei  der  Behandlung  der  mechanischen  Kräfte,  da  sie  dem 
Satze  vom  Impulse  des  Energiestromes  genügt. 

Auf  diesem  Satze  und  auf  den  Gesetzen  der  Lichtforfcpflanzung 
im  Räume  beruht  die  gegebene  Lösung  des  Problems  der  Re- 
flexion des  Lichtes  durch  einen  bewegten  Spiegel.  Diese  Lösung 
ist  aufs  engste  verknüpft  mit  dem  thermodynamischen  Ge- 
setze der  strahlenden  Wärme,  das  von  so  hervorragender 
praktischer  und  theoretischer  Bedeutung  geworden  ist.  Auf  ihr 
fußt  auch  die  von  F.  Hasenöhrl,  K.  v.  Mosengeil  und  M.  Planck  ent- 
wickelte Dynamik  und  Thermodynamik  des  bewegten  strahlungs- 
erfüllten  Hohlraumes. 

Das  letzte  Kapitel  enthält  einen  kürzen  Abriß  der  „speziellen 
Relativitätstheorie".  Das  ihr  zu  Grunde  gelegte  „Postulat  der 
Konstanz  der  Lichtgeschwindigkeit"  läßt  sich  nicht  aufrecht  er- 
halten, wenn  die  Gravitation  berücksichtigt  wird;  denn  es  wider- 
spricht dem  „Postulat  der  Schwere  der  Energie",  welches  eine  Ab- 
hängigkeit der  Lichtgeschwindigkeit  vom  Gravitationspotential 
ergibt. 

Stuttgart,  im  Dezember  1919. 

M.  Abraham. 
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Erster  Abschnitt. 

Das  Feld  und  die  Bewegung  der  einzelnen 
Elektronen. 

Erstes  Kapitel. 

Die  physikalischen  und  mathematischen 
Grundlagen  der  Elektronentheorie. 

§  1.  Die  elektrische  Elementarladung. 

Wir  erwähnten  bereits  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  in 
§  48,  daß  die  bei  der  Elektrolyse  stattfindenden  Vorgänge  die 
Einführung  atomistischer  Vorstellungen  in  die  Elektrizitätslehre 
nahelegen.  Den  von  Faraday  entdeckten  Gesetzen  gemäß  scheidet 
ein  gegebener  Strom  in  verschiedenen  Elektrolyten  chemisch 
äquivalente  und  der  Stromstärke  proportionale  Mengen  wägbarer 
Materie  an  den  Elektroden  ab.  Schreibt  man  der  Materie  eine 
atomistische  Struktur  zu,  so  liegt  es  nahe,  auch  die  Elektrizität 
aus  unteilbaren  positiven  und  negativen  Elementarladungen  zu- 
sammengesetzt zu  denken.  An  jeder  Valenz  eines  elektrolytischen 
Ions  würde  eine  solche  Elementarladung  haften.  Die  soge- 
nannte Faradaysche  Konstante  —  die  von  einem  Gramm  Wasser- 
stofi"  mitgeführte  Elektrizitätsmenge  —  gibt  nach  dieser  Auf- 
fassung den  Quotienten  aus  Ladung  e  und  Masse  niE  eines  Wasser- 
stoffions an.  Messen  wir  e  in  absoluten  elektrostatischen  Einheiten, 
so  erhalten  wir 
.  1 )  —  =  9650  .  3  .  10^0  _  2,895  •  lO^*. 

Diese  Beziehung  verknüpft  die  elektrische  Elementarladung  e 
mit  dem  Atomgewichte  mn  des  Wasserstofi'es. 

Wie  schon  Helmholtz  in  seiner  „Faraday- Vorlesung"  be- 
merkt hat,  wird  die  Annahme  von  Atomen  der  Elektrizität  not- 
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wendig,  sobald  man  Atome  als  Bausteine  der  Materie  ansieht. 
Wenn  sich  nun  auch  die  Atomlehre  in  der  Physik  der  Materie 
als  wertvolle  Arbeitshypothese  bewährt  hatte,  so  konnte  sie  doch 
noch  am  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  nicht  als  so  sicher  be- 
gründet gelten,  daß  die  Existenz  elektrischer  Elementarladungen 
als  erwiesen  anerkannt  worden  wäre.  Dementsprechend  ging  die 
Maxwellsche  Theorie  auf  die  Frage  nach  der  Struktur  der  Elek-  i 
trizität  überhaupt  nicht  ein.  I 

Nun  hat  aber  die  atomistische  Hypothese  auf  dem  Gebiete 
der  Elektrizitätslehre  durch  die  Forschungen  über  die  Elektri- 
zitätsleitung der  Gase  neue  und  sichere  Stützen  erhalten. 
Während  die  Gase,  im  Gegensatz  zu  den  Metallen  und  den  Elek- 
trolyten, in  ihrem  gewöhnlichen  Zustande  Nichtleiter  oder  wenig- 
stens sehr  schlechte  Leiter  sind,  kann  ihnen  durch  äußere  Ein- 
wirkungen —  z.  B.  durch  Kathodenstrahlen,  durch  Röntgenstrahlen 
oder  durch  die  Strahlung  der  radioaktiven  Körper  —  eine  außer- 
gewöhnlich große  Leitfähigkeit  gegeben  werden.  Diese  Leit- 
fähigkeit führt  man  darauf  zurück,  daß  durch  Einwirkung  jener 
Strahlungen  im  Gase  elektrisch  geladene  Teilchen  entstehen, 
welche  nun  im  elektrischen  Felde  wandern.  Die  positiven  und 
negativen  Elektrizitätsträger  bezeichnet  man,  unter  Beibehaltung 
des  in  der  Elektrolyse  gebräuchlichen  Wortes,  als  Ionen.  In- 
dessen handelt  es  sich  bei  diesen  Gasionen  nicht,  wie  etwa  bei 
einwertigen  elektrolytischen  Ionen,  um  Verbindungen  der.  elek-  i 
trischen  Elementarladung  mit  einzelnen  Atomen;  es  scheinen 
sich  vielmehr  in  einem  Gase  dem  elektrischen  Kerne  neutrale  ij 
Moleküle  in  wechselnder,  von  Temperatur  und  Druck  des  Gase^  j 
abhängiger  Anzahl  anzulagern.  Auf  den  Mechanismus  dieser  An-  j 
lagerung  wollen  wir  nicht  genauer  eingehen.  | 

Die  Anwesenheit  elektrischer  Teilchen  in  einem  Gase,  wel-^ 
ches  der  Durchstrahlung  mit  Röntgenstrahlen,  mit  Kathoden- 
strahlen oder  Radiumstrahlen  ausgesetzt  war,  wird  nun  durch; 
eine  bemerkenswerte  Eigenschaft  eines  solchen  Gases  bewiesen: 
Wird  es  mit  Wasserdampf  gemischt  und  der  letztere,  etwa  durch  : 
plötzliche  Ausdehnung,  in  den  Zustand  der  Übersättigung  ge- 
bracht, so  findet  eine  Kondensation  des  Wasserdampfes  statt,  es 
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bildet  sich  eine  aus  kleinen  Tröpfchen  bestehende  Wolke;  und 
zwar  findet  dieses  bei  einem  Grade  der  Übersättigung  statt,  bei 
dorn  ohne  vorherige  Durchstrahlung  des  Gases  eine  Kondensation 
des  Wasserdampfes  nicht  erfolgt  wäre.  Da  die  Eigenschaft,  den 
Wasserdampf  zu  kondensieren,  der  durch  die  Durchstrahlung 
dem  Gase  erteilten  Leitfähigkeit  parallel  geht,  so  liegt  es  nahe, 
den  Gasionen  die  Rolle  von  Kondensationskernen  zuzuschreiben. 
Trifft  das  zu,  so  macht  die  Bildung  von  Wassertröpfchen  um 
die  Gasionen  als  Kerne  die  Gasionen  der  unmittelbaren  Beobach- 
tung und  der  Abzahlung  zugänglich. 

Auf  der  Beobachtung  derartiger  Wolken  von  Wassertröpf- 
«hen  fußen  die  Bestimmungen  der  Ladung  eines  Gasions,  die 
von  J.  S.  Townsend,  J.  J.  Thomson  und  H.  A.  Wilson  ausgeführt 
worden  sind.  Die  Masse  des  einzelnen  Tröpfchens  kann  aus  der 
Fallgeschwindigkeit  der  Wolke  berechnet  werden.  Nach  G.  G. 
jtokes  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  der  eine  kleine  Kugel  vom 

idius  a  unter  dem  Einfluß   der  Schwerkraft  fällt,   durch  die 

►rmel  ffegeben  2     a' 

^^  ^  =  "^^y' 

g  die  Beschleunigung  der  Schwere,  S  den  Reibungskoeffi- 
mten  des  Gases  vorstellt.  Aus  dieser  Gleichung  ist  der  Radius 
id  somit  die  Masse  m  der  Tröpfchen  zu  bestimmen. 

Die  Geschwindigkeit  eines  jeden  Tröpfchens  ist  proportional 
^r  auf  dasselbe  wirkenden  Kraft;  wirkt  nur  die  Schwere,  so 
►trägt  die  Kraft  mc).  Wird  aber  ein  elektrisches  Feld  ^  erregt, 
ist  der  Schwerkraft  mg  die  Kraft  e^  hinzuzufügen,  die  das 
jld  auf  das  geladene  Tröpfchen  ausübt.  Diese  Kraft  wirkt, 
wenn  @  vertikal  nach  unten  gerichtet  ist,  im  Sinne  der  Schwer- 
kraft oder  im  entgegengesetzten,  je  nachdem  es  sich  um  die 
positiven  oder  um  die  negativen  Tröpfchen  handelt.  Die  Fall- 
geschwindigkeit wird  dadurch  geändert,  im  Verhältnis 

v    _mg^e\ü,\ 
V  mg 

Durch  Beobachtung  der  Fallgeschwindigkeit,  zuerst  unter  dem 

fluß   der  Schwerkraft  allein,   dann  unter  Mitwirkung  eines 

ertikalen  elektrischen  Feldes,  kann   somit   die  Ladung  e  des 


^ert 
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einzelnen  Tröpfchens  ermittelt  werden.  Auf  diesem  Wege  fand 
H.A.  Wilson  (1903)  für  e  als  mittleren  Wert  3,1  •  10"  i«  elektro- 
statische Einheiten. 

Die  Methode  der  Wasserwolken  ist  indessen  nicht  frei  von  I 
Bedenken.  Die  Wassertröpfchen  verdampfen  rasch.  Auch  ist,  i 
wegen  der  Wechselwirkungen  der  einzelnen  Tröpfchen,  die  | 
Anwendbarkeit  des  Stokesschen  Gesetzes  auf  eine  ganze  i 
Wolke  zweifelhaft.  Diese  Fehlerquellen  haben  F.  Ehrenhaft^)  und  | 
R.  A.  Millikan^)  beseitigt,  indem  sie  Metallteilchen  bzw.  Öltröpf-  ! 
chen  verwandten,  und  ihre  Bewegung  unter  dem  Mikroskop  be-  i 
obachteten.  Dabei  wird  statt  der  Stokesschen  Formel,  die  bei  ge-  | 
ringer  Gasdichte  nicht  genau  gilt,  eine  von  Cunningham^)  an-  j 
gegebene  Formel  zugrundegelegt:  i 


2     a 


-(^  +  -1)' 


in  welcher  l  die  freie  Weglänge  der  Gasmoleküle,  y  einen  em- 
pirisch zu  ermittelnden  Zahlenfaktor  bezeichnen.  Der  letzte 
Wert  MiUikans  für  die  Ladung  der  einzelnen  Tröpfchen  ist 

(2)  6  =  4,774.10-10. 

Eine  noch  direktere  Bestimmung  der  elektrischen  Elementar- 
ladung ermöglicht  die  Zählung  der  cc-Teilchen  (vgl.  §  3),  welche 
von  Radioelementen  ausgesandt  werden.  Zu  dieser  Zählung  be- 
nutzt E.  Regener  ^)  die  SzintiUationen,  welche  die  c^-Teilchen 
beim  Auftreffen  auf  Kristalle  hervorrufen,  während  Rutherford 
und   Geiger^)   sich   der  lonisationswirkungen   bedienen.    Kennt 


1)  F.  Ehrenhaft,  Anz.  d.  Wiener  Akad.  (1909  u   1910).    Phys.  Ztschr- 

(1910)  S.  619  u.  940.  Ann.  d.  Phys.  4  56  (1918)  S.  1.  Ehrenhaft  zieht 
aus  seinen  Versuchen  den  von  vielen  Physikern  bestrittenen  Schluß,  daß 
das  Elektrizitätsatom,  wenn  es  existiert,  kleiner  als  10- 1«  eist.  Einh.  ist, 
also  von  weit  geringerer  Größenordnung,  als  die  sonst  angenommene 
Elementarladung. 

2)  R.  A.  Millikan,  Phil.  Mag.  19   (1910)   S.  209.    Phys.  Review  32  '\ 

(1911)  S.  349.    Phys.  Ztschr.  14   (1913)   S.  796.   Phil.  Mag.  34  (1917)  S.  1.  > 

3)  E.  Cunningham,  Proc.  Roy.  Soc.  83  A  (1910)  S.  357. 

4)  E.  Regener,  Berl.  Ber.  38  (1909)  S.  948. 

6)  E.  Rutherford  u.  H.  Geiger,  Phys.  Ztschr.  10  (1910)  S.  1  u.  42.         ■. 
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man,  außer  der  Zahl  der  in  einer  gewissen  Zeit  entsandten  a- 
Teilchen,  noch  ihre  Gesamtladung,  so  ergibt  sich  ohne  weiteres 
die  Ladung  des  einzelnen  Teilchens.  Die  Ergebnisse  sind  im 
Einklänge  mit  der  Hypothese  Rutherfords,  welche  die  a-Teilchen 
als  mit  je  zwei  positiven  Elementarladungen  versehene  Helium- 
atome ansieht.   Dann  erhält  nämlich  Regener 

6  =  4,79.10-1% 
Rutherford  und  Geiger   e  =  4,65  •  10"  ^^ , 

Werte,  welche  mit  dem  von  Millikan  ermittelten  gut  überein- 
stimmen. 1) 

Die  Zählung  der  a-Teilchen  macht  die  Atomlehre  zu  einer 
experimentell  wohlbegründeten  Theorie.  Sie  gestattet  es  anderer- 
seits, die  gastheoretischen  Konstanten  genauer  zu  bestimmen, 
als  es  früher  möglich  war. 

Wir  werden  im  folgenden   den  Wert  (2)  der  Elementar- 

idung  e  zu  Grunde  legen;  e  ist  die  Ladung  eines  Gasions  und 

jh,  wie  L  S.  Townsend^)   bewiesen  hat,  diejenige  eines  ein- 

[rtigen  elektrolytischen  Ions.   Setzen  wir  den  Zahlwert  (2)  in 

ein,  so  erhalten  wir  als  Masse  eines  Wasserstoffatoms: 

\)  m^=l,65.10-24  Gramm. 

Man  sieht,  daß  die  verschiedensten  Eigenschaften  der  Materie 

der  Elektrizität  zu  denselben  Werten  der  atomistischen 

•oßen  führen.  Es  bestätigen  sich  in  befriedigender  Weise  die 

Grundvorstellungen  der  Atomlehre.  Wir  werden  daher  in  diesem 

zweiten  Bande  der  „Theorie  der  Elektrizität"  die  Elektrizität  als 

aus  Elementarladungen  bestehend  annehmen. 

§  2.  Die  Kathodeustrahlen. 

Schickt  man  den  elektrischen  Strom  durch  eine  stark  eva- 
kuierte Glasröhre,  so  zeigen  die  Wände  der  Röhre  eine  eigen- 


1)  Über    diese    und  andere   Bestimmungen  von  c  vergleiche  man 
T?   Pohl,  Jahrb.  f.  Rad.  u.  El.  VIII.    (1911)  S.  406  und  St.  Meyer  u.  E.  v. 

h weidler.    Radioaktivität  (1916). 

2)  I.  S.  Townsend,    Phil.  Mag.  45    (1898)   S.  126.    Phil.  Trans.  193 
S99)  S.  129. 
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tümliclie  grüne  Fluoreszenz.    Die  experimentelle  Untersucliung 
dieser  Erscheinung,  die  zuerst  von  J.  Plücker,  W.  Hittorf  und  | 
E.  Goldstein  unternommen  wurde,  hat  zu  der  Erkenntnis  geführt, 
daß  man  es  hier  mit  einer  Art  von  Strahlen  zu  tun  hat,   die 
von  der  Kathode  ausgehen;  sie  wurden  demgemäß  von  dem  letzt 
genannten  Forscher  als  „ Kathodenstrahlen ^'  bezeichnet.  Über 
die  Natur  dieser  Strahlen  wurden  zwei  verschiedene  Hypothesen 
aufgestellt,  die  man  als   „Emissionshypothese*^  und  „Un- 
dulationshypothese"    unterscheiden    kann.    Die   Emissions- 
hypothese, die  hauptsächlich  in  England,  durch  W.  Crookes  und 
A.  Schuster,  entwickelt  wurde,  betrachtete  die  Kathodenstrahlen 
als  negativ  geladene  Gasmoleküle,  die  von  der  Kathode  abge- 
stoßen und  in  die  Röhre  hineingeschleudert  werden.  Manche  Tat- 
sachen, insbesondere  die  magnetische  Ablenkbarkeit  der  Strahlen, 
fügten    sich  ungezwungen  dieser  Auffassung.    In  Deutschland 
verhielt  man  sich  ihr  gegenüber  dennoch  ablehnend;  man  hielt  }. 
die  Kathodenstrahlen  für  eine  viel  feinere,  dem  Lichte  ähnliche  1 
Erscheinung.   Diesen  Standpunkt  vertrat  auch  Heinrich  Hertz, 
der  zuerst  fand,  daß  die  Kathodenstrahlen  durch  dünne  Metall- 
blättchen  hindurchdringen.   Er  sah  die  magnetische  Ablenkung 
der  Kathoden  strahlen  als  einen  der  magnetischen  Drehung  der 
Polarisationsebene  des  Lichtes  vergleichbaren  Vorgang  an  und  | 
hatte  wohl  ursprünglich  eine  Undulationstheorie  im  Sinne,  welche  i 
die  Kathodenstrahlen  als  longitudinale  elektromagnetische  Wellen  fl 
deutete;    zeigten    doch    die  theoretischen  Untersuchungen  von  | 
Helmholtz,    daß   die  Fernwirkungstheorie    der  Elektrodynamik  | 
solche  longitudinalen  Wellen  zuließ.  Nachdem  aber  durch  Hertz  1 
selbst  die  Maxwellschen  Vorstellungen  zum  Siege  geführt  waren,  f 
blieb  für  longitudinale  Wellen  in  der  Elektrodynamik  kein  Platz  i 
mehr.   So  hat  denn  die  Undulationstheorie  der  Kathoden  strahlen  i 
niemals  eine  greifbare  Gestalt  angenommen. 

Jene  Entdeckung  von  Heinrich  Hertz  wurde  der  Ausgangs- 
punkt für  die  rasche  Entwickelung,  welche  die  Theorie  der  Ka- 
thodenstrahlen in  neuerer  Zeit  erfahren  hat.  Auf  ihr  fußten 
die  Arbeiten  von  Ph.  Lenard,  welcher  die  Fortpflanzung  der 
Kathodenstrahlen  außerhalb  der  Entladungsröhre  verfolgte  und 
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höchst  bemerkenswerte  Beziehungen  der  Absorption  der  Strahlen 
zur  Dichte  der  durchstrahlten  Substanz  feststellte.  Die  Unter- 
suchungen Lenards  wiederum  gaben  den  Anstoß  zur  Entdeckung 
W.  C.Röntgens,  daß  die  Glaswand  beim  Auftreffen  der  Kathoden- 
strahlen eine  neue,  von  ihm  als  X-Strahlen  bezeichnete  Strahlen- 
art aussendet. 

Durch  die  Röntgensche  Entdeckung  wurde  eine  Reihe  von 
Physikern  zur  quantitativen  Untersuchung  der  Kathodenstrahlen 
angeregt.    Insbesondere   sind   die  Arbeiten  von  E.  Wiechert^), 
W.  Kaufmann^),    W.  Kaufmann    und    E.  Aschkinass^),    sowie 
diejenigen    von    J.   J.  Thomson*)    und    Ph.   Lenard^)    bemer- 
kenswert.   Diese    bestätigten   die  Emissionshypothese  insofern, 
als  sie  übereinstimmend  ergaben,  daß  die  Erscheinungen  sich 
widerspruchsfrei   erklären  lassen,  wenn  man  negativ  geladene, 
träge  Teilchen  in   dem  Kathodenstrahle  bewegt  annimmt.    Sie 
rechtfertigten   anderseits   die  von  den  Gegnern  der  Emissions- 
theorie  geltend  gemachten  Bedenken  insofern,  als  sie  für  den 
Quotienten  aus  Ladung  und  träger  Masse  der  Teilchen  Zahlwerte 
rgaben,  die  den  Quotienten  eimn  aus  Ladung  und  Masse  eines 
elektrolytischen  Wasserstoffions  um  das  Zweitausendfache  über- 
treffen.  Auch  ergab  sich,  daß  die  Eigenschaften  der  Kathoden- 
strahlen von  der  chemischen  Natur  des  Gases  und  dem  Elek- 
trodenmaterial unabhängig   sind  und  nur  von  der  elektrischen 
Spannung  abhängen,  durch  die  sie  auf  ihre  Geschwindigkeit  ge- 
bracht sind.    In  Anbetracht .  dieser  Tatsache  ist  es  nicht  wahr- 
scheinlich, daß  die  Träger  der  Strahlen  Atome  der  Materie  sind, 
etwa  Wasserstoffatome,  geladen  mit  2000  negativen  Elementar- 
ladungen.   Näher  liegt  die  Annahme,  daß  jedes  Strahlteilchen 
eine  elektrische  Elementarladung,  aber  nur  ein  Zweitausendstel 
der  Masse  des  Wasserstoffions  mitführe.  Die  weitere  Entwicke- 


1)  E.  Wiechert,  Gott.  Nachrichten  (1898),  S.  87  u.  260.  Ann.  d.  Phys.  69 
(1899)  S.  739. 

2)  W.  Kaulmann,    Ann.  d.  Phys.  61    (1897)   S.  544.    65  (1898)  S.  431. 

3)  W.  Kaufmann  u.  E.  Aschkinass,  Ann.  d.  Phys.  62  (1897)  S.  588. 

4)  J.  J.  Thomson,  Phil:  Mag.  44  (1897)  S.  293. 

5)  Ph.  Lenard,  Ann.  d   Phys.  64  S.  279,  66  (1898)  S.  604. 


8      Die  physikal.  und  mathemat.  Grundlagen  der  Elektronentheorie 

lung  hat  diese  letztere  Vermutung  mehr  und  mehr  bestätigt: 
Es  sind  die  von  Materie  freien  Atome  der  negativen 
Elektrizität,  die  sich  im  Kathodenstrahle  bewegen. 

Wir  wollen  mit  J.  Stoney  diese  Atome  negativer  Elektri- 
zität als  „Elektronen"  bezeichnen.  Wir  schreiben  ihnen  die 
Ladung  (—  e)  und  die  träge  Masse  m  zu  und  leiten,  allein  auf 
Grund  dieser  Eigenschaften,  die  an  Kathodenstrahlen  festgesteU-  | 
ten  Gesetze  ab.  Diese  Erörterung  der  Frage,  wieso  die  Elektronen, 
wenn  sie  unbelastet  mit  Materie  sich  bewegen,  überhaupt  Träg- 
heit besitzen,  weisen  wir  dem  dritten  Kapitel  dieses  Abschnitts  zu. 

Die  Bewegungsgleichung  eines  Teilchens  von  der  Masse  m 
lautet: 
(3)  «-^5^  =  Ä, 

wobei  t)  die  Geschwindigkeit,  Ä  die  äußere  Kraft  bezeichnet. 
Welche  Kraft  übt  nun  ein  elektromagnetisches  Feld  im  Vakuum 
auf  ein  bewegtes  Elektron  aus? 

Die  Kräfte,  welche  im  elektrischen  Felde  auf  geladene,  im 
magnetischen  Felde  auf  stromdurchflossene  Körper  wirken,  sind 
nach  der  MaxweUschen  Theorie  durch  Bd.  I  §  91.  Gl.  (278a,  b) 
bestimmt.   Die  erste  jener  Gleichungen  ergibt  im  Vakuum,  wo  j 
e  =  1  ist,  als  Kraft  des  elektrischen  Feldes  pro  Volumeinheit 
()^,  wenn  q  die  Dichte  der  Elektrizität  bezeichnet.  Die  zweite 
Gleichung  bezieht  sich  zwar  zunächst  nur  auf  Leitungsströme. 
Doch  haben  wir  bereits  in  Bd.  I,  §  48,  Gl.  (159  a)  dem  Leitungs- 
strom, von  der  Dichte  i,  den  Konvektionsstrom,  von  der  Dichte  ()d, 
gegenübergestellt,  und  in  Bd.  I,  §  59  behauptet,  der  Konvek- 
tionsstrom sei  in  Bezug  auf  das  erregte  magnetische  Feld  einem 
Leitungsstrome  gleichwertig;  es  wurde  nämlich  in  §  59,  Gl.  I,  j 
durch   die   erste  Hauptgleichung  der  Wirbel  der  magnetischen    i 
Feldstärke  mit  dem  Vektor  c  verknüpft,  welcher  sich  aus  den   ;' 
Dichten   von  Konvektionsstrom,  Leitungsstrom  und  Verschie-  ) 
bungsstrom  zusammensetzt.  Daß  wirklich  der  Konvektionsstrom  J 
dasselbe  magnetische  Feld  erregt,  wie  der  entsprechende  Lei-  ^ 
tungsstrom,    hat    H.  A.  Rowland    durch    einen    grundlegenden   \ 
Versuch  bewiesen,  auf  den  wir  in  §  34  zurückkommen  werden.    ■ 

I 

3 

'i 
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Da  hiernach  die  Maxwellschen  Spannungen  die  nämlichen  sind, 
wenn  ein  Leitungsstrom  oder  wenn  ein  Konvektionsstrom  sich 
in  einem  magnetischen  Felde  befindet,  so  wird  die  mechanische 
Kraft  in  beiden  Fällen  den  gleichen  Wert  haben.  Setzen  wir 
demgemäß  in  Bd.  I.  §  91.  GL  (278b)  statt  i  die  Dichte  Qti  des 
äquivalenten  Konvektionsstromes,  ferner  im  Vakuum  ^u  =  1  und 
8  =  §,  so  folgt  als  Kraft  des  magnetischen  Feldes  auf  die  Vo- 
lumeinheit des  Ladungsträgers: 

l[9ti§].  ^ 

Zusammen  mit  der  mechanischen  Kraft  des  elektrischen  Feldes 
ergibt  dies  q^j  wo 

(3a)  5  =  6+'-  [t>m 

die  Kraft  darstellt,  welche  das  elektromagnetische  Feld 

Kn  Vakuum  auf  die  Einheit  der  Ladung  ausübt. 
Bei  der  Anwendung  auf  das  Elektron  darf  man,  mit  Rück- 
cht  auf  dessen  Kleinheit,  über  seine  ganze  Ausdehnung  hin  das 
ißere  Feld  als  gleichförmig  betrachten.  Handelt  es  sich  um  rein 
anslatorische  Bewegungen,  so  hat  auch  der  Geschwindigkeits- 
vektor d  für  alle  Punkte  des  Elektrons   den  nämlichen  Wert, 
ie  Integration  des  Vektors  q^  über  das  Volumen  des  negativen 
ilektrons  ergibt  dann  als  Gesamtkraft  des  elektromagne- 
schen  Feldes: 
b)  ^  =  -  e%. 

Die  Bewegungsgleichung  (3)  des  Elektrons  lautet  daher 

[4)  .  ^^  I?  =  -  ^55- 

Wir  führen  zur  Abkürzung  für  den  Quotienten 

(4a)  71  =  — 

aus  dem  elektromagnetisch  gemessenen  Betrage  der  Ladung  (    ) 

und  der  Masse  (m)  des  Elektrons  die  Bezeichnung  „spezifische 
Ladung"  ein;  es  wird  die  Bewegungsgleichung 

(4b)  ''/^^-cv^=.-Cri(&-vl0H 


I 


dt 

Abraham,  Theorie  der  Elektrizität.   II.   4.  Aufl. 
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Das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  der  Bewegungsgleichung 
enthält  die  vom  magnetischen  Felde  herrührende  Kraft  bzw. 
Beschleunigung;  da  diese  stets  senkrecht  auf  dem  Geschwindig- 
keitsvektor d  steht,  so  bedingt  das  Vorhandensein  eines  äußeren 
magnetischen  Feldes  niemals  eine  Arbeitsleistung. 

Ist  insbesondere  das  äußere  elektrische  Feld  ein  elektro- 
statisches und  (p  sein  Potential,  so  ist 

(5)  m^^"  =  eV<p-^[l.§]. 

Die  skalare  Multiplikation  mit  d  ergibt 

dt  (2  '»»  )  =  '«''  dt  =-  «  C"^^)  =  '  d~s  dt' 
und  die  Integration  nach  der  Zeit  für  das  Intervall  von  t^  bis  t 

(5a)  I  m  H-  -  {  m  t|2  =  e  (9  -  9o). 

Hier  steht  links  der  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  des  Elek- 
trons, rechts  die  Arbeit,  die  das  elektrostatische  Feld  in  der 
betreffenden  Zeit  an  dem  Elektron  geleistet  hat;  letztere  ist  pro- 
portional dem  Anstiege  des  elektrostatischen  Potentiales. 

Bewegt  sich  etwa  das  Elektron  von  der  auf  dem  Potential 
fpQ  gehalteneu  Kathode  bis  zu  einem  Punkte,  dessen  Potential 
bekannt  ist,  so  bestimmt  (5  a)  die  Geschwindigkeit  |  ti  | ,  wenn 
die  Geschwindigkeit  |  Uq  |  gegeben  ist,  mit  der  das  Elektron  die 
Kathode  verläßt.  Diese  Anfangsgeschwindigkeit  ist  freilich  un- 
bekannt. Man  nimmt  indessen  an,  daß  sie  klein  gegen  die  Ge- 
schwindigkeiten ist,  die  es  beim  Durchlaufen  des  starken  in  der 
Entladungsröhre  herrschenden  elektrischen  Feldes  erhält.  Man 
setzt  daher  Uq  =  0  und  findet 


(ö)  1«  I  -y]l  (9  -  «Po)  =y^cr,  (9,  -  9>„). 

Wir  wollen  nun  den  Fall  behandeln,  wo  das  Elektron  mit 
der  so  erhaltenen  Geschwindigkeit  (6)  in  einen  Raum  eintritt, 
in  welchem  ein  konstantes  elektrostatisches  Potential  herrscht. 
Ist  kein  magnetisches  Feld  vorhanden,  so  wird  es  sich  gerad- 
linig mit  konstanter  Geschwindigkeit  weiter  bewegen.  Treten 
indessen  magnetische  Kräfte  hinzu,  so  wird  die  Bahn  sich  krüm- 
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men;  der  Betrag  der  Geschwindigkeit  wird  indessen  konstant 
bleiben,  da  ja  die  Kraft  des  magnetischen  Feldes  senkrecht  zur 
Geschwindigkeit  gerichtet  ist.  Wir  wollen  annehmen,  daß  das 
magnetische  Feld  gleichförmig  ist,  und  daß  das  Elektron  in  dieses 
Feld  mit  einer  zu  den  Kraftlinien  senkrechten  Geschwindigkeit 
hineinfliegt.   Der  Beschleunigungsvektor  ist  dann  nach  (4  b) 

(6a)  ^^J  =  -  n  [m- 

Da  hiernach  die  Beschleunigung  senkrecht  zu  §  gerichtet 
ist,  so  wird  das  Elektron  die  zu  den  magnetischen  Kraftlinien 
senkrechte  Ebene  nicht  verlassen.  Die  Beschleunigung  ist  stets 
senkrecht  zur  Bahn  gerichtet,  und  beträgt  somit,  wie  aus  der 

Kinematik  bekannt,  — ,  wo  r  den  Krümmungsradius  der  Bahn- 
kurve bezeichnet.   Aus  (6  a)  folgt 

?'  =  ,.|t,|.|§i. 

Da  der  Betrag  von  ti  konstant  ist,  so  ist  hiemach  auch  r  kon- 
stant, d.  h.  die  Bahn  des  Elektrons  ist  ein  Kreis,  seine  Krüm- 
lung 

)  r    ^  im 

\i  um  so  größer,  je  stärker  das  magnetische  Feld  und  je  kleiner 

lie  Geschwindigkeit  des  Elektrons  ist. 

Ist  das  gleichförmige  magnetische  Feld  nicht  senkrecht  zu  der 
ursprünglichen  Bewegung  des  Elektrons  gerichtet,  so  zerlegt 
man  zweckmäßigerweise  den  Geschwindigkeitsvektor  d  in  zwei 
Vektoren,  ö^  und  ög;  ^^^  denen  der  erste  zu  §  parallel,  der 
zweite  zu  §  senkrecht  ist.  Der  erste  liefert  keinen  Beitrag  zu 
dem  Vektorprodukte  aus  d  und  §.  Projiziert  man  die  Bewe- 
gung einerseits  auf  eine  zu  §  parallele  Gerade,  andererseits  auf 
eine  zu  g  senkrechte  Ebene,  so  zerfallt  (6  a)  in  die  beiden  Glei- 
chungen 

Die  zu  g  parallele  Komponente  der  Geschwindigkeit  bleibt 

2* 
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konstant.  Auf  eine  zu  §  senkrechte  Ebene  projiziert,  stellt  sich 
die  Bewegung  als  Kreisbahn  dar,  mit  dem  reziproken  Radius 

In  einem  gleichförmigen  magnetischen  Felde  beschreibt 
das  Elektron  demnach  eine  Schraubenlinie.  In  dem 
besonderen  Falle,  wo  die  Bewegung  anfangs  senkrecht 
zu  den  magnetischen  Kraftlinien  erfolgte,  artet  die 
Bahn  in  eine  Kreisbahn  aus. 

Wir  betrachten  wieder  diesen  Sonderfall  und  drücken  die 
Geschwindigkeit  \  U  i  auf  Grund  von  (6)  durch  die  durchlaufene 
Spannung  (g?  —  (p^)  aus.  Alsdann  ergibt  Gleichung  (7): 

Die  Krümmung  des  Kathodenstrahles  im  senkrechten 
Magnetfelde  ist  der  Wurzel  aus  der  durchlaufenen 
Spannung  umgekehrt  proportional.  Die  Versuche  von  W. 
Kaufmann  haben  dieses  Gesetz  ergeben  und  so  das  Zutreffen  der 
zugrunde  gelegten  Bewegungsgleichung  bestätigt. 

W.  Kaufmann  hat  auch,  in  den  zu  Beginn  dieses  Paragraphen 
erwähnten  Arbeiten,  einen  angenähert  zutreffenden  Wert  für  die 
spezifische  Ladung  aus   diesen  Ablenkungsversuchen  ermittelt. 
Die  späteren  Messungen  konvergieren  gegen  den  Wert^) 
(9)  7i  =  1,77  .  10' 

der  spezifischen  Ladung  des  Elektrons. 

Da  nach  Gl.  (1)  die  spezifische  Ladung  des  Wasserstoffions 
beträgt 

(9a)  ,,^,  =  ^«    =0,965-10',  so  folgt 


cm 


H 


(9b)  »»^_  7?__  1836 

m         Vh 

als  Quotient  der  trägen  Massen  von  Wasserstoffatom 
und  Elektron. 

1)  St.  Meyer  u.  E.  v.  Seh  weidler,  Radioaktivität,  S.  268. 
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§  3.  Klassifikation  der  Strahlungen. 

Die  Maxwellsche  Theorie  versteht  unter  „Strahlung"  einen 
elektromagnetischen  Energie  ström;  diesen  bestimmt  sie  durch 
den  Poyntingschen  Vektor  (vgl.  I  §  76).  Sie  lehrt,  daß  die 
Lichtwellen  elektromagnetische  Energie  mitführen,  mithin  als 
Strahlungsvorgänge  anzusprechen  sind.  Die  Lichtwellen,  wie 
überhaupt  alle  elektromagnetischen  Wellen,  pflanzen  sich  in  dem 
leeren  Räume  mit  der  Geschwindigkeit 

c  =  3.10i«'™ 

sec 

fort  (vgl.  I  §  68).  Die  verschiedenen  Arten  elektromagnetischer 
Wellen,  welche  wir  kennen,  sind  nur  der  Wellenlänge,  aber 
nicht  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nach  verschieden.  Ord- 
nen wir  nach  der  Wellenlänge,  so  haben  wir  zuerst  die  ultra- 
violetten Strahlen,  dann  das  eigentliche  sichtbare  Licht;  dann 
folgen  die  ultraroten,  nur  durch  ihre  thermische  Wirkung  sich 
kundgebenden  Strahlen,  deren  langwelligste  die  Rubensschen 
Reststrahlen  sind.  Die  langwelligsten  Reststrahlen  haben  die 
Wellenlänge  X  =  0,34  mm.  Ein  Sprung  zu  Wellen  von  sechs- 
facher Länge  (A  =  2  mm)  bringt  uns  zu  den  kürzesten  Hertz- 
schen  Wellen;  hier  beginnt  der  stetige  Bereich  der  Wellen, 
die  wir  auf  rein  elektrischem  Wege  herzustellen  vermögen;  sie 
erstreckt  sich  von  den  raschesten  Hertzschen  Schwingungen  bis 
zu  den  langsamsten  Wechselströmen  der  Technik. 

Alle  diese  Strahlungen  können  wir  durch  die  Benennung 
,,Wellenstrahlung"  kennzeichnen.  Darunter  verstehen  wir 
nicht  nur  rein  periodische  Wellen,  sondern  auch  Wellen  be- 
liebiger Wellenform.  Das  für  die  Wellen  Strahlung  Charakteri- 
stische ist  die  unabänderliche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  im 
leeren  Räume. 

Zur  Wellenstrahlung  gehören  nun  die  Kathodenstrahlen,  über 
die  wir  im  vorigen  Paragraphen  berichteten,  nicht.  Diesen 
Strahlen  kommt  hingegen  eine  Eigenschaft  zu,  die  den  obenge- 
nannten Wellenstrahlungen  fehlt:  sie  führen  nicht  nur  Energie, 
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sondern  auch  Elektrizität  mit.  Wir  wollen  eine  jede  Strahlung, 
die  Elektrizität  mitführt,  als  „Konvektionsstrahlung"  be- 
zeichnen. Die  Kathodenstrahlen  insbesondere  stellen  einen  Strom 
negativer  Elektronen  dar.  Wenn  wir  die  Eigenschaften  dieser 
Atome  der  negativen  Elektrizität  als  unabänderliche  ansehen,  so 
bleibt  als  unterscheidendes  Merkmal  verschiedener  Kathoden- 
strahlen nur  die  Geschwindigkeit  der  Elektronen  übrig. 

Die  Geschwindigkeit  der  in  einer  Entladungsröhre  zu  er- 
zeugenden Kathodenstrahlen  hängt,  wie  wir  sahen,  von  der 
Spannung  zwischen  den  Elektroden  ab.  Man  kann  jedoch  diese 
Spannung  nicht  beliebig  wählen,  da  bei  geringen  Spannungen 
die  Entladung  nicht  stattfindet,  und  da  beliebig  hohe  Span- 
nungen nicht  zur  Verfügung  stehen.  Hierdurch  ist  das  „Spek- 
trum" der  nach  der  Geschwindigkeit  geordneten  Kathodenstrahlen 
begrenzt.  Doch  hat  Ph.  Lenard  gezeigt,  daß  bei  Bestrahlung 
eines  Metalles  mit  ultraviolettem  Lichte  Strahlen  ausgesandt 
werden,  welche  ähnliche  Eigenschaften,  nur  geringere  Geschwin- 
digkeit der  Strahlteilchen  aufweisen,  wie  die  eigentlichen  Ka- 
thodenstrahlen. Andererseits  hat  sich  ergeben,  daß  diejenige 
Strahlung  radioaktiver  Körper,  die  Rutherford  als  /3-Strahlung 
bezeichnet  hat,  magnetisch  in  demselben  Sinne,  nur  etwas  schwä- 
cher, ablenkbar  ist,  wie  die  Kathodenstrahlen.  Es  lag  nahe,  hier 
negative  Elektronen  von  größerer  Geschwindigkeit  zu  vermuten. 
In  der  Tat  kommen  in  der  /3-Strahlung  der  Radioelemente  die 
verschiedensten  Geschwindigkeiten  vor;  die  raschesten  ihrer  Elek- 
tronen bewegen  sich  nahezu  mit  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes. 
Doch  ist^)  das  „Geschwindigkeitsspektrum^^  der  /3-Strahlen  kein 
kontinuierliches.  Ähnlich  wie  die  Wellenstrahlung  eines  Ele- 
mentes durch  ein  Linienspektrum  gekennzeichnet  ist,  enthält  die 
^-Strahlung  eines  jeden  Radioelementes  eine  Reihe  bestimmter 
charakteristischer  Geschwindigkeiten.  Indessen  kann  durch  ein 
elektrisches  Feld  die  Geschwindigkeit  dieser  Strahlen  vergrößert 
oder  verringert  werden.  In  diesem  Sinne  erfüllen  also  die  her- 
stellbaren Geschwindigkeiten  der  negativen  Elektronen  stetig 

1)  V.  Baeyer,  Hahn  und  Meitner,  Phys.  Ztschr.  12  (1911)  S.  273,  378; 
J3  (1912)  S.  264. 
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t«inen  Bereich,  welcher  von  der  Geschwindigkeit  Null  bis  nahe 
j&n  die  Lichtgeschwindigkeit  heranreicht. 
Von  positiver  Konvektionsstrahlung  haben  wir  bisher  nicht 
gesprochen.  Man  hat  gefunden,  daß  die  leicht  absorbierbare 
Strahlung  radioaktiver  Körper,  die  sogenannte  ct-Strahlung, 
aus  positiv  geladenen  Teilchen  besteht.  Nach  E.  Rutherford  ^) 
fiind  diese  Teilchen  Helium-Atome,  welche  je  zwei  positive  Ele- 
mentarladungen tragen.  Auch  gewisse,  die  elektrische  Entladung 
in  verdünnten  Gasen  begleitende  Erscheinungen,  die  Kanal- 
strahlen  E.  Goldsteins,  hat  man  auf  bewegte  positive  Teilchen 
zurückgeführt.  Diese  Teilchen  sind,  nach  Untersuchungen  von 
W.  Wien,  J.  J.  Thomson  und  anderen  Physikern,  Ionen  der 
betreffenden  Gase,  die  eine  oder  mehrere  positive  Elementarladun- 
gen tragen.  Dasselbe  gilt  von  den,  durch  Gehrke  und  Reichen- 
heim entdeckten  Anodenstrahlen. 

In  diesem  zweiten  Bande  der  „Theorie  der  Elektrizität^'  soll 
nun  die  elektromagnetische  Strahlung  in  umfassender  Weise  be- 
handelt werden,  sowohl  die  Wellenstrahlung,  wie  die  Konvek- 
tionsstrahlung.  Die  Grundlage  für  die  Theorie  der  Strah- 
lung gewinnen  wir,  indem  wir  die  atomistischen  Yor- 
tellungen  über  die  Struktur  der  Elektrizität  mit  der 
'araday-Maxwellschen    Theorie    des    elektromagneti- 
ichen  Feldes  vereinigen.  Die  Vereinigung  dieser  beiden  Vor- 
jtellungskreise  ist  es,  die  zur  Elektronentheorie  führt.   Man  trijBFt 
bei  manchen  Autoren  die  Auffassung  an,  daß  die  Atomlehre  in 
^inem  gewissen  Gegensatze  zur  Maxwellschen  Theorie  stehe,  und 
daß  die  Elektronenentheorie  eigentlich  zu  den  alten  Vorstellungen 
der  Fernwirkungshjpothese  zurückkehre.   Diese.  Auffassung  ist 
indessen   durchaus  unzutreffend.    Allerdings   ist  die  Hypothese 
einer  atomistischen  Struktur  der  Elektrizität  wohl  zuerst,  insbe- 
sondere durch  Wilhelm  Weber,  in  einer  Weise  eingeführt  wor- 
den,  welche   den  Vorstellungen  der  Fernwirkungstheorie  ent- 
sprach. Dieser  Forscher  stellte  ein  Elementargesetz  für  die  Wech- 
selwirkung zweier  elektrischer  Atome  an  die  Spitze  und  suchte 

1)  E.  Rutherford,  Radioaktive  aubstances  and  their  radiations.  Cam- 
bridge (1913.)    S.  137. 
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auf  dieses  die  gesamte  Elektrodynamik  zu  begründen.  Daß  diese 
Bemühungen  Webers  und  anderer  Physiker  scheiterten,  lag  ge- 
rade an  der  Verkuppelung  der  atomistischen  Vorstellung  mit 
der  Fernwirkungshjpothese.  Erst  die  Verschmelzung  der  Atom- 
lehre mit  der  Faraday-Maxwellschen  Theorie  ist  für  die  Physik 
fruchtbar  geworden.  4^ 

Die  Maxwellsche  Theorie,  weit  entfernt,  die  Frage  nach 
der  Struktur  der  Elektrizität  als  unberechtigt  zurückzuweisen, 
ermöglicht  gerade  eine  allseitige  Untersuchung  der  für  diese 
Frage  bedeutungsvollen  Erscheinungen.  Indem  sie  das  Licht  als 
elektromagnetischen  Vorgang  betrachtet,  lehrt  sie,  aus  der  Strah- 
lung einer  Lichtquelle  Schlüsse  auf  die  Eigenschaften  der  elek- 
trischen Teilchen  zu  ziehen,  die  in  den  lichtaussendenden  Mole- 
külen schwingen.  So  hat  der  Zeeman- Effekt  gezeigt,  daß 
eine  große  Zahl  von  Spektrallinien  in  der  Bewegung  der  nega- 
tiven Elektronen  ihren  Ursprung  hat.  Hier  tritt  die  enge,  von 
der  elektromagnetischen  Lichttheorie  behauptete  Beziehung  zwi- 
schen der  Konvektionsstrahlung  und  der  Lichtstrahlung  deutlich 
hervor.  In  der  Sprache  der  Elektronentheorie  läßt  sich  diese 
Beziehung  so  ausdrücken:  Die  Konvektionsstrahlung  be- 
steht aus  bewegten  Elektronen,  die  Wellenstrahlung 
entsteht  bei  Geschwindigkeitsänderung  derElektronen. 

Wo  die  Kathodenstrahlen  auf  die  Antikathode  treffen,  ent- 
stehen die  Röntgenstrahlen.  G.  G.  Stokes  und  E.  Wiechert 
sahen  in  diesen  magnetisch  nicht  ablenkbaren  Strahlen  die  elek- 
tromagnetischen W^ellen,  welche  von  den  gehemmten  Elektronen 
ausgehen.  Doch  überlagert  sich  dieser  „Bremsstrahlung'^  des 
auftreffenden  Kathodenstrahlelektrons  eine  „Eigenstrahlung", 
deren  Spektrum  lediglich  von  der  chemischen  Konstitution  der 
Antikathode  abhängt.  E.  Marx^)  hat  sich  bemüht,  die  Überein- 
stimmung der  Geschwindigkeit  der  Röntgenstrahlen  mit  derjenigen 
des  Lichtes  nachzuweisen.  Daß  die  Röntgenstrahlen  als  Wellen 
Strahlung,  und  nicht  etwa  als  Konvektionsstrahlung  anzusprechen 
sind,  wird  schon  durch  das  Fehlen  einer  Ablenkung  im  elektrischen 

1)  E.  Marx,  Ann.  d.  Phys.  20  (1906)  S.  677.    33  (1910)  S.  1305. 
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und  magnetischen  Felde  wahrscheinlich  gemacht.  Bei  der  Brems- 
strahlung dürfte  es  sich,  ihrer  Entstehung  gemäß,  nicht  um  pe- 
riodische Wellenzüge,  sondern  um  impulsartige  Einzelwellen  von 
sehr  geringer  Impulsbreite  handeln  (vgl.  §  14).  A.  Sommerfeld^) 
schätzt,  auf  Grund  der  von  B.  Walter  und  R.  Pohl  aufgenom- 
menen und  von  P.  Koch  mikrophotometrisch  ausgemessenen 
Beugungsbilder  an  einem  keilförmigen  Spalt,  die  Impulsbreite 
höchstens  zu  4  •  10~^  cm. 

Eine  Handhabe  zur  genaueren  Erforschung  der  Röntgen- 
strahlen bieten  die  von  M.  Laue,  W.  Friedrich  und  P.  Knipping 
entdeckten-)  Interferenzerscheinungen,  welche  sich  beim  Auf- 
treffen dieser  Strahlen  auf  Kristalle  ausbilden,  M.  Laue  wurde 
zu  ihrer  Entdeckung  durch  die  Bravaissche  Raumgittertheorie 
der  Kristalle  geführt;  da  sich  die  Gitterkonstante  dieser  Raum- 
gitter von  der  Größenordnung  10~^  cm  ergibt,  so  vermutete  er, 
daß  ein  solches  Gitter  auf  die  Röntgenstrahlen  ähnlich  wirke, 
wie  ein  optisches  Gitter  auf  das  Licht.  Diese  Vermutung  bestä- 
tigte sich.  Die  Theorie  dieser  Interferenzerscheinungen  ist  aller- 
dings verwickelter,  als  die  Gittertheorie  der  Optik,  insofern  als 
man  es  hier  mit  einer  Schar  aequidistanter  paralleler  Gitter  zu 
tun  hat,  welche  ähnliche  Interferenzen  hervorrufen,  wie  plan- 
parallele Glasplatten  in  der  Optik.  Aus  den  Interferenzen  kann 
man,  bei  gegebenen  Abmessungen  der  Raumgitter,  die  Wellen- 
längen der  Röntgenstrahlen  berechnen.  Es  entspricht  jedem  als 
Antikathode  benutzten  Elemente  ein  Linienspektrum  der  Eigen- 
strahlung 

Die  dritte,  nicht  ablenkbare  Klasse  der  Radiumstrahlen, 
die  sogenannten  y- Strahlen,  weist  Eigenschaften  auf,  welche 
denen  besonders  durchdringender  Röntgenstrahlen  gleichen. 
Nun  sind  erfahrungsgemäß  die  Röntgenstrahlen  um  so  durch- 
dringender (um  so  härter),  je  größer  die  Geschwindigkeit  der 
sie  erzeugenden  Kathodenstrahlen  war.  Da  die  y-Strahlen  stets 
gemeinsam  mit  den  /3-Strahlen  auftreten,  so  liegt  die  Vermutung 

1)  A.  Sommerfeld,  Ann.  d.  Phys.  38  (1912)  S.  473. 

2)  W.  Friedrich,  P.  Knipping  und  M.  Laue.  Münch.  Ber.  (1912)  S.  303 
Ann.  d.  Phys.  41  (1913)  S.  971, 
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nahe,  daß  sie  von  den  raschen  Elektronen  des  /3-Strahles  be 
ihrer  Fortschleuderung  erregt  werden.  Doch  ist  der  Mechanis 
mus  der  Verknüpfung  der  /^-Strahlen  und  y-Strahlen  noch  nich 
ganz  aufgeklärt.^) 

§  4,  Die  (jrundgleichungen  der  Elektronentheorie. 

Um  zu  den  Grundgleichungen  der  Elektronentheorie  zu  ge| 
langen,  gehen  wir  von  den  Hauptgleichungen  der  Maxwellschei 
Theorie  aus  (I,  §  59).  Die  erste  Hauptgleichung  lautet 

curl  §  =  y  •  c, 

wobei  c  die  Dichte  des  Gesamtstromes  ist. 

Die    Elektronentheorie    kennt    nur    zwei   Bestandteile    dej 
Gesamtstromes,    den  Verschiebungsstrom    im  Äther   uncif 
den  Konvektionsstrom  bewegter  Elektronen;  die  Dicht« 
des  Verschiebungsstromes  im  Äther  ist  gleich 

4.7t  dt' 

-die  Dichte  des  elektrostatisch  gemessenen  Konvektionsstrom  es 
ist  gegeben  durch  (vgl.  I,  §  48,  Gl.  159) 

!  =  ()ö, 

wo  Q  die  räumliche  Dichte,  ti  die  Geschwindigkeit  der  kon- 
vektiv  bewegten  Elektrizität  bezeichnet.  Wir  wollen  der  ein- 1 
fächeren  Schreibweise  wegen  es  vorziehen,  den  Konvektions-i 
ström  elektromagnetisch  zu  messen.   Alsdann  wird  ; 

(10)  I  =  ^, 

und  es  ist  die  erste  Grundgleichung  zu  schreiben  i 

(I)  c«rl^-|^  =  4»f.  I 

In  der  zweiten  Hauptgleichung  (I,  Gl.  H,  §  59)  streichen  wir 
die  eingeprägte  elektrische  Kraft.  Im  leeren  Räume,  wo  ©  =  § 
ist,  nimmt  dann  die  zweite  Hauptgleichung  die  Form  an: 

l)  Vgl.  E.  Rutherford,  Radioactive  substances  and   their  radiation 
Cambridge  (1913)  S.  270,  286,  610. 
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•l  ^er  Elektronen  als  gültig  an. 

Die  allgemeine  Beziehung  zwischen  der  Dichte  der  Elek- 
trizität und  der  Divergenz  der  elektrischen  Verschiebung  (vgl.  1, 
OL  127a,  §  33)  behält  die  Elektronentheorie  bei;  da  sie  2)  =  ® 
setzt,  so  wird 

{III)  diY^^4:7tQ. 

Auch  die  allgemeine  Bedingung  der  Quellenfreiheit  des  Vek- 
tors ö  wird  aus  der  Maxwellschen  Theorie  herübergenommen; 
^a  ö  gleich  §  ist,  so  wird 
(IV)  div  §  =  0. 

Für  den  von  Materie  und  von  Elektronen  leeren  Raum,  wo 
Q  und  f  verschwinden,  stimmen  diese  Grundgleichungen  mit  den 
I  Hertz-Heavisideschen  Feldgleichungen  überein;  sie  führen  wie 
jene  zu  dem  Ergebnisse,  daß  hier  ebene  elektromagnetische  WeUen 
nach  aUen  Richtungen  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  c  fort- 
.  Auf  ein  Bezugssystem,  in  dem  diese  Isotropie  der  WeUen- 
flanzung  statthat,  sind  die  Bewegungen  der  Elektronen  zu 
iehen.  Die  in  einem  solchen  System  gemessene  Geschwindig- 
«it  ti  der  Elektronen  ist  es,  welche  in  dem  Ausdruck  (10)  für 
die  Dichte  des  Konvektionsstromes  eingeht.  Neben  dem  kine- 
matischen Vektor  ti  enthält  das  System  der  Feldgleichungen  (I) 
bis  (IV)  nur  zwei  Vektoren,  den  elektrischen  Vektor  @  und  den 
magnetischen  Vektor  •§.  Es  ist  die  einfachste  Erweiterung  des 
für  den  leeren  Raum  geltenden  Systems  von  Feldgleichungen, 
welche  die  eingelagerten  Elektronen  und  ihre  Bewegung  berück- 
sichtigt. 

Zu  diesen  Feldgleichungen  tritt  endlich  eine  Aussage  über 
die  au  den  Elektronen  angreifende  Kraft.  Es  wird  für  die  auf 
die  Einheit  der  Ladung  wirkende  Kraft  der  Ansatz  gemacht: 

Der  Vektor  Jy,  die  „elektromagnetische  Kraft  pro  Ein- 
heit der  Ladung",  ist  durch  die  Grundgleichung  (V)  auf  die 
drei  in  den  Feldgleichungen  auftretenden  Vektoren  zurückgeführt. 


20     Die  phjßikal.  und  mathemat.  Grundlagen  der  Elektronentheorie 

Wir  können  diesen  Ausdruck  für  die  elektromagnetische  Kraft 
um  so  eher  annehmen,  als  wir  uns  ja  im  §  2  dieses  Bandes 
davon  überzeugt  haben,  daß  er  die  Kraft,  die  in  einem  gege- 
benen äußeren  Felde  auf  die  Kathodenstrahlteilchen  wirkt,  in 
befriedigender  Weise  darstellt. 

Wir  wollen  uns  davon  überzeugen,  daß  der  zugrunde  ge- 
legte Ansatz  für  die  elektromagnetische  Kraft  mit  dem  Energie- 
prinzipe  im  Einklang  ist.  Wir  denken  uns  zu  diesem  Zwecke 
einen  Bereich  v,  der  von  der  ruhenden  Fläche  f  begrenzt  ist. 
Auf  die  im  Raumstücke  dv  enthaltene  Elektrizität  übt  das  elek- 
tromagnetische Feld  die  Kraft  %Qdv  aus.  Diese  leistet  pro  Se- 
kunde die  Arbeit 

{t^%)Qdv  =  {Q\s%)dv. 

Hier  -  ist  der  vom  magnetischen  Felde  herrührende  Anteil  der 
Kraft,  der  stets  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  der  Elektrizität 
weist  und  daher  zur  Arbeit  nichts  beiträgt,  fortgefallen.  Durch 
Integration  über  den  Bereich  v  erhalten  wir  mithin  für  die 
Arbeitsleistung  der  elektromagnetischen  Kraft 

Da  nun,  nach  (10),  der  Yektor  ()ti  die  Dichte  des  Konvek- 
tionsstromes  bestimmt,  so  folgt  aus  der  ersten  Grundgleichung 

Ferner  ist,  nach  einer  allgemeinen  Regel  der  Vektorrechnung 

(I,  Gl.  102  a,  §  21) 

fdf\ß^\-fdv^  curl  %  -fdvd  curl  §, 

oder,  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  Grundgleichung, 

Jdv(&  curl  §  =  -  \Jdv^  ^f  -fdfimi; 

dabei  stellt  n  die  äußere  Normale  der  Begrenzungsfläche  f  vor 
Es  folgt  also  schließlich 

(11)   '.f=-AA:{«^+*v/'^^r.  [«§]„• 
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IS  ist  nichts  anderes  als  die  Energiegleichung.  Setzen 
in  Übereinstimmung  mit  der  Maxwellschen  Theorie, 


^-M[^'-^'] 


i 

die  elektromagnetische  Energie  des  Raumes,  also  für 
Energiedichte 

1     fn..      ,       ^.9.) 


l)  ^  =  8«1®'  +  ^1^  und  ferner 

den   elektromagnetischen  Energiestrom,   so   können 


ir  (11)  schreiben 

dÄ  .    r.^^  dW 

dttrf^n--  at- 


Die  Arbeit  der  elektromagnetischen  Kräfte,  die  in  dem  Be- 
reiche V  wirken,  vermehrt  um  den  elektromagnetischen  Energie - 
ström,  der  durch  die  Begrenzungsfläche  f  hinausströmt,  ist  der 
Abnahme  der  elektromagnetischen  Energie  des  Bereiches  gleich; 
Arbeitsleistung  der  elektromagnetischen  Kräfte  und  Strahlung 
erfolgen  beide  auf  Kosten  der  elektromagnetischen  Energie  TT; 
'  bei  sind  für  Energiedichte  und  Energiestrom  die  aus  der 
:wellschen  Theorie  bekannten  Ausdrücke  beizubehalten.  Glei- 
ing(ll)  spricht  das  Energieprinzip  für  das  elektromagnetische 
»Id  bewegter  Elektronen  aus.  Wie  unser  Beweis  zeigt,  folgt  das- 
jlbe  aus  den  Grundgleichungen  (I)  bis  (V);  es  stellt  keineswegs 
Ine  neue,  von  den  Grundgleichungen  unabhängige  Aussage  dar. 
In  den  allgemeinen  Grundgleichungen  (I)  bis  (V)  der  Elek- 
tronentheorie ist  die  Idee  der  atomistischen  Struktur  der  Elek- 
trizität noch  nicht  zum  Ausdruck  gelangt;  diese  Grundgleichun- 
^en  würden  es  noch  zulassen,  daß  die  Elektrizität  den  Raum 
stetig  erfüllte.  Wir  nehmen  indessen  an,  daß  die  Elektrizität, 
die  positive  und  die  negative,  aus  räumlich  voneinander  getrenn- 
ten Elementarladungen  +  e  besteht.  Dabei  genügt  es  bisweilen, 
die  Ladungen  als  Punktladungen  aufzufassen,  insbesondere  dann, 
wenn  es  sich  um  die  vom  Elektron  entsandte  Wellenstrahlung 
handelt.    Doch  bringt  die  Antiahme  punktförmiger  Elektronen 
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gewisse  Schwierigkeiten  mit  sich.  Es  besitzt  nämlich  das  Feld, 
welches  eine  ruhende  Ladung  von  endlichem  Betrage  umgibt, 
eine  elektrostatische  Energie,  die  unendlich  wird,  wenn  die  La- 
dung sich  auf  einen  Punkt  zusammendrängt.  Schon  diese  Er- 
wägung deutet  an,  und  die  eingehende  Untersuchung  bestätigt  es^ 
daß  die  Elektronen,  streng  genommen,  nicht  als  elektrische! 
Punkte  zu  betrachten  sind,  da  ja  ihre  Ladung  und  ihre  Energie I 
endlich  sein  soUen.  Wir  werden  uns  daher  genötigt  sehen,  der 
Dynamik  der  Elektronen  neben  den  allgemeinen  Grundgleichun- 
gen (I)  bis  (V)  noch  besondere  Voraussetzungen  über  die  Form 
und  Bewegungsfreiheit  dieser  Teilchen  zu  Grunde  zu  legen.  Doch 
werden  wir  hierauf  erst  im  dritten  Kapitel  dieses  Abschnittes] 
eingehen. 

Wir  haben  die  Grundgleichungen  (I)  bis  (V)  erhalten,  indem  j 
wir  von  den  allgemeinen  Gleichungen  der  MaxweUschen  Theorie 
ausgingen  und  diese  in  gewisser  Weise  vereinfachten.  Es  braucht 
kaum  ausdrücklich  bemerkt  zu  werden,  daß  dieses  Verfahren 
nur  ein  heuristisches  ist  und  keine  Beweiskraft  besitzt.  Müssen 
wir  doch  jedesmal,  wenn  wir  eine  auf  einem  gewissen  Gebiete  als 
richtig  erkannte  Theorie  auf  ein  neues  Erscheinungsgebiet  an- 
wenden wollen,  mit  der  Möglichkeit  rechnen,  daß  sie  diesen 
neuen  Tatsachen  gegenüber  versagt.  ^ 

Die  vorgenommene  Übertragung  der  MaxweUschen  Gleichun- 
gen auf  die  Felder  der  Elektronen  ist  insbesondere  auch  aus 
dem  Grunde  hypothetisch,  weil  diese  Felder  niemals  einer  un~ 
mittelbaren  experimentellen  Prüfung  zugänglich  werden  können. 
Denn  die  Methode  der  Untersuchung  des  Feldes  durch  einen 
Probekörper  ist  wohl  auf  die  Felder  anzuwenden,  von  denen  der 
erste  Band  dieses  Werkes  handelte,  aber  nicht  auf  die  Felder 
der  Elektronen  selbst.  Der  kleinste  denkbare  Probekörper  ist 
nämlich,  wenn  anders  die  atomistische  Vorstellung  zutrifft,  das 
Elektron  selbst.  Das  Feld  nun,  welches  das  einzelne  Elektron 
umgibt,  wechselt  natürlich  nach  Richtung  und  Stärke  beträcht- 
lich in  Bereichen  von  der  Größenordnung  des  Elektrons.  Zu 
seiner  Ausmessung  würde  ein  Probekörper  notwendig  sein,  der 
viel  kleiner  als  das  Elektron  ist.   Es  ist  also  aus  prinzipieDen 


fi  4  Die  Grundgleichungen  der  Klektronentheorie  23 

Gründen,  von  experimentellen  Schwierigkeiten  ganz  abgesehen, 
das  Feld,  auf  welches  unsere  Grundgleichungen  sich  beziehen, 
der  unmittelbaren  Messung  unzugänglich.  Die  Bestätigung  der 
Grundgleichungen  muß  in  dem  Zutreffen  ziemlich  entfernter  Fol- 
gerungen gesucht  werden.  Zunächst  ist  die  Übertragung  der 
Grundgleichungen  von  den  der  Beobachtung  zugänglichen  Fel- 
dern auf  die  Felder  der  Elektrizitätsatome  eine  durchaus  hypo- 
thetische. 

Eine  jede  ato mistische  Theorie  muß  indessen  in  entsprechen- 
der Weise  verfahren.  So  kann  die  kinetische  Gastheorie  nicht 
umhin,  die  Bewegung  und  den  Stoß  der  Gasmoleküle  nach  Ge- 
setzen zu  behandeln,  welche  der  Mechanik  der  greifbaren  Körper 
ertnommen  sind.  Es  kann  nicht  experimentell  nachgewiesen 
werden,  daß  die  Bewegungen  der  Moleküle  wirklich  diesen  Ge- 
setzen gehorchen.  Die  Berechtigung  der  gemachten  Voraus- 
setzungen kann  erst  nachträglich  dadurch  gezeigt  werden,  daß 
man  aus  ihnen  Folgerungen  in  Bezug  auf  die  makroskopischen 
Eigrenschaften  der  Gase  zieht  und  als  zutreffend  nachweist.  Da- 
bei  liegt  die  Sache  sogar  in  der  Elektronentheorie  günstiger  als 
in  der  Molekulartheorie  der  Materie,  weil  die  Eigenschaften  der 
freien  Elektronen  selbst  in  den  Kathodenstrahlen  und  verwand- 
ten Strahlungen  dem  Experimente  zugänglich  werden,  während 
die  regellosen  Bewegungen  der  unelektrischen  Atome  und  Mole- 
küle der  Beobachtung  unzugänglich  und  nur  in  ihren  über  meß- 
bare Bereiche  erstreckten  Mittelwerten  zu  den  mechanischen  und 
thermischen  Eigenschaften  der  Materie  in  Beziehung  zu  setzen  sind. 

Die  Elektronentheorie  beansprucht,  die  elektrischen,  ma- 
gnetischen und  optischen  Eigenschaften  der  Materie  in  ihrer 
Gesamtheit  darzustellen.  Sie  geht  dabei  von  gewissen  Voraus- 
setzungen über  die  Eigenschaften  der  Elektronen  in  leitenden, 
dielektrischen  und  magnetisierbaren  Körpern  aus  und  gelangt 
durch  Mittelwertsbildung  über  Bereiche,  die  eine  sehr  tn^oße 
Zahl  von  Elektronen  enthalten,  zu  den  Hauptgleichungen  der 
Maxwellschen  Theorie  für  ruhende  Körper  (vgl.  §  28);  dabei 
werden  die  Beziehungen  der  elektrischen  Verschiebung  und  der 
Leitungsstromdichte  zur  elektrischen  Feldstärke,  sowie  die  Be- 
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Ziehung  der  magnetischen  Feldstärke  zur  magnetischen  Induk- 
tion, anschaulicher  gedeutet  und  in  mancher  Hinsicht  der  Er- 
fahrung besser  angepaßt,  als  in  der  rein  phänomenologischen] 
MaxweU-Hei-tzschen  DarsteUungsweise. 

Der  erste,  der  die  Grundgedanken  der  Elektronentheorie  klar 
ausgesprochen  und  in  umfassender  und  folgerichtiger  Weise  ins- 
besondere auf  optische  Fragen  angewandt  hat,  ist  H.  A.  Lorentz 
gewesen.  Er  hat  die  elektromagnetische  Theorie  der  Farbenzer- 
streuung und  die  Optik  bewegter  Körper  von  diesem  Stand- 
punkte aus  entwickelt.  Auch  die  Entdeckung  Zeemans  ist  auf 
seine  Anregung  zurückzuführen. 

§  5.  Die  elektromagnetische  Bewegungsgröße. 

Wie  wir  bereits  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  (§  91)  er- 
wähnt haben,  besteht  hinsichtlich  der  Beziehung  zum  dritten  i 
Axiome  der  Newtonschen  Mechanik  ein  gewisser  Gegensatz  1 
zwischen  der  Maxwell-Hertzschen  Theorie  einerseits  und  der  | 
Lorentzschen  Theorie  andererseits.  Jene  nimmt  an,  daß  die  auf  | 
einen  Körper  wirkenden  elektromagnetischen  Kräfte  stets  durch  | 
gewisse,  über  seine  Oberfläche  verteilte  Druck-  und  Zugkräften  j 
zu  ersetzen  sind,  wobei  zwar  das  Gesetz  von  Wirkung  und  Ge-  | 
genwirkung  erfüUt  ist,  aber  Kräfte  auf  die  Teile  des  leeren  j 
Raumes  auftreten.  Der  Lorentzschen  Theorie  sind  solche  Kräfte 
auf  die  von  Elektrizität  leeren  Raumstücke  fremd.  Sie  läßt  elek-  i 
tromagnetische  Kräfte  nur  auf  die  Elektrizität  wirken;  die  auf  j 
die  Volumeinheit  berechnete  elektromagnetische  Kraft  (V)  der  i 
Lorentzschen  Theorie 

(14)  9»  =  p{e +  '[«"#]} 

verschwindet  mit  der  elektrischen  Dichte  q. 

Wir  wollen  nunmehr  die  Folgerungen  ziehen,  die  sich  aus 
dieser  Auffassung  hinsichtlich  der  Stellung  der  Elektronentheorie 
zum  dritten  Axiome  Newtons  ergeben. 

Wir  gehen  von  der  in  Bd.  I,  §  45  Gl.  (147)  aufgestellten 
Formel  aus,  welche  für  f  =  1  ergibt 

(I4a)     ldv[2(S;  div  @  -  2  [®  cml(B]]==fdf{2(i  (@n)- It^ ,  , 

i 
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hier  zeigt  der  Einheitsvektor  n  die  äußere  Normale  der  Fläche  f 
an,  welche  den  Bereich  v  umschließt.  Entsprechend  gilt,  wenn 
§  statt  %  gesetzt  wird 

(14b)  fdv[2^  div  §  -  2  [§  curl  ^^]-=fdf{2^  (§u)  -  n§-j . 

In  (14a,  b)  gehen  rechts  die  elektrische  und  die  magnetische 
Flächenkraft  ein,  deren  Vektorsumme  im  Vakuum  gegeben  ist 
durch 
(15)         S:t%  ==  2@  (^tt)  +  2§  (§n)  -  n{@-  +  §^1. 

Summiert  man  die  Gl.  (14  a,  b)  und  formt  die  linke  Seite 
mit  Hilfe  der  Grundgleichungen  I — IV  des  vorigen  Paragraphen 
um,  so  erhält  man 

nun,  nach  Gl.  (10)  und  (14),  gilt 

(»e +  [»&]  =  p{e +  ][»§]}  =  9^, 

180  folgt,  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (13) 
le)  Jdv,%^Jdf%-Jäv^J^. 

'  Nach  der  Maxwell-Hertzschen  Theorie  (Bd.  I,  §  91  Gl.  277 ) 
ist  die  Kraft,  welche  das  elektromagnetische  Feld  auf  einen 
Körper  ausübt,  gleich  der  Resultierenden  der  über  seine  Ober- 
fläche verteilten  elektrischen  und  magnetischen  Flächenkräfte, 
d.  h.  gleich  dem  ersten  Gliede  auf  der  rechten  Seite  der  Gl.  (16). 
Außer  den  an  den  Elektronen  des  Körpers  angreifenden  Kräften, 
die  durch  den  Vektor  %  bestimmt  sind,  tritt  dort,  auch  im 
Vakuum,  eine  der  zeitlichen  Änderung  des  Poyntingschen  Vek- 
tors proportionale  Kraft  auf  (vgl.  Bd.  I,  §  91,  Gl.  278  c). 

In  der  Lorentzschen  Theorie  hingegen  greifen  die  Kräfte 
des  elektromagnetischen  Feldes  lediglich  an  den  Elektronen  an; 
die  resultierende  Kraft,  die  auf  ein  System  von  Elektronen  wirkt, 
ist  durch  die  linke  Seite  von  Gl.  (16)  bestimmt: 

(loa)  ^_P^^5J. 


I 
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Für  ein  zeitlicli  veränderliches  Feld  ist  nun  diese  Gesamt- 
kraft nicht  mehr  gleich  der  Resultierenden  der  über  die  Begren- 
zungsfläche des  Systems  verteilt  zu  denkenden  fiktiven  Flächen- 
kräfte X.  Es  tritt  vielmehr  ein  Zusatzglied  auf,  zu  dem  die  ein- 
zelnen Raumstücke  beisteuern: 

(16b)  «=Jd/-a:-Jrf«i^. 

Wir  können  dieses  Zusatzglied  der  Anschauung  näher  bringen, 
indem  vrir  eine  „elektromagnetische  Bewegungsgröße" 
über  das  Feld  mit  der  Dichte 

(17)  B=i,®=,i-,M 

verteilt  denken.  Dieselbe  ist  durch  die  Vektoren  @  und  §  be- 
stimmt. Einer  zeitlichen  Änderung  des  Poyntingschen  Vektors  S 
entspricht  eine  Änderung  der  elektromagnetischen  Bewegungs- 
größe, welche  die  Trägheitskraft 

hervorruft.  Die  Resultierende  dieser  Trägheitskräfte,  im  Verein 
mit  derjenigen  der  fiktiven  Flächenkräfte  2,  ergibt  nach  (16b) 
die  Gesamtkraft,  die  auf  das  Elektronensystem  wirkt.  Setzen 
wir,  für  die,  gesamte  elektromagnetische  Bewegungs- 
größe des  Systemes 

(18)  (^^jdv%  =  ~Jdv<B,     so  schreibt  sich  Gl.  (16b) 

(19)  ^-ßf^-'^®' 

Diese  Gleichung  besagt: 

Die  resultierende  elektromagnetische  Kraft  auf 
einen  beliebigen  Körper  ist  gleich  dem  über  seine  Ober- 
fläche erstreckten  Integral  der  Flächenkraft  Xy  vermin- 
dert um  die  zeitliche  Zunahme  der  gesamten  im  Innern 
des  Körpers  befindlichen  elektromagnetischen  Be- 
wegungsgröße. 

Wir  können,  wofern  die  Grundgleichungen  der  Elektronen- 
theorie zutreffen,  die  Gleichung  (19)  auch  auf  ein  System  von 
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Körpern  anwenden.  Wir  haben  dann  im  Räume  eine  Fläche  zu 
legen,  welche  das  ganze  System  einschließt.  An  dieser  Fläche 
haben  wir  uns  die  Flächenkraft  X  angreifend  zu  denken;  auch 
haben  wir  die  elektromagnetische  Bewegungsgröße  sowohl  im 
Innern  der  Körper  als  auch  in  dem  Räume  zwischen  den  Kör- 
pern in  Rechnung  zu  ziehen. 

Eine  besonders  einfache  Form  nimmt  der  Ausdruck  (19)  der 
elektromagnetischen  Gesamtkraft  an,  falls  wir  uns  die  Fläche  /J 
die  das  Körpersystem  umschließt,  so  weit  entfernt  denken,  daß 
sie  in  der  ganzen  Zeitspanne,  in  welcher  sich  der  zu  betrachtende 

Ijrgang  abspielt,  nicht  von  dem  elektromagnetischen  Felde  er- 
lebt wird.  Dann  verschwindet  nämlich  auf  der  Fläche  f  der 
^tor  2,  der  ja  durch  die  daselbst  herrschenden  Feldstärken 
istimmt  ist.  Es  fäUt  demnach  das  erste  Glied  im  Ausdruck 
9), fort,  und  die  elektromagnetische  Gesamtkraft  wird 

(20)  «=-f. 

(l  Die    Gesamtkraft,    welche    das    elektromagnetische 
|ld  auf  ein  Körpersystem  ausübt,  ist  gleich  der  zeit- 
Ihen  Abnahme  der  elektromagnetischen  Bewegungs- 
größe  des  gesamten  Feldes. 

Das  System,  welches  aus  den  Körpern  und  dem  gesamten 
elektromagnetischen  Felde  gebildet  ist,  können  wir  als  ein  in 
elektromagnetischer  Hinsicht  abgeschlossenes  System  bezeichnen. 
Für  ein  solches  nimmt  auch  die  Energiegleichung  (11)  eine  ver- 
einfachte Form  an,  da  eine  Ausstrahlung  durch  die  Begrenzungs- 
fläche f  hindurch  nicht  in  Betracht  zu  ziehen  ist.  Es  wird  die 

^m'^  dt  dt 

^Biese  Gleichung  ist  es,  welche  die  Bezeichnung  des  durch  (12) 

^bestimmten  Skalars  W  als  „elektromagnetische  Energie" 

rechtfertigt.   In  entsprechender  Weise  rechtfertigt  die  Gleichung 

!ö)  die  Bezeichnung  des  durch  (18)  bestimmten  Vektors  <S  als 

Ilektromaguetische  Bewegungsgröße"  oder  „elektro- 
ignetischer  Impuls"  des  Feldes. 


jamte  Arbeit  der  elektromagnetischen  Kräfte 
^.  dA  dW 
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Nach  den  Lehren  der  Mechanik  ist  die  zeitliche  Zunahme  des 
mechanischen  Gesamtimpulses  ^  der  trägen  Massen  eines  Sy- 
stems der  Resultierenden  der  an  diesen  Massen  angreifenden 
Kräfte  gleich.  Da  die  mechanischen  Wechselwirkungen  dem 
Prinzipe  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  Genüge  leisten,  so 
liefern  sie  zu  der  resultierenden  Kraft  keinen  Beitrag.  Es  be- 
sagt daher  der  Impulssatz:  Die  zeitliche  Änderung  des  mecha- 
nichen  Impulses  85  eines  abgeschlossenen  Systems  ist  gleich  der 
resultierenden  elektromagnetischen  Kraft  ^: 

dö       ^ 

^  =  ^- 

Setzen  wir  hier  für  it  den  in  (20)  erhaltenen  Ausdruck  ein    | 
und  bringen  ®  auf  die  andere  Seite,  so  erhalten  wir  | 

(22)  85  +  ®  =  Constans. 

Die  Summe  aus  dem  mechanischen  Impulse  der  trä- 
gen Massen  und  dem  elektromagnetischen  Impulse  des 
Feldes  ist  für  ein  abgeschlossenes  System  konstant. 

Der  so  verallgemeinerte  Impulssatz  ist  für  das  Folgende 
von  grundlegender  Bedeutung.  Der  gegebene  Beweis  zfeigt,  daß 
die  Einführung  des  elektromagnetischen  Impulses  keineswegs 
eine  neue  Hypothese  darstellt.  Es  handelt  sich  nur  um  einen 
zweckmäßigen  Ausdruck  gewisser  Folgerungen,  die  aus  dem 
Ausdrucke  der  elektromagnetischen  Kraft  (V)  im  Verein  mit 
den  Feldgleichungen  (I)  bis  (IV)  der  Elektronentheorie  flie- 
ßen. Wenn  nun  auch  diese  Ausdrucksweise  der  in  der  Me- 
chanik gebräuchlichen  nachgebildet  ist,  so  führt  doch,  wie  schon 
am  Schlüsse  des  ersten  Bandes  hervorgehoben  wurde,  die  Elek- 
tronentheorie zu  Folgerungen,  welche  den  Axiomen  der  New- 
tonschen  Mechanik  widersprechen. 

Die  an  den  Körpern  angreifenden  elektromagneti- 
schen Kräfte  der  Lorentzschen  Theorie  befolgen  nicht 
das  dritte  Axiom  der  Newtonschen  Mechanik. 

Wenn  z.  B.  ein  Körper  Licht  in  einer  bestimmten  Richtung, 
etwa  vermittelst  eines  Hohlspiegels,  aussendet,  so  erfährt  die 
elektromagnetische  Bewegungsgröße  des  Raumes  einen  Zuwachs. 
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Der  Gleichung  (20)  gemäß  übt  also  das  Licht  auf  den  emit- 
tierenden Körper  eine  Kraft  aus.  Diese  Wirkung  wird  erst  dann 
durch  eine  Gegenwirkung  ausgeglichen  werden,  wenn  das  ent- 
sandte Licht  von  anderen  Körpern  absorbiert  wird,  und  dies 
findet  wegen  der  endlichen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Lichtes  erst  nach  einer  endlichen  Zeit  statt.  Bis  dahin  bleibt 
die  Bewegungsgröße  der  Körper  gewissermaßen  verborgen,  sie 

Kt  in  elektromagnetische  Bewegungsgröße  verwandelt  worden. 
as  Newtonsche  Prinzip  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  kann 
demnach,  insofern  es  nicht  nur  die  Gleichheit,  sondern  auch  die 
Gleichzeitigkeit  der  beiderseitigen  Kräfte  verlangt,  für  die  elek- 
tromagnetischen Kräfte,  eben  wegen  ihrer  endlichen  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit, nicht  mehr  gelten.  Dennoch  bleibt  der 
Satz  von  der  Erhaltung  des  Gesamtimpulses  in  dem  oben  dar- 
gelegten Sinne  bestehen,  wobei  der  elektromagnetische  Gesamt- 
impuls durch  Gl.  (18)  bestimmt  ist. 

Diese  Gleichung  bzw.  die  Beziehung  (17)  zwischen  Impuls- 

Rhte  und  Energiestrom,  wird  sich  für  die  Mechanik  sowohl 
•  Konvektionsstrahlung  als  auch  der  Wellenstrahlung  als 
jhtig  erweisen.  Ja  darüber  hinaus  hat  man  diese  Beziehung, 
uic  man  den  „Satz  vom  Impulse  des  Energiestromes" 
nennen  kann,  auf  Energieströmungen  beliebiger  Art  übertragen, 
und  ihn  zu  einem  Grundsatze  der  neuen  Mechanik  erhoben 
(vgl.  §  23).  Es  wird  zweckmäßig  sein,  seinen  Sinn  am  Beispiele 

Iier  ebenen  Lichtwelle  zu  erläutern. 
Für  eine  ebene  Lichtwelle  weist  der  Strahlvektor  @,  und 
10  auch  der  Vektor  g  in  Richtung  der  Wellennormalen;  da 
r  Betrag  S  des  Strahlvektors  der  Energie  gleich  ist,  die  in 
r  Sekunde  auf  die  Flächeneinheit  einer  senkrecht  zum  Strahle 
gestellten  Fläche  fällt,  und  da  diese  Energie  einen  Zylinder  von 

der  Höhe  c  erfüllt,  so  ist      i  ^  S 

^S'  c  = 

der  Betrag  der  in  der  Sekunde  auf  eine  ruhende  Fläche  fallen- 
den Bewegungsgröße.  Die  in  der  Sekunde  auffallende  Be- 
^Äegungsgröße  einer  ebenen  Lichtwelle  ist  also  gleich 
^Herinder  Sekunde  auffallenden  Energie,  geteilt  durch 

r 
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die  Lichtgeschwindigkeit,  also  gleich  der  Energie- 
dichte. 

Fällt  nun  die  Welle  auf  eine  ruhende  schwarze  Fläche, 
welche  die  elektromagnetische  Energie  der  Welle  in  Wärme 
verwandelt,  so  wird  auch  die  elektromagnetische  Bewegungs- 
größe vernichtet  und  in  mechanische  Bewegungsgröße  verwan- 
delt. Mit  anderen  Worten,  das  Licht  übt  auf  die  absorbierende 
Fläche  einen  Druck  aus.  Der  Lichtdruck  beträgt  für 
eine  senkrecht  zur  Fortpflanzungsrichtung  gestellte 

schwarze  Fläche  —;  er  ist  der  Energiedichte  der  Welle 

gleich.  Er  wirkt  auf  die  absorbierende  schwarze  Fläche  in  Rich- 
tung des  auffallenden  Strahles. 

Eine  entsprechende,  der  Strahlrichtung  entgegen  weisende 
Druckkraft  muß  wirksam  werden,  wenn  das  Licht  von  der  Licht- 
quelle in  den  Raum  hinausgesaudt  und  dadurch  elektromagne- 
tische Bewegungsgröße  erzeugt  wird. 

Wir  haben  hier  die  Ableitung  des  Lichtdruckes  an  das 
zweite  Glied  im  Ausdrucke  (19)  der  resultierenden  elektro- 
magnetischen Kraft  angeknüpft,  welcher  die  Bewegungsgröße 
enthält.  Das  erste  Glied  beseitigten  wir,  indem  wir  die  Begren- 
zungsfläche /  des  Feldes  beliebig  weit  fortrücken  ließen.  Wir 
können  nun  auch  anders  verfahren.  Wir  können  die  Fläche  so 
legen,  daß  sie  sich  unmittelbar  an  den  Körper  anschmiegt,  auf 
den  die  gesuchte  elektromagnetische  Kraft  wirkt.  Dann  sind 
im  allgemeinen  beide  Glieder  zu  berücksichtigen,  sowohl  die 
von  den  Maxwellschen  Spannungen  ausgeübte  Kraft  als  auch 
die  Rückwirkung  der  elektromagnetischen  Bewegungsgröße,  die 
ins  Innere  des  Körpers  tritt.  In  manchen  Fällen  indessen  fällt 
das  zweite  Glied  fort.  Haben  wir  es  beispielsweise  mit  einem 
Körper  zu  tun,  der  mit  einer  schwarzen,  das  Licht  vollkommen 
absorbierenden  Hülle  bedeckt  ist,  so  tritt  von  außen  her  kein 
Licht  und  keine  elektromagnetische  Bewegungsgröße  in  den 
Körper.  Es  wird  die  Energie  des  Lichtes  bereits  an  der  Ober- 
fläche in  Wärme  verwandelt.  Hier  erhält  man  den  vollständigen 
Wert  der  vom  Lichte  ausgeübten  Kraft,  indem  man  ausschließ- 
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lieh  die  Oberflächenkraft  X  der  Maxwellschen  Spannungen  in 
Rechnung  zieht. 

In  einer  ebenen  Lichtquelle  steht  der  elektrische  Vektor  senk- 
recht auf  dem  magnetischen;  die  elektrische  Energiedichte  ist 
der  magnetischen  gleich.  Der  Faraday-Maxwellsche  Längszug 
der  elektrischen  Kraftlinien  hebt  den  ihm  parallelen  magne- 
tischen Querdruck,  der  Längszug  der  magnetischen  Kraftlinien 
den  entsprechenden  elektrischen  Querdruck  auf;  denn  diese 
Druck-  bzw.  Zugspannungen  sind  der  elektrischen  bzw.  der 
magnetischen  Energiedichte  gleich.  Parallel  der  Strahlrichtung 
hingegen,  die  sowohl  auf  ^  wie  auf  §  senkrecht  steht,  ver- 
stärken sich  die  beiden  Querdrucke  und  ergeben  einen  Druck 
auf  eine  senkrecht  gestellte  schwarze  Fläche,  der  gleich  der 
elektromagnetischen  Energiedichte  ist.  Diese  Betrachtung  führt 
^u  demselben  Werte  des  Lichtdruckes,  wie  die  obige  Ableitung 
16  der  elektromagnetischen  Bewegungsgröße. 

Maxwell  selbst  war  es,  der  aus  seinem  Spannungssysteme 
lerst  den  Lichtdruck  ableitete.    P.  Ledebew^)  sowie  E.  F.  Ni- 
lols  und  G.  F.  Hüll  ^)  gelang  es,  experimentell  den  Lichtdruck 
Is  vorhanden  nachzuweisen.   Auf  die  Beziehung  des  Strahlungs- 
ickes  zur  Theorie   der  Wärmestrahlung  kommen  wir  weiter 
inten  zurück  (in  §  43). 

Bezieht  man  die  Vektorformel  (15)  auf  ein  kartesisches 
Achsenkreuz,  indem  man  die  Komponenten  der  Flächenkraft  2^ 
als  lineare  Funktionen  der  Komponenten  des  die  Normalenrich- 
tung anzeigenden  Einheitsvektors  n  schreibt,  so  ergeben  sich 
als  Koeffizienten  dieser  linearen  symmetrischen  Vektorfunktion 
(Vgl.  Bd.  I,  §  9,  Gl.  50,  51)  sechs  Tensorkomponenten;  ihre 
Ausdrücke  erhält  man  durch  Addition  der  fiktiven  Maxwellschen 
Spannungen  des  elektrischen  Feldes  (Bd.  I,  §  45.  Gl.  149  a,  b) 
und  des  magnetischen  Feldes  (Bd.  I,  §  58.  Gl.  177a,  b),  wenn 
man  s  und  fi  gleich  1  setzt.  Aus  der  Vektorgleichung  (16b)  für 
die  Gesamtkraft:         ^  ^ß^^  _ß^H 

1)  P.  Ledebew,  Ann.  d.  Phys.  6  (1903)  S.  433. 

2)  E.  F.  Nichola  und  G.  F.  Hüll,  Ann.  d.  Phys.  12  (1903)  S.  226. 
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folgen  sodann  drei  Komponentengleichungen,  von  denen  die  erste 
lautet 

Formt  man  diese  Flächenintegrale  in  Raumintegrale  um,  so  ge- 
lang man  zu  Ausdrücken  von  der  Form 

aus  denen  man  für  die  Komponenten  der  auf  die  Volumeinheit 
bezogenen  Kraft  (16  a)  die  Gleichung  ableitet 

'^^~    dx    ^    dy    '^    dz  dt^ 


(23) 


^^y        dx    '^    dy    '^    dz         dt' 


dx  dy  dz  dli 

In  der  Tat  kann  man,  indem  man  rechts  die  Maxwellschen 
Spannungen  und  die  Komponenten  der  Impulsdichte  durch  die 
Komponenten  der  elektrischen  und  magnetischen  Feldstärke 
ausdrückt,  und  die  Grundgleichungen  I — IV  heranzieht,  zu  der 
Gleichung  (14)  für  den  Vektor  q^  zurückgelangen.  Die  Gl.  (23) 
drücken  den  Impulssatz  in  differentieller  Form  aus.  Es  ist 
übrigens  bemerkenswert,  daß  die  Maxwellschen  Spannungen  den 
Symmetriebedingungen  genügen 
(23a)  T^y  =  Ty^,        Ty^  =  T.^y,         T^^  =  T^^. 

Es  mag  schließlich  noch  gezeigt  werden,  daß  der  Satz  vom 
Moment  der  Bewegungsgröße  sich  in  entsprechender  Weise  auf 
ein  Elektronensystem  übertragen  läßt,  wie  der  Satz  von  der 
Bewegungsgröße.  Es  ist  das  resultierende  Moment  der  elektro- 
magne  tischen  Kräfte,  die  auf  einen  gegebenen  Bereicht;  wirken 

(24)  S«  =fdv[x,  (.§], 

wobei  der  Fahrstrahl  r  von  einem  im  Räume  festen  Punkte 
aus  zu  ziehen  ist.  Auf  diesen  festen  Momentpunkt  ist  das 
Moment  der  elektromagnetischen  Kräfte  bezogen. 
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Durch  Einführung  der  Ausdrücke  (23)  ergibt  sich  beispiels- 
weise für  die  a;-Komponente  des  Vektors  91 

Das  erste  von  dcD  Maxwellsclieii  Spannungen  herrührende 
Raumintegral  formen  wir  auf  Grund  des  Gaußschen  Satzes  um 
und  erhalten     ^  ^ 

Nach  (23  a)  verschwindet  das  Raumintegral,  und  es  bleibt  nur 
das  Flächenintegral  übrig,  welches  die  a;-Komponente  des  Mo- 

I  mentes  der  an  der  Begrenzungsfläche  angreifenden  Flächenkraft  % 
darstellt. 

Das  zweite  Integral  im  Ausdruck  von  91^  hingegen  hängt 
mit  der  a:-Komponente  des  Momentes  der  über  das  Feld  mit 
der  Dichte   g   verteilten    elektromagnetischen    Bewegungsgröße 

■  zusammen.  Dieses  Moment  ist 

.-•')  %  =fdv  [Xil 

Wßh^  können  es,  nach  Analogie  des  Impulsmomentes  U  träger 
TTassen,  als  „elektromagnetisches  Impulsmoment"  bezeich- 
nen; wir  beziehen  es,  ebenso  wie  das  Kraftmoment  %  auf  einen 
festen  Bezugspunkt,  so  daß  r  von  der  Zeit  unabhängig  wird.  Als- 
dann gut  d^^      r     (   ag^       ag  1 

dt  =J^'[yjt-'Ti\' 

Wir  erhalten  daher  schließlich 


(26)  9l=Jdf[xt] 


dt 


Diese  Beziehung  entspricht  vollkommen  der  Glei- 
chung (19).  Sie  stellt  das  resultierende  Kraftmoment  9i 
dar  als  Vektorsumme  zweier  Glieder:  des  resultieren- 
den Momentes    der    an    der   Oberfläche    des  Bereiches 
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angreifenden  Flächenkraft  %  der  Maxwellschen  Span- 
nungen, und  der  zeitlichen  Abnahme  des  elektromag- 
netischen Impulsmomentes. 

Rücken  wir  wieder  die  Begrenzungsfläche  f  des  Feldes  so 
weit  ab,  daß  auf  ihr  die  Feldstärken  gleich  Null  sind,  so  wir^ 

(26a)  !»  =  -f.  I 

Das  resultierende  Kräftepaar,  welches  das  elektro-^: 
magnetische  Feld  auf  ein  Körpersystem  ausübt,  ist 
gleich  der  zeitlichen  Abnahme  des  elektromagneti- 
schen Impulsmomentes  des  gesamten  Feldes. 

Da  die  Kräftepaare,  welche  die  Körper  infolge  ihrer  mecha- 
nischen Wechselwirkung  aufeinander  ausüben,  dem  Prinzipe 
von  Wirkung  und  Gegenwirkung  Genüge  leisten,  so  ist  die 
zeitliche  Änderung  des  gesamten  Impulsmomentes  U  der  trägen 
Massen  eines  abgeschlossenen  Systems  dem  resultierenden  Mo- 
mente der  elektromagnetischen  Kräfte  gleich  zu  setzen.  Aus 

folgt  aber  nach  (26  a)  sofort 

(27)  U  +  S  =  Constans. 

Die  Summe  aus  dem  mechanischen  Impulsmomente 
der  trägen  Massen  und  dem  elekromagnetischen  Im- 
pulsmomente des  Feldes  ist  für  ein  abgeschlossenes 
System  konstant. 

Damit  haben  wir  auch  den  verallgemeinerten  zweiten  Im- 
pulssatz aus  den  Grundgleichungen  der  Elektronentheorie  her- 
geleitet. Aus  ihm  folgt  für  die  Kräftepaare  dasselbe,  was  sich 
aus  {22)  für  die  elektromagnetischen  Kräfte  ergab:  Die  Kräfte- 
paare, welche«  die  Körper  infolge  ihrer  elektromagne- 
tischen Wechselwirkung  aufeinander  ausüben,  wider- 
sprechen im  allgemeinen  dem  Prinzipe  von  Wirkung  ; 
und  Gegenwirkung. 

Die  verallgemeinerten  Impulssätze  (22)  und  (27)  und  die 
Energiegleichung  (21)  sind  die  Grundlagen  der  elektromagneti- 
schen Mechanik. 
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§  6.  Die  elektromagnetischen  Potentiale. 

Das  Grundproblem  der  Elektronentheorie  können  wir  folgen- 
dermaßen stellen:  Gegeben  sei  der  Anfangszustand  des 
Feldes  zur  Zeit  ^==0  und  außerdem,  für  ^>0,  die  Lage 
und  die  Bewegung  der  Elektrizität.  Welches  ist  das 
elektromagnetische  Feld?  Es  handelt  sich  also  um  die 
Integration  der  Feldgleichungen  (I)  bis  (IV)  des  §  4,  bei  ge- 
gebener anfänglicher  Verteilung  der  Felder  @  und  §,  wenn  q 
und  f  für  ^  >  0  als  Funktionen  von  Ort  und  Zeit  gegeben  sind. 
Ist  das  elektromagnetische  Feld  bekannt,  so  ist  durch  (V)  die 
elektromagnetische  Kraft  bestimmt,  welche  das  Feld  auf  die 
Elektronen  ausübt. 

Für  stationäre  Zustände,  wo  die  Ableitungen  Von  @  und  § 
nach  der  Zeit  in  (I)  und  (II)  fortfallen,  vereinfacht  sich  die  Be- 
stimmung des  Feldes.  Es  wird  das  elektrische  Feld  von  dem 
magnetischen  unabhängig;  das  wirbelfreie  elektrische  Feld  ist 
durch  die  Quellenverteilung  q,  das  queUenfreie  magnetische  Feld 
durch  die  Wirbelverteilung  f  bestimmt.  Die  Integration  der 
Gleichungen,  die  einerseits  (S  mit  q,  andererseits  §  mit  f  ver- 
knüpfen, läßt  sich  in  diesem  Falle  auf  Grund  der  allgemeinen 
Theorie  der  Vektorfelder  lösen,  die  im  ersten  Abschnitte  des 
ersten  Bandes  dargelegt  wurde.  Das  konstante  elektrische  Feld 
wird  aus  dem  elektrostatischen  Potentiale,  das  magnetische  Feld 
des  stationären  elektrischen  Stromes  aus  dem  Vektorpotentiale 
abgeleitet.  Durch  Einführung  dieser  Hilfsgrößen  läßt  sich  die 
Integration  der  Feldgleichungen  in  übersichtlicher  Weise  durch- 
führen, wie  wir  im  ersten  Bande  gesehen  haben. 

Es  liegt  der  Versuch  nahe,  das  allgemeine  Integrationsprob- 
lem, das  jetzt  vorliegt,  durch  Einführung  ähnlicher  Hilfsgrößen 
zn  vereinfachen.   Die  vierte  Grundgleichung  lehrt,  daß  ^  stets 
quellenfrei  ist;  wir  genügen  ihr,  indem  wir 
(28)  §  =  curl  a 

setzen.'  Von  diesem   allgemeineren  Vektorpotential  dürfen  wir 
freilich  nicht  verlangen,  daß  seine  Divergenz,  wie  diejenige  des 
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Vektorpotentiales  des  stationären  Feldes  (I,  §21)  allgemein  gleich 
NiiU  ist. 

Die  Einführung  von  (28)  in  die  zweite  Grundgleichung  ergibt 


1    /^9L 

Es  muß  demnach  @  -j ^  -  als  negativer  Gradient  eines  Skalars 

0  sich  darstellen  lassen;  daraus  f 
(29)  @__V^ 


c    dt 
0  sich  darstellen  lassen;  daraus  folgt  für  (S  der  Ausdruck 

1  d% 

C    dt  ' 


Für  konstante  Felder  fällt  die  Ableitung  von  51  nach  der 
Zeit  fort  und  <Jf>  geht  in  das  elektrostatische  Potential  über. 

Den  Grundgleichungen  (II)  und  (IV)  haben  wir  genügt^ 
indem  wir  §  und  @  durch  (28)  und  (29)  darstellten.  Es  handelt 
sich  nun  darum,  den  Skalar  0  und  den  Vektor  $C  so  zu  be- 
stimmen, daß  auch  die  Grundgleichungen  (I)  und  (III)  erfüllt 
sind.  Wir  erhalten  als  Bedingung  hierfür, die  beiden  Differen- 
tialgleichungen 

curlcurlSl  +  ^,^+V^^=4;r!, 

-divVO-  ^  I-  div  n  =4:ro. 

c  dt  ^ 

Ziehen  wir  die  Rechnungsregeln  (|)  und  (q)  der  Formelzu- 
sammenstellung am  Ende  von  Bd.  I  heran,  so  können  wir  die 
zweite  dieser  Gleichungen  schreiben 

1    P) 

—  V^^ >.-,  div  51  =  47t g  ,         und  die  erste 

c  dt  ^  ^ 

Wir  erfüllen  beide  Gleichungen,  indem  wir  für  4>  und  Ä  ; 
die  partiellen  Differentialgleichungen  vorschreiben: 

(30)  i?,*  +  diya  =  0, 


(30a)  A|^-V^*  =  4;rp, 

(30b)  ^.|'|-V«M  =  4.-rf. 
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Für  ein  stationäres  Feld  werden  d»  und  SC  unabhängig  von- 
einander; 0  geht  in  das  skalare  Potential  des  elektrostatischen 
Feldes,  Sl  in  das  Vektorpotential  des  magnetischen  Feldes  über. 
Die  allgemeinen,  durch  die  Differentialgleichungen  (30,  30a, 
30b)  definierten  Potentiale  bezeichnen  wir  als  „elektromag- 
netische Potentiale'',  nnd  zwar  nennen  wir  ^  das  „skalare 
elektromagnetische  Potential",  5C  das  „elektromagne- 
tische Vektor  Potential".  Durch  diese  Benennung  bringen 
wir  zum  Ausdruck,  daß  die  allgemeineren  Potentiale  dann  zur 
Verwendung  gelangen,  wenn  es  sich  um  einen  zeitlich  verän- 
derlichen elektromagnetischen  Vorgang  handelt,  bei  welchem 
';  elektrisches  und  magnetisches  Feld  durch  die  Grundgleichungen 
miteinander  verkettet  sind. 

Wir  werden  uns  zunächst  mit  der  Integration  der  Differen- 
tialgleichungen (30  a,  b)  beschäftigen,  in  denen  0  und  Sl  ge- 
trennt auftreten.  Wir  werden  uns  dann  davon  überzeugen,  daß 
die  erhaltene  Lösung  von  (30  a,  b)  auch  (30)  befriedigt.  Wir 
sehen  jetzt  schon  ohne  weiteres  ein,  daß  die  rechten  Seiten  von 
{30a,  b)  nicht  unabhängig  voneinander  sind;  in  der  Tat,  aus  (I) 
und  (III)  folgt 

;0c)  ^-?J^-div!  =  0. 

^  c  et    ^ 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  daß  die  pro  Zeiteinheit  in  einen 
Kaumteil  eintretende  Menge  von  Elektrizität  dem  Zuwachs  der 
elektrischen  Dichte  entspricht,  d.  h.  daß  Elektrizität  nicht  neu- 
geschaffen oder  vernichtet  werden  kann.  Diese  „Kontinuitäts- 
bedingung der  Elektrizität"  verknüpft  q  und  !  miteinander. 
Die  Abhängigkeit  der  rechten  Seiten  von  (30a)  und  (30b)  bringt 
es,  wie  wir  weiter  unten  sehen  werden,  mit  sich,  daß  die  elektro- 
magnetischen Potentiale  der  einschränkenden^  Bedingung  (30) 
Genüge  leisten. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  Differentialgleichung  des 
-kalaren  elektromagnetischen  Potentiales  zu  integrieren.  Es  ist 
zweckmäßig,  eine  neue  Variable 

riüzuführen;  diese  ist  nichts  anderes,  als  der  in  der  Zeit  t  von 
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einer  Lichtwelle  zurückgelegte  Weg.   Dann  schreibt  sich  (30  a) 

(31)  ^^f-V^*  =  4»p. 

Wir  denken  uns,  zur  Zeit  t  =  0,  O  und  ^  als  Funktionen 
des  Ortes  gegeben,  also  etwa 
(31a)  0^f(x,y,z)     für  Z  =  0 

(31b)  '-^=^g{x,y,z)    für  ?  =  0. 

Außerdem  ist,  für  Z">  0,  q  als  Funktion  von  Zeit  und  Ort 
gegeben. 

Es  ist  unser  Ziel,  für  positive  Zeiten  ^  als  Funktion  von 
Ort  und  Zeit  zu  ermitteln;  dieses  Ziel  wird  erreicht  sein,  wenn 
es  uns  gelingt,  für  einen  beliebigen  Aufpunkt  Q  als  Funktion  3 
von  l  zu  berechnen.   Wir  greifen  einen  Aufpunkt  P  heraus  und  i 
legen  um  P  als  Mittelpunkt  eine  Schar  von  Kugeln  mit  dem  | 
veränderlichen  Radius  r.  Wir  verstehen  unter  doa  den  körper-  j 
liehen  Winkel,  unter  dem  das  Flächenstück  r^dco  einer  solchen  j 
Kugel  vom  Mittelpunkte  P  aus  gesehen  wird.  Die  Funktion  0,  j 
welche   der  partiellen  Differentialgleichung  (31)   genügen  soU,   ! 
ist  eine  Funktion  von  vier  Variabein:  r,  l  und  zwei  Winkeln; 
die  letzteren  beiden  Variabein  gehen  in  den  Ausdruck  von  d(ß 
ein.  Die  nunmehr  einzuführende  Hilfsfunktion 


(32)  ■ß  =  ^/*'' 


CO 


hängt  mithin  nur  von  den  Variabein  r  und  l  ab;  sie  ergibt/ 
durch  r  geteilt,  den  für  eine  Kugel  vom  Radius  r  berechneten 
Mittelwert  von  ^.  Wir  wollen  die  Gleichung  (31)  in  eine  par- 
tielle Differentialgleichung  für  *ß  umformen. 

Wir   wenden   zu  diesem  Zwecke  den  öaußschen   Satz  auf 
eine  jener  Kugeln  an.   Das  über  ihr  Inneres  erstreckte  Integral  > 
von  V^  ^  =  div  V  O  ist  diesem  Satze  zufolge  gleich  dem  über  ^ 
die  Oberfläche  erstreckten  Integral  der  Normalkomponente  -k-  i 
des  Vektors  V^;  demnach  gilt  } 

\ 

.1 
i 


fdrr^  fv'0d(o  =  r'  p^  dco  =  r^  |-  fod 
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Durch  Differentiation  nach  r  folgt 

oder    r  fv'^dco  =  2  |,  f^dcj  +  r  |f,  T^t^co  =  ^,  r  T^^o. 

Wir  erhalten  also 

(32a)  jLjv^^rf.  =  ^i^. 

Dividieren  wir  nun  (31)  durch  4:zr  und  integrieren  über 
eine  Kugelfläche  vom  Radius  r,  so  folgt 

(33)  jj^  —  ^  1  ^  x{^>^)j      ^^ö  abkürzungs weise 

(33a)  xivj  T)  =  rJQdco 

gesetzt  ist.  Da  q  als  Funktion  von  Zeit  und  Ort  gegeben  ist, 
so  ist  X  für  Z  ^  0  und  r  >  0  als  bekannt  anzusehen.  Femer  sind 
auf  Grund  von  (31a,  b) 

•^)       ^-i^Jf{x,y,z)dco^F{r) 
i^3c)     ^^  =  {~J9{x,y,z)  d(o  =  G(r) 

Ist  es  gelungen,  die  Hilfsgleichung  (33)  zu  lösen,  so  ist  der 
gesuchte  Wert  von  0  im  Mittelpunkte  P  der  Kugelschär  un- 
schwer zu  ermitteln.  Er  ist  nach  (32) 

4)  *(O,0-limÖ- 

Das  Problem,  0  für  einen  beliebigen  Aufpunkt  zu  berechnen, 
ist  somit  auf  die  Aufgabe  zurückgeführt,  die  Hilfsgleichung  (33) 
unter  den  angegebenen  Bedingungen  zu  integrieren. 

§  7.  Integration  einer  Hilfsgleichung. 

Die  Funktionen  ;t(r,Q,  F(;r)  und  G(r)  sind  durch  (33  a,  b,  c) 
zwar  für  positive  Werte  von  r  definiert,  aber  nicht  für  negative; 
für  r  =  0  verschwinden  sie.  Es  steht  uns  somit  frei,  die  De- 
finition dieser  Funktionen  folgendermaßen  auf  negative  Werte 
von  r  auszudehnen: 


für 


gegeben. 
r>0 


40    Die  physikal.  und  mathemat.  Grundlagen  der  Elektronentheorie 


(35)  x(-nO  =  -z(+rA 

(35  a)  Fi-r)    =-i^(+r), 

(35  b)  G(-r)    ==-G(+r). 

Auf  Grund  dieser  Festsetzungen  soll  nun  die  Aufgabe  behan- 
delt werden,  die  Differentialgleicbung 

zu  integrieren,  d.  h.  5i  (r,  V)  für  Z  >  0  und  für  beliebige  positive 
und  negative  Werte  von  r  zu  berechnen,  wenn 

(36  a)  Ü.=^F{f)\ 


(36  b) 


aß 


-0{r) 


für  1  =  0  gegeben  sind. 


Wir  erledigen  die  gestellte  Aufgabe,  indem  wir  das  Rie-,. 
mannsche  Integrationsverfahren  auf  die  nicht  homogene  partielle  i 
Differentialgleichung  (36)  anwenden.^)  \ 

Wir  denken  uns  die  unabhängigen  Veränderlichen  r  und  l\ 
als  Abszisse  und  Ordinate  aufgetragen.  Die  Anwendung  des| 
Stokesschen  Satzes  auf  ein  beliebiges  Flächenstück  der  (r,  iy\ 
Ebene  ergibt 


// 


drdl 


dr 


d 


t]  -fäs^s' 


Dabei  stellt  3  einen  zunächst  beliebigen  Vektor  dar.    Das  I 
Integral  zur  Linken  ist  über  das  betreffende  Flächenstück,  das 
7  Integral    zur  Rechten  über 

die  Begrenzungskurve  zu  er- 
strecken, derart,  daß  dei^ 
Umlaufssinn  einer  positiven 
Drehung  um  die  dritte,  dei 
r-  und  Z- Achse  sich  zuord- 
nende Achse  eines  rechts- 
händigen  Koordinatensyste- 
mes  entsprechen  würde.  Wirl 
setzen  nun 

«  -^ 

dl  '  ^^        dr 


o   -^ 

Flg.  1. 


1)  Vgl.  hierzu  Riemann- Weber,  die  partiellen  Differentialgleichungen! 
der  mathematischen  Physik.  Braunschweig  1901.  Bd.  II,  §  90,  S.  224  ff.  ^ 
A.  Sommerfeld,  Enzyklopädie  der  mathem.  Wissensch.  IIA.  Art.  7  c.  Nr.  13.-;i 
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und  erhalten 


r       c Sl  dl 
s        dr  ÖS 


Wir  wenden  diese  Formel  auf  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
ABC  an,  dessen  Crrundlinie  AB  auf  der  r-Achse  liegt,  während 
die  Spitze  G  auf  der  Seite  der  positiven  l  gelegen  ist  (vgl. 
Abb,  1).  Es  seien  a,  h  die  Abszissen  der  Punkte  A,  B.  Die 
Winkel  der  Schenkel  AC,  BC  mit  der  Grundlinie  seien  gleich 
einem  halben  Rechten,  so  daß 

»•  —  /  =  a  die  Gleichung  der  Geraden  ACj 
<3'*^        r  +  Z  =  Ä    „  „  „         „        BC  ist. 

Alsdann  ist  länffs  AG  o    =  o  ) 

^  ds       ds^ 

hingegen  längs  BG  ^^  =  "  ^V 


Auf  AB  aber  ist 

I=-0,     ?'=0,     ' 
ist  daher  1  dsl-^j 
.hm 


^  ^'    CS  ^  ^'    as  ^  ^'    ^^^^'  "^^^  (^^^)^    dl  ^  ^^^^' 

B  b 

istdaherjrfs  [|f  f^  +  ^J!}  ^     j G{r)dr, 

A  a 

c  a 

J  ^'hTds  +  J7 cs\  --J  ^'J7-  ^^'-  ^0^ 

B  B 

A  A 

Cj    fdSldr    ^    dSldl]         ,    Cj    d^        ^  ^ 

J  ^'{jTds  ^-dvrsl-y^'  ds  -^^-  ^^' 


Folglich  wird  die  rechte  Seite  von  (37) 

h 

lG(r)dr  +  SlA+flB-2Slo. 


a 


Verstehen  wir  jetzt  unter  r,  l  die  Koordinaten  des  Punktes  C, 
so  ist  iß(7=  *^(^;0       ^i®  gesuchte  Funktion. 

Der  Punkt  A  hat  nach  (37  a)  die  Koordinaten 
a  =  r  —  ly  Oy 

Abraham,  Theorie  der  Elektrizität.   II.   4.  Aufl.  4 
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der  Punkt  B  hingegen  die  Koordinaten     &  =^  r  +  Z,  0. 
Aus  (36a)  folgt  daher     ß^=  Sl{r  -  Z,  0)  =  F{r  -  l\ 

^s-  Sl{r  -\~l,0)  ^  F(r  ^l\ 

und  es  ist  die  rechte  Seite  von  (37)  zu  schreiben 


iG(r)dr  +  F(r-l)  +  F{r  +  l)-2Sl{r,l).  \ 

r-l  I 

Die  linke  Seite  aber  wandelt  sich,   durch  Einführung  der  s 

partiellen  Differentialgleichung  (36),   in  das  über  das  Dreieck  \ 

ABC  erstreckte  Flächenintegral    der  Funktion  —  xi'^y  0   ^°^-  \ 

Es  wird  also  schließlich  r+i  \ 

(38)  2Sl{r,  l)  =  F(r  -  Z)  +  F{r  -f  0  -\-fG{r)dr  -^ffx  (r,  T)dr  dl  \ 


r-l  ABC 


Damit  ist  die  Integration  der  Hilfsgleichung  (36)  in  allge- 
meinster Weise  durchgeführt. 

Die  Funktionen  F{r),  G(r\  %(^,0  fairen  zunächst  nur  für 
positive   Werte    von   r   gegeben.     Auf  negative   Werte    dieser 
Variablen    wurde  ihre  Definition  durch   die   Gleichungen  (35, 
35  a,  b)  ausgedehnt.  Wir  können  daher  schreiben 
Fir-l)  =  -F(l-r), 

r  +  l  r  +  l  l-r  l  +  r 

fG{r)dr  ^fG{r)dr  -fG{r)dr  ^fG{r)dr. 

r-l  0  0  l  —  r 

Was  aber  das  über  das  Dreieck  ABC  der  Abb.  1  erstreckte 
Flächenintegral  anbelangt,  so  ist  dasselbe  nach  (35) 

ffxir,  l)drdl  =ffx (r,  l)drdl  -ffx{r,  l)drdl. 

ABC  OBCD  OED 

Dabei  ist  OED  das  Dreieck,  welches  dem  auf  der  Seite 
der  negativen  r  gelegenen  Teile  OAD  des  Dreieckes  ABC 
spiegelbildlich  (in  bezug  auf  die  Z-Achse)  entspricht.  Es  bleibt 
also  schließlich  nur  das  über  den  Streifen  BCDE  erstreckte 
Integral  von  ;|r(r,  l)  übrig: 

ffxir,  l)drdl  =- ffxir,  l)drdl. 


BC  BCDS 
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Demnach  erhalten  wir 
(38a)       ^(^_^0^^-(^  +  ^)-^(^-r)^^^.jrg(,),, 

t-r 

ljjx{r,l)drdl. 


+  2, 


BCDE 


Der  Grenzwert,  dem  dieser  Ausdruck  mit  verschwindendem  r 
zustrebt,  bestimmt  nach  (34)  den  gesuchten  Wert  des  skalaren 
Potentiales  im  Aufpunkte. 

Der  Grenzwert  der  beiden  ersten  Glieder  läßt  sich  sofort 
angeben;  es  ist 

K)  UmJyjG{r)dr  ^  G{1). 

^BWas  aber  das  dritte  Glied  anbelangt,  so  ist  zu  beachten, 
daß  r  die  Abszisse  des  Punktes  C  in  Abb.  1  ist.  Dem  Grenz- 
übergang zu  verschwindendem  r  entspricht  ein  Hereinrücken 
des  Punktes  C  in  die  ?-Achse,  wobei  OB  =  l  wird.  Ist  X  die 
Abszisse  eines  Punktes  der  Geraden  CB^  so  ist  in  der  Grenz- 
lage seine  Ordinate  gleich  (l  —  X).  Folglich  gilt  in  der  Grenzlage 
des  Dreieckes  für  die  Punkte  der  Geraden  GB 

X{r,l)  =  x{hl-)-),     wo     O^A^^. 
Zu    einem    dieser    Geraden    anliegenden    schmalen    Streifen 
von  der  Breite  CID  =  r  •  1/2  wird  mit  verschwindendem  r  das 
Gebiet  BCBE,  über  welches  das  Flächenintegral  in  (38a)  zu 
erstrecken  war.  Wir  erhalten  demnach 


lim 

BClfE  C 

dabei  stellt  ds  ein  Stück  der  Geraden  CB  vor,  die  unter  45' 
gegen  die  Abszissenachse  geneigt  ist;  die  Variable  X  aber  war 
die  Abszisse  der  Punkte  von  CB. 


44     l^ie  physikal.  und  mathemat.  Grundlagen  der  Elektronentheorie 

Demnach  ist  ds  =  dl  •  ]/2>  und  es  wird 

i 


B  C  />  E 


Die  Grenzwerte  (38  b,  c,  d)  der  drei  Glieder  in  (38  a)  zu- 
sammenfassend, erhalten  wir 

0 

Der  Wert  der  gesuchten  Funktionen  0  in  dem  Aufpunkte  P 
wird  daher,  mit  Rücksicht  auf  (33  a)  und  (34), 

(39)         ^(0, 0  ^-^  F'(l)  +  G(l)  -^fldlj d(OQ{l,  l  -  ;.). 

Nunmehr  haben  wir  die  Integration  der  für  das  skalare 
elektromagnetische  Potential  geltenden  partiellen  Differential- 
gleichung (31)  durchgeführt.^)  Die  Funktionen  F  und  G  be- 
stimmen sich,  gemäß  (33  b,  c),  aus  den  gegebenen  Anfangs- 
werten (31a,  b)  von  ^  und  ^,-   Die  beiden  ersten  Glieder  von 

(39)  enthalten  demnach  den  Einfluß  des  Anfangszustandes,  wäh- 
rend das  dritte  Glied  ausgewertet  werden  kann,  wenn  die  Elek- 
trizitätsverteilung in  ihrer  Abhängigkeit  von  Zeit  und  Ort  ge- 
geben ist. 

§  8.  Die  Fortpflanzung  elektromagnetischer  Störungen. 

Die  Formel  (39)  löst  die  partielle  Differentialgleichung 
(30a);  sie  bestimmt  das  skalare  elektromagnetische  Potential  ^, 

wenn  die  Anfangswerte  von  ^  und   „     bekannt  sind,  und  wenn 

weiterhin  die  Dichte  q  der  Elektrizität  als  Funktion  der  Zeit  ge- 
geben ist.  Die  Differentialgleichung  (30  b)  für  das  elektroma- 
gnetische Vektorpotential  91  hat  dieselbe  Form,  wie  (30  a).   Wir 

1)  Die  gegebene  Ableitung  schließt  sich  an  die  von  H.  Weber  für 
den  Fall  p  =  0  angewandte  Methode  an.  Vgl.  Riemann-Weber  1.  c. 
Bd.  II,  §  120,  S.  302  ff.  und  M.  Abraham.  Acc.  dei  Lincei  (5)  14^  S.  7  (1905). 
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könnten  sie  mithin  in  ganz  entsprechender  Weise  lösen,  wenn 
die  Anfangswerte  von  U  und  „-,  bekannt  wären,  und  wenn 
weiterhin  die  Verteilung  des  Konvektionsstromes  f  als  Funktion 
der  Zeit  gegeben  wäre.  Es  bliebe,  um  die  so  erhaltene  Lösung 
für  das  im  Eingänge  des  §  6  aufgestellte  Problem  nutzbar  zu 
machen,  nur  noch  übrig,  anzugeben,  wie  der  Anfangszustand 
des  Feldes  mit  den  Anfangs  werten  der  elektromagnetischen  Po- 
tentiale und  ihrer  zeitlichen  Änderungen  verknüpft  ist. 

Wir  wollen  indessen,  um  uns  nicht  in  Allgemeinheiten  zu 
yerlieren,  über  den  Anfangszustand  des  Feldes  eine  ganz  be- 
stimmte Voraussetzung  machen.  Wir  wollen  annehmen,  zur 
Zeit  f  =  0  sei  im  ganzen  Räume  das  Feld  ein  elektrostatisches 

wesen.  Das  elektrostatische  Feld  ist  durch  die  Verteilung 
üer  ruhenden  Elektrizität  bestimmt.  Es  kann  daher  die  zu  lö- 
sende Aufgabe  jetzt  folgendermaßen  gestellt  werden:  Gegeben 

1  die  anfängliche  Verteilung  der  ruhenden  Elektri- 

>ät,  und  weiterhin  die  Verteilung  der  Elektrizität 
d  des  Konvektionsstromes.  Welches  ist  der  Verlauf 
r  elektromagnetischen  Störung? 

Für  das  anfangs  herrschende  elektrostatische  Feld  geht  das 
skalare  elektromagnetische  Potential  0  in  das  elektrostatische 
Potential  (p  über.  Wir  wollen  sehen,  was  die  Formel  (39)  für 
den  Fall  ergibt,  daß  das  zur  Zeit  ^  =  0  bestehende  elektrostatische 
I  f'ld  auch  weiterhin  bestehen  bleibt.   Alsdann  ist 

l  cl        cot         ' 

i  es  ist,  nach  (31b)  und  (33  c),  die  Funktion  G{r)  identisch 

ich  Null.    Die  Funktion  F{r)   aber  wird,  nach   (31a)   und 

(33b),  in   diesem  Falle  gleich   dem   über  die  Kugel   mit  dem 

luidius  r  erstreckten  Integrale 

demnach  wird  F'ir)  =  ,     I   \^  dco. 

Endlich  ist  die  elektrische  Dichte  q  von  der  Zeit  unabhängig, 
und  daher  ist  ()(A,  Z  —  A)  ==  q{Ij  0)  zu  setzen. 
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Die  P'ormel  (39)  zeigt  nun,  wie  man  den  Wert  des  skalaren 
Potentiales,   zur  Zeit  t,  in  irgendeinem   Aufpunkte  P  zu  be- 
rechnen hat:  man  lege  um  P  eine  Kugel  mit  dem  Radius  l  =  ct. 
Man  setze  in  F\r)  und  G{r)  an  Stelle  von  r  jetzt  Z,  d.  h.  man  I 
berechne  den  Wert  dieser  Integrale  für  die  Kugel  vom  Halb-  \ 
messer  l.  Endlich  füge  man  das  über  das  Innere  der  Kugel  zu  1 
erstreckende  Integral  hinzu,  zu  dem  die  mit  Elektrizität  erfüllten  1 
Raumstücke  Beiträge  liefern.  Für  das  elektrostatische  Po- 
tential ergibt  sich  auf  diese  Weise         ^ 

(40)         9(0,  0  =  ~Jd^  (^Jlp)^^^+fxdxfda>Q{l,  0). 

0 

Da  das  elektrostatische  Potential  von  der  Zeit  unabhängig  | 
ist,  so  muß  die  rechte  Seite  der  Gleichung  denselben  Wert  er- 
geben, welches  auch  der  Radius  l  der  Kugel  sein  mag.  Wir  können 
die  Gleichung  (40),  nach  Einführung  des  Flächenstückes  df=  r^doj 
und  des  Raumstückes  dv  ==  X^dXda  =  r^drdcoy  schreiben 

(40a)         <Pm-^äf[^,  +  )^l+ß^. 

Sie  ergibt  den  Wert  des  elektrostatischen  Potentiales  im  Mittel- 
punkte einer  beliebigen  Kugel  als  Summe  zweier  Integrale,  von 
denen  das  eine  über  ihre  Oberfläche,  das  andere  über  ihr  Inneres 
erstreckt  ist. 

Wir  woUen  noch  zeigen,  daß  diese  Formel  mit  den  auf  an- 
derem Wege  in  der  Theorie  des  wirbelfreien  Vektorfeldes  er- 
haltenen Ergebnissen  übereinstimmt.  Wir  knüpfen  dabei  an  die 
in  Bd.  I,  §  17  angewandte  Methode  an,  welche  sich  auf  den 
Greenschen  Satz  (Bd.  L,  Gl.  71,  §  13)  stützt.  Es  wurde  daselbst  | 
^  =  gesetzt,  und  der  Greensche  Satz  alsdann  auf  ein  Gebiet 
angewandt,  das  einerseits  von  einer  kleinen,  den  Aufpunkt  P 
einschließenden  Kugel  /Jj,  andererseits  von  einer  beliebigen 
Fläche  f  begrenzt  war.  Die  Anwendung  des  Greenschen  Satzes 
auf  dieses  Gebiet  ergibt: 
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Als  Grenzwert  des  ersten  Gliedes  bei  verschwindendem  Ra- 
dius der  Kugel  (q  ergab-  sich  in  Bd.  I,  §  17  der  Wert  —  4^%(pj 
während  das  Raumintegral  gleich 


^/^ 


war. 

J     '"' 
Wir  erhalten  mithin 

(40b)    .=^A{|g-4tl+/'r- 

Lassen  wir  die  Fläche  f  mit  einer  Kugel  um  P  zusammen- 
fallen, so  ist  die  Ableitung  nach  der  Normalenrichtung  n  derjeni- 
gen nach  r  gleichwertig;  es  geht  dann  (40b)  in  (40a)  über.  Da- 
mit haben  wir  die  Formel  (40a),  die  sich  hier  als  Sonderfall  der 
allgemeinen,  für  das  elektromagnetische  Potential  0  geltenden 
Formel  (39)  ergab,  auf  einem  unabhängigen  Wege  hergeleitet. 

Die  Formel  (40)  stellt  das  elektrostatische  Feld  dar,  welches 

tZeit  ^  =  0  herrscht.    Ein  magnetisches  Feld  soll  zur  Zeit 
0  nicht  vorhanden  sein.  Es  ist  demnach  zur  Zeit  ^  =  0: 
^  =  ^,     $1  =  0. 
Was  aber  die  Anfangswerte  der  Ableitungen  von  CP  und  St 
nach  der  Zeit  anbelangt,  so  folgt  aus  (29),  da  ja 
für  ^  =  0,     e  =  -  V^ 

sein  soll,  daß  für  ^  ==  0,    öt  =  0  ist. 

Der  Anfangswert  von   x,   aber  ist  so  zu  wählen,  daß  zur  Zeit 
/  =  0  die  Gleichung  (30)  erfüllt  ist.  Diese  ergibt 
füri^O,    ^f=0. 
Auf  Grund  der  Anfangsbedingungen 

(41)  ^  =  9?,     1^  =  0  für  ^  -  c^  =  0 
ergibt  die  Grundformel  (39): 

(42)  <1>(0,0  =  l^fdo,('l^)^^^-^J).dxJdmQ{l,l  -  X) 

0 

als  Wert  des  skalaren  elektromagnetischen  Potentiales. 
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Das  erste,  vom  Anfangszustand  allein  abhängige  Glied  tritt 
auch  im  Ausdrucke  (40)  des  elektrostatischen  Potentials  auf; 
das  erklärt  sich  daraus,  daß  die  Anfangsbedingungen  (41)  mit 
denen  des  elektrostatischen  Feldes  übereinstimmen.  Der  Unter- 
schied gegen  (40)  liegt  in  dem  von  der  Elektrizitätsverteilung 
abhängigen  Raumintegral.  Dort  war  auf  der  Oberfläche  einer 
Kugel  vom  Radius  l  die  durch  q  (A,  0)  gekennzeichnete  an- 
fängliche Dichte  der  Elektrizitätsverteilung  in  Rechnung  zu 
ziehen,  die  ja  weiterhin  nicht  abgeändert  wurde.  Wir  könnten 
dort,  im  Ausdrucke  (40)  des  elektrostatischen  Potentials,  mit 
demselben  Rechte  an  Stelle  von  ^  (A,  0)  die  gleichzeitige,  zur 
Zeit  t  im  Abstände  X  vom  Aufpunkt  herrschende  räumliche 
Dichte  9  (A,  X)  setzen,  oder  auch  die  räumliche  Dichte  in  ir- 
gendeinem Zeitpunkte  0  ^  ^  ^  —  ;   denn  in  dieser  Zeitspanne 

soUte  die  anfängliche  Dichte  ()(A,  0)  bestehen  bleiben.  Hier, 
im  Ausdrucke  (42)  des  elektromagnetischen  Potentiales,  hin- 
gegen handelt  es  sich  um  eine  zeitlich  veränderliche  Elektri- 
zitätsverteilung; es  ist,  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  vom  Ra- 
dius A,  die  durch  ^  (A,  ?  —  A)  gekennzeichnete  Dichte  in  Rech- 
nung zu  ziehen,  d.  h.  diejenige,  welche  zur  Zeit  =t 

auf  jener  Kugelfläche  herrschte.  Für  das  Feld,  welches  im  Aufpunkte 
P  zur  Zeit  t  erregt  wird,  kommt  nicht  die  gleichzeitige  Elek- 
trizitäts Verteilung  im  ganzen  Räume  in  Betracht,  sondern  für  jede 
der  Kugeln  diejenige  elektrische  Dichte,  die  ^aselbst  zu  einer  um 

(42a)  r-| 

zurückliegenden  Zeit  bestanden  hat.  Der  zur  Zeit  t  —  x  ent- 
sandte Beitrag  trifft  zur  Zeit  t  im  Aufpunkte  ein.  Wir  können 
T  als  „Latenszeit^^,  A  als  „Latensweg"  bezeichnen.  Es  folgt 
das  wichtige  Ergebnis:  Die  durch  Abänderung  der  elek- 
trischen Dichte  erregte  elektromagnetische  Störung 
pflanzt  sich  nach  allen  Seiten  mit  der  Geschwindig- 
keit c  im  Räume  fort. 

Wir  erhalten  das  skalare  elektromagnetische  Potential  des 
durch   Abänderung  der  Elektrizitätsverteilung  erregten  Feldes, 
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indem  Vir  das  elektrostatische  Potential  (40)  des  anfänglichen 
Feldes  von  dem  skalaren  Potentiale  (42)  des  abgeänderten 
Feldes  abziehen: 

(43)  ^(0,Z)  -  9(0,Z)  =^ßdxfdco{Q{X,l  -  A)  -  (>(A,0)). 

0 

Was  aber  das  elektromagnetische  Vektorpotential  anbelangt^ 
so  entsprechen,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  dem  angenommenen 
Anfangszustande  die  Anfangsbedingungen 

^  =  0,    ^^^  -  0  für  l  =  ct  =  0. 

Da  nun  die  Differentialgleichung  (30b)  der  Gleichung  (30a) 
durchaus  entspricht,  so  erhält  man  die  Komponenten  des  Vek- 

t)otentiales  %  indem  man  in  (39)  q  durch  die  Komponenten 
Konvektionsstromes  f  und,    bei    der   Auswertung   von  F 
G  gemäß  (33b,  c),  f(xyz)  und  g{xyz)  durch  die  Anfangs- 
te  der  Komponenten  von  51  und   .  -.   ersetzt.   Unter  den  obi- 
gen besonderen  Anfangsbedingungen  nun  verschwinden  die   so 

berechneten  Funktionen  F  und  G  und  es  wird 

i 

(AA)  81(0,2)  ^funfdcoi{k,l  -  A). 

0 

Aus  den  durch  (43)  und  (44)  bestimmten  elektro- 
magnetischen Potentialen  ^  und  ^  ist,  gemäß  (28)  und 
(29),  das  elektromagnetische  Feld  zu  berechnen,  wel- 
!  es  durch  die  Abänderung  der  Elektrizitätsverteilung 
und  durch  den  diese  Abänderung  begleitenden  Kon- 
vektionsstrom  erregt  wird- 

Um  den  Beweis,  daß  die  erhaltenen  Lösungen  der  partiellen 
Differentialgleichungen  (30a,  b)  Integrale  der  Feldgleichungen 
I  bis  IV  ergeben,  zu  Ende  zu  führen,  bedarf  es  nur  noch  des 
Nachweises,  daß  die  Gleichung  (30),  die  0  und  ^  miteinander 
verknüpft,  wirklich  besteht.  Das  ist  in  der  Tat  der  Fall,  faüs 
stets  und  überall  Kontinuitätsbedingung  der  Elektrizität  (30c): 

(45)  ^^^  -f  div !  ==  0  erfüllt  ist. 
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Um  dies  zu  zeigen,  differentiieren  wir  zunächst  (43)  nach 
/;  da  9^(0,  Z),  der  Wert  des  elektrostatischen  Potentiales  in 
einem  festen  Aufpunkt,  von   der  Zeit  unabhängig  ist,   so  gilt 

"  dl  ~  ^• 
Die  rechte  Seite  von  (43)  hängt  in  zweifacher  Weise  von  l 
ab;  erstens  insofern,  als  l  die  obere  Grenze  des  nach  X  ge- 
nommenen Integrales  ist,  zweitens  dadurch,  daß,  für  einen  be- 
stimmten Punkt  des  Raumes,  q  von  l  abhängt.  Die  Differen- 
tiation nach  der  oberen  Grenze  ergibt: 

lfdco{Q(l,0)-QQ,0)]  =0. 

Es  bleibt  also  nur  der  durch  Differentiation  des  q  entstehende 
Ausdruck  übrig  i 

(45a)  'l-f^'^^ß'^m,,.^: 

0 

Bei  der  Differentiation  nach  l  war  der  Aufpunkt  P  fest- 
zuhalten. Bei  der  Differentiation  nach  den  Koordinaten  ist  der 
Aufpunkt,  und  mät  ihm  das  ganze  Kugelsystem,  zu  verschieben. 
Bei  Berechnung  des  Beitrages,  den  gemäß  (44)  ein  in  dem 
Kugelsystem  fest  zu  denkendes  Raumstück  zum  Werte  von  Ä^ 
im  Aufpunkte  liefert,  ist  der  Wert  von  f^  in  Rechnung  zu  ziehen, 

der  dort  zur  Zeit herrschte.    Wird  nun  P  um  dx  parallel 

der  ic-Achse  verschoben,  so  ist  zugleich  das  ganze  Kugelsystem 
zu  verschieben.  Jeder  Punkt  des  Kugelsystems  rückt  in  einen 
anderen  Raumpunkt,  und  es  ist  jetzt  der  diesem  entsprechende 

Wert  von  f^  zur  Zeit in  Rechnung  zu  ziehen,  d.  h.  ein  um 

Pf  ^ 

J^  dx  größerer  Wert  als  vorhin.   So  ergibt  sich 
dx 


(45  b)  div  «  =^fxdxfd(o  { div  f 


i 


Addieren  wir  die  durch  (45  a,  b)  gegebenen  Werte  von   ^, 
und  div  Ä  im  Aufpunkte  P,  so  erhalten  wir 


(45c)      ^^^  -{-diyfi^JldX  fd(D{^-\-diYl\^ 


0 
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Die  Beziehung 

(46)  ^f-  +  div«  =  0 

erweist  sich  demnach  zur  Zeit  t  als  erfüllt,  falls  die 
bewegte  Elektrizität  bis  zur  Zeit  t  überall  der  Kon- 
tinuitätsbedingung (45)  Genüge  geleistet  hat. 

Aus  den  Entwickelungen  des  §  6  folgt  nun  ohne  weiteres, 
daß  die  aus  den  elektromagnetischen  Potentialen  ^,  %  gemäß 
(28)  und  (29)  abzuleitenden  Vektoren  %  §  wirklich  den  Feld- 
gleichungen I  bis  IV  Genüge  leisten.  Die  Gleichungen  (43)  und 
(44)  lösen  das  Problem,  welches  uns  jetzt  beschäftigt.  Sie  be- 
stimmen die  Störung  des  ursprünglichen  elektrostatischen  Fel- 
des, wenn  die  anfängliche  Verteilung  der  ruhenden  Elektrizität 
und  weiterhin  ihre  Bewegung  gegeben  ist. 

Wir  können  die  Lösung  noch  auf  eine  andere  Form  bringen, 

Iiem  wir  den  Hilfsvektor  einführen: 


f)  q  =/^^^  =  ^S^^^- 

0  0 

Wir    tragen    der    Kontinuitätsbedingung    (45)    Rechnung, 
lern  wir  schreiben: 


div q  =  Tdiv idl  =  -  p-^dl  --{Qi 


Qo 


Es  gibt  also  der  Vektor  q  durch  seine  negativ  genommene 
ivergenz 
tTa)  diyq  =  Q^  —  QQ 

den    Überschuß    der  jeweiligen    elektrischen    Dichte    über    die 
anfängliche  Dichte  an,  während  seine  Ableitung  nach  l 

(47b)  ,^^|  =  . 

die    Dichte    des    Konvektionsstromes    darstellt.     Diese    beiden 
Größen  waren  es,  welche  in  (43)  und  (44)  auftraten. 

Bestimmen  wir  jetzt  einen  neuen  Vektor  3  folgendermaßen : 

i 

(43)  *  3(0,0  ^J\d),fd(ö^{X,l  -  l) 
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SO   gelangen  wir  durch  Bildung  der  negativen  Divergenz  bzw.    | 
der  zeitlichen  Ableitung  zu  (43)  und  (44)  zurück.    In  der  Tat^ 
dififerentiieren  wir  nach  ?,  so  erhalten  wir  zwei  Glieder 

i 

*^  0 

das  erste  Glied  ist  gleich  Null,  weil,  nach  (47),  q  füi-  /  0 
verschwindet.   Nach  (44)  und  (47  b)  folgt  demnach 

(48a)  «™^. 

Bildet  man  andererseits  die  Divergenz  von  3  gemäß  den  bei 
der  Ableitung  der  Gl.  (45  b)  angegebenen  Regeln,  so  folgt  mit 
Rücksicht  auf  (43)  und  (47  a), 

(48b)  0-(p^-diYS' 

Der  Vektor  g  ist  mit  dem  in  Bd.  I,  §  79  eingeführten 
„Hertzschen  Vektor"  identisch;  er  stellt  ein  den  elektro- 
magnetischen Potentialen  O,  %  übergeordnetes  Potential  dar.  I 
Die  Beziehungen  (48a,b)  lassen  sofort  erkennen,  daß  die  Be- 
ziehung (46)  allgemein  erfüllt  ist.  Aus  (48a,  b)  in  Verbindung 
mit  (28)  und  (29)  ergeben  sich  zwischen  den  elektromagne- 
tischen Vektoren  und  dem  Hertzschen  Vektor  die  Beziehungen: 

(48c)  §  =  <=urlg, 

(48d)  g-e„  =  vdiv3-p- 

Die  Formeln  (48c,  d)  stellen  den  Verlauf  einer  belie- 
bigen elektromagnetischen  Störung  mit  Hilfe  des 
Hertzschen  Vektors  dar.  Sie  entsprechen  den  Gl.  (240)  in 
Bd.  I,  §  79;  nur  haben  wir  dort  das  Feld  selbst  aus  dem  Hertz- 
schen Vektor  abgeleitet,  während  wir  hier  das  Feld  der  Störuug 
und  somit  auch  seinen  Hertzschen  Vektor  auf  einen  elektro- 
statischen Anfangszustand  beziehen. 

Die  Bezugnahme  auf  einen  solchen  Anfangszustand  geschah^ 
um    mit    bestimmten  Werten    des   Impulses    und   der   Energie    ■ 
rechnen  zu  können.    Doch  ist  nicht  zu  leugnen,   daß  die  Ein-    l 
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führuiig  des  anfänglichen  elektrostatischen  Potentiales  g)  und 
seines  Gradienten  —  @o  ^i®  Formeln  unübersichtlich  macht. 
Falls  die  Ausdehnung  des  Elektronensystems  endlich  ist,  und 
die  Geschwindigkeit  seiner  Elektronen  stets  wesentlich  kleiner 
gewesen  ist,  als  die  des  Lichtes,  so  wird  nach  einer  gewissen 
Zeit  das  elektromagnetische  Feld  innerhalb  eines  das  Elektronen- 
sjstem  einschließenden  Bereiches  von  dem  angenommenen  An- 
fangszustande unabhängig  sein.  Man  wird  daher  wünschen,  die 
Formeln  von  dem  elektrostatischen  Potentiale  cp  und  seinen  Gra- 
dienten —  @o  zu  befreien. 

Liegt  der  Anfangszustand  so  weit  zurück,  daß  die  Kugel, 
die  um  den  Aufpunkt  P  mit  dem  Radius  l  ^  et  geschlagen  ist, 
die  gesamte  Elektrizität  des  ursprünglichen  elektrostatischen 
Feldes  einschließt,  so  ist  das  elektrostatische  Potential  im  Auf- 

Rjnkte  i 

h)  (f  (0,  l)  ~fx  d  xfdco  Q  (A,  0). 

enn,  da  außerhalb  der  Kugel  vom  Radius  l  in  dem  elektrosta- 
tischen Felde  sich  keine  Elektrizität  befindet,  so  ist  diese  Formel 
dem  Sinne  nach  gleichwertig  mit 


pi 


OD 

.49  a)  (p  (0,  l)  ~ß  d  xfd  o  q  (A,  0), 


was  wieder   nur  eine  andere  Form  des  in  Bd.  I,  §  16  für  das 
elektrostatische  Potential  erhaltenen  Ausdrucks  (83)  ist: 


(49b)  ,,  =/^- 


Soll  das  Feld  zur  Zeit  ^  ^  0  wirklich  durchweg  ein  elektro- 
statisches sein,  so  darf  vor  diesem  Zeitpunkte  die  Elektrizität 
sich  nicht  bewegt  haben.   Es  ist  dann  zu  setzen 

Q  (r,  l)  =  Q  (r,  0)     für     l  <  0  und  daher 

()(A,Z-A)  =  ()(A,0)     für     l>l. 

Es  kann  demnach  in  (43)  ohne  weiteres  als  obere  Grenze  A  =  oo 
statt  l  gesetzt  werden,   ohne   den   Wert  der  rechten  Seite  zu 
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ändern.  Demnach  folgt,  mit  Rücksicht  auf  (49  a),  als  Wert  des 
skalaren  elektrostatischen  Potentiales: 

CO 

(50)  a>  =J\dxfd(o q(X,1-  X). 

0 

Andererseits  ist,  da  zu  negativen  Zeiten  die  Elektrizität 
sich  nicht  bewegt  hat, 

f(r,  Z  -  A)  =  0     für     Z  <  0  und  daher 

f(A,0==O     für     X>1 

Es  kann  somit  auch  in  (44)  die  Integration  ohne  weiteres  bis 
zur  oberen  Grenze  A  =  oo  ausgedehnt  werden;  man  erhält  dem- 
nach als  Ausdruck  des  elektromagnetischen  Vektorpoten- 
tiales: 

(50a)  %^fxdkfdG)l(X,l-X), 

6 

Diese  Formeln  für  die  elektromagnetischen  Potentiale  ent- 
halten keine  Beziehung  zur  anfänglichen  Verteilung  der  Elek- 
trizität.  Sie  gestatten  folgende  anschauliche  Deutung: 

Man  denke  sich  um  den  Aufpunkt  eine  Kugel  mit  dem  ver- 
änderlichen Radius  A  geschlagen.  Diese  Kugel  soll  sich  mit 
Lichtgeschwindigkeit  zusammenziehen,  derart,  daß  sie  zur  Zeit  t 
im  Aufpunkte  eintrifft.  Zur  Zeit  ^  --  t  ist  ihr  Radius  er  =  A. 
Diese  Kugel  fegt  nun  gewissermaßen  das  Feld  ab.  Wo  sie 
Elektrizität  und  Konvektionsstrom  antrifft,  da  fängt  sie  die  Bei- 
träge ab 

(51)  d^  =  kdxfdGiQ(X,l-  A), 
(51a)  d%  =  XdxCdGii^Xyl  — X), 

welche  nach  Durchlaufung  des  Latensweges  A  im  Aufpunkte  ein- 
treffen. Es  sind  demnach  für  jedes  Raumstück  diejenigen  Werte 
der  Elektrizität  und  des  Konvektionsstromes  in  Rechnung  zu 
setzen,  welche  die  Kugel  auf  ihrem  Wege  antrifft;  geteilt  durch 
den  Kugelradius  ergeben  sie  die  Beiträge  des  betreffenden  Raum- 
stückes zum  skalaren  und  zum  Vektorpotentiale.   Diese  Beiträge 
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eilen  mit  Lichtgeschwindigkeit  fort.  Die  Zusammensetzung  aller 
Beiträge,  d.  h.  die  Integration  nach  A,  ergibt  die  Werte  der  elek- 
tromagnetischen Potentiale  im  Aufpunkte,  gemäß  den  Formeln 
(50,  50a). 

Wir  können  diese  Formeln  auch  schreiben 

(51b)  ^^f^l^l., 

Dabei  sind  die  Integrationen  über  den  gesamten  Raum  aus- 
zudehnen, ebenso  wie  in  der  Formel  (49  b)  für  das  elektrosta- 
tische Potential.  Der  Unterschied  liegt  nur  darin,  daß  nicht 
die  jeweilige  Dichte  der  Elektrizität  und  des  Konvektions- 
stromes    in  Rechnung    zu    setzen    ist,  sondern,  wie   der  Index 

t  —      anzeigt,  diejenige  Dichte,  welche  zu  einem  um  die  Latens- 


zeit  T  =     früheren  Zeitpunkte  an  dem  betreffenden  Ort  herrschte. 


Die  Potentiale  (51b,  c)  sind  von  H.  Poincare,  E.  Beltrami, 
V.  Volterra,  H.  A.  Lorentz,  T.  Levi-Civita  und  anderen  Forschem 
angewandt  worden.  Meist  werden  sie  dem  elektrostatischen 
Potentiale  (49b)  als  „retardierte  Potentiale",  d.  h.  verspätete 
oder  verzögerte  Potentiale  gegenübergestellt. 

Die  Formel  (48)  für  den  Hertzschen  Vektor  können  wir 
gleichfalls,  wenn  der  Anfangszustand  hinreichend  weit  zurück 
liegt,  auf  die  Form  bringen 


00 

^  =  fxdxfd(ot\{X,l-  k) 


und  können  sie,  ähnlich  wie  (50)  und  (50a),  durch  Betrach- 
tung der  auf  den  Aufpunkt  hin  mit  Lichtgeschwindigkeit  zu- 
Bammenschrumpfenden  Kugel  anschaulich  deuten.  Wir  können 
sie  auch  in  der  (51b,  c)  entsprechenden  Form  schreiben 


id) 


8=/t{ 
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Zweites  Kapitel.  l 

Die  Wellenstralilung  einer  bewegten  Punktladung. 

§  9.  Elektromagnetisches  Modell  einer  Lichtquelle. 

Die  Entwickelungen  des  letzten  Paragraphen  haben  uns  ge- 
zeigt, daß  sich  im  leeren  Räume  die  elektromagnetischen  Wellen 
zwar  fortpflanzen,  daß  sie  aber  dort  nicht  entstehen  können. 
Die  Quellen  der  elektromagnetischen  Störungen  liegen  in  der 
bewegten  Elektrizität.  Da  wir  nun  das  Licht  als  elektromagne- 
tische Wellenstrahlung  zu  betrachten  gelernt  haben,  so  werden 
wir  zu  dem  Schlüsse  geführt,  daß  im  Innern  der  lichtemittie- 
renden Atome  die  Elektrizität  in  Bewegung  begriffen  ist.  Das 
einfachste  denkbare  elektromagnetische  ModeU  einer  Lichtquelle 
erhalten  wir,  wenn  wir  ein  einziges  Elektron  um  seine  Gleich- 
gewichtslage schwingend  annehmen. 

Daß  dieses  Modell  in  manchen  Fällen  der  Wirklichkeit  ent- 
spricht, zeigt  der  Zeeman-Effekt,  der  im  nächsten  Paragraphen 
behandelt  werden  soU.  Wie  dort  gezeigt  werden  wird,  sind  es 
die  negativen  Elektronen,  die  durch  ihre  Bewegung  die  Emis- 
sion des  Lichtes  hervorrufen. 

Wir  wollen  ein  System  betrachten,  welches  aus  einer  posi- 
tiven Ladung  -f-  e  und  einem  negativen  Elektron,  von  der  Ladung 
(—  e)j  besteht.  Sind  die  Abmessungen  der  beiden  Ladungen  klein  ; 
gegen  ihren  Abstand,  so  bilden  sie  einen  elektrischen  Dipol; 
unter  dem  Moment  p  des  Dipols  versteht  man,  entsprechend  ; 
dem  Moment  einer  Doppelquelle,  den  von  der  negativen  Ladung 
zur  positiven  gezogenen  Fahrstrahl  S,  multipliziert  mit  der  po- 
sitiven LaduDg  e: 

(52)  p  =  e'i. 

Bewegt  sich  nun  die  negative  Ladung,  während  die  posi-  | 
tive  in  Ruhe  bleibt,  so  ist  der  von  der  festen  Ladung  +  e  zur  } 
beweglichen  —  e  gezogene  Fahrstrahl  —  0  von  der  Zeit  abhängig;  ^ 


I 
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seine  zeitliche  Ableitung  gibt  die  Geschwindigkeit  des  negativen 
Elektrons  an;  demnach  gilt 

(52a)  ^--«O- 

Wir  wollen  nun  den  Hertzschen  Vektor  des  elektrischen 
Dipoles  aus  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  ableiten, 
und  zwar  unter  den  folgenden  einschränkenden  Annahmen:  Der 
Abstand  der  Ladungen  soll  zwar,  wie  erwähnt,  groß  gegen  deren 
Abmessungen  sein,  so  daß  sie  als  Punktladungen  betrachtet 
werden  können;  er  soll  hingegen  klein  gegen  den  Abstand  vom 
Aufpunkte  sein.  Die  Ersetzung  des  Elektrons  durch  eine  Punkt- 
ladung ist  natürlich  nur  dann  gestattet,  wenn  Rotationen  nicht 
in  Frage  kommen,  sondern  das  Elektron  sich  als  Ganzes  trans- 
latorisch bewegt.  Übrigens  werden  wir  in  §  11  die  Bedingungen 
für  die  Zulässigkeit  dieser  Ersetzung  genauer  fassen.  Die  Ge- 
*  schwindigkeit  des  Elektrons  soll  ferner  klein  gegen  die  Licht- 
geschwindigkeit sein. 

Aus  den  Gl.  (10)  und  (47)  erhalten  wir  den  Vektor  q,  welcher 
in  den  Ausdruck  (51  d)  des  Hertzschen  Vektors  eingeht: 

t  t 

(52b)  ^^cßdt=     Qfndt; 

0  0 

zu  ihn  steuern  nur  die  Stücke  des  bewegten  negativen  Elektrons 
bei;  sie  haben  alle,  den  obigen  Annahmen  gemäß,  jeweils  die 
gleiche  Geschwindigkeit  t)  und  die  gleiche  Entfernung  r  vom 
Aufpunkte.  Da  ferner  die  Gesamtladung 

J  Qdv  =  —  e     ist,  so  folgt  aus  (51  d): 

r 

(52  c)  ^^--Jttdt. 

0 

Andererseits  ist,  nach  (52  a), 

r 
t 

(52d)  -  ejldt  =  if{t-'-)-m. 

0 

Abraham,  Theorie  der  Kltktrizität.  n.   4.  Aufl.  5 
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Hier  geht  noch  das  anfängliche  Moment  ^(0)  des  Dipoles 
ein,  von  dem  das  anfängliche  elektrostatische  Potential  (p  und  i 
sein  Gradient  —  (Sq  (Vgl.  Gl.  48  b,  d)  abhängen.  Es  fallen  in-  | 
dessen  alle  diese  auf  den  Anfangszustand  bezüglichen  Glieder  ■ 
fort,  wenn  wir  die  Voraussetzung  machen,  daß  anfangs  die  ne-  ü 
gative  Ladung  mit  der  positiven  zusammenfiel,  d.  h.  wenn  wir  ! 
das  anfängliche  Moment  p{0)  gleich  null  setzen.  Führen  wir 
noch,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  statt  der  Zeit  t  den  ent-  ] 
sprechenden  Lichtweg  l  =  et  als  unabhängige  Veränderliche  j 
ein,  so  folgt  aus  (52  c,  d)  der  Ausdruck  des  Hertzschen  Vektors 

(53)  8  =  '^<'--'l 

der  ganz  mit  dem  in  Bd.  I,  §  79,  Gl.  (241)  erhaltenen  überein- 
stimmt, l 
Durch  (48  a,  b)  leiten  sich  aus  dem  Hertzschen  Vektor  des  1 
Dipols  seine  elektromagnetischen  Potential«?  ab 

(53a)  9l  =  *i'-^j2 

(53b)  0  =  -div{?-(l-T)} 

während  aus  (48  c,  d)  sich  seine  Feldstärken  ergeben: 
(53  c)  g  =  curl(fc)|, 

(53  d)  @  =  V  div  { t(L-^>}  -  '^-^ . 

Die  Formeln  (53  c,  d)  stimmen  mit  den  in  Bd.  I,  §  79,  Gl.  | 

(241  a,  b)  erhaltenen  überein;  nur  haben  wir  durch  Punktierung  | 

die  Ableitung  nach  dem  Argumente  l  =  d  angedeutet;  es  be-  | 

deutet  z.  B.,  gemäß  (52  a)  j 

(53e)  m-fl--'^-  \ 

i 

Was  die  Erörterung  der  Gl.  (53  c,  d)  für  das  elektromagne-  i 
tische  Feld  anbelangt,  so  sei  auf  Bd.  I,  §  79  verwiesen.  Für  die  \ 
Optik  kommt  lediglich  das  Feld  in  der  WeUenzone  in  Betracht,  | 
d.  h.  in  Entfernungen  von  dem  Dipol,  die  groß  gegen  die  Wellen- 
länge des  Lichtes  sind.  Hier  ergeben  sich  für  die  Feldstärken  die 
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Formeln  Bd.  I,  §  79,  Gl.  (245,  245  a),  die  wir  folgendermaßen 
schreiben 

(54)  §-~-l.Är9il~r)], 

•(54a)  e~  ,\[tM(« -»•)]]• 

In  diese  Ausdrücke  gehen  Dur  folgende  beiden  Vektoren  ein: 
der  vom  Dipol  nach  dem  Aufpunkte  gezogene  Fahrstrahl  r,  und 
der  Vektor  ii  (?  —  r);  dabei  ist 

(54b)  f(^-e^m^=-c^di 

der  Beschleunigung  des  schwingenden  Elektrons  proportional. 
Das  elektromagnetische  Feld  im  Aufpunkt  hängt  also  lediglich 
von  der  Beschleunigung  ab,  welche  das  Elektron  zu  einem  um 
die  Latenszeit  —  zurückliegenden  Zeitpunkt  erfahren  hat,  und 
zwar  kommt  für  den  Beobachter  allein  die  Projektion 
der  Schwingung  auf  eine  zur  Blickrichtung  senkrechte 
Ebene  in  Betracht;  denn  das  äußere  Produkt  der  Vektoren 
t  und  ^  liegt  in  dieser  Ebene;  ihm  parallel  ist  nach  (54)  der 
magnetische  Vektor  der  entsandten  Wellen,  der  die  Polarisations- 
ebene des  Lichtes  bestimmt.  Der  Beobachter  wird  demnach  ge- 
radlinig polarisiertes  Licht  wahrnehmen,  wenn  die  Projektion  der 
Elektronenbewegung  auf  die  zur  Blickrichtung  senkrechte  Ebene 
eine  geradlinige  Schwingung  ist,  und  zwar  wird  die  Schwingungs- 
richtung in  jener  Ebene  senkrecht  auf  der  Polarisationsebene  des 
entsandten  Lichts  sein.  Ist  hingegen  die  Projektion  der  Bewegung 
des  Elektrons  auf  jene  Ebene  eine  Kreisschwingung,  so  wird  der 
Beobachter  zirkulär  polarisiertes  Licht  wahrnehmen,  und  zwar 
rechts-  oder  linkszirkulares,  je  nachdem  die  Kreisschwingung 
rechts  herum  oder  links  herum  (im  Sinne  des  Uhrzeigers  oder 
im  entgegengesetzten)  um  die  Blickrichtung  stattfindet;  denn  bei 
einer  Kreisbewegung  rotieren  Fahrstrahl,  Geschwindigkeits-  und 
Beschleunigungsvektor  in  dem  gleichem  Sinne. 

Nach  (54)   weist  ^  senkrecht  zum  Fahrstrahl  r;  da  ferner, 
nach  (54  a),  ist 
(54c)  «='[§t], 

5' 
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I 
so  bilden  @,  §  und  t  ein  System  von  drei  aufeinander  senk-  ä 
rechten  Vektoren,  und  zwar  folgen  sie  aufeinander  wie  die  l 
Achsen  eines  rechtshändigen  Koordinatensystems.  Es  liegt  mit-  | 
hin  ^  in  der  Wellenebene  senkrecht  zu  g,  also  parallel  der  Pro-  ^^ 
jektion  des  Vektors  |i  (d.  h.  des  Beschleunigungsvektors)  auf  die'  i 
zur  Blickrichtung  senkrechte  Ebene.  Der  Betrag  von  ^  ist  dem-  j 
jenigen  von  §  gleich.  Es  liegen  demnach  hier  in  der  Wellenzone  i 
dieselben  Verhältnisse  vor,  wie  bei  ebenen  elektromagnetischen  j 
Wellen  (vgl.  Bd.  I,  §  68).  Nur  ändern  sich  bei  ebenen  WeUen  die  | 
Amplituden  während  der  Fortpflanzung  nicht,  während  hier,  bei  I 
den  Kugelwellen,  die  Amplituden  der  Feldstärken  mit  der  rezi- 
proken Entfernung  vom  Zentrum  abnehmen. 

Der  Strahlvektor  (&  ist  nach  Gleichung  (13)  durch  das  äußere 
Produkt  von  @  und  §  gegeben.  Er  weist  also  parallel  dem  Fahr- 
strahl t,  was  der  Beobachtung  entspricht.  Da  @,§,<S  ein  System 
wechselseitig  aufeinander  senkrechter  Richtungen  bilden  und  die 
Beträge  von  @  und  §  einander  gleich  sind,  so  ist  der  Betrag 
von  @: 

(54d)      s  =  ^^.|e.i#|  =  ^-r  =  ,f,T[tüp. 

Bezeichnen  wir  mit  -0"  den  Winkel  der  Vektoren  r  und  |i,  so  wird 
(54e)  Ä  =  j|^,Psm^^ 

die  Strahlung,  die  in  der  Sekunde  durch  die  Flächeneinheit 
einer  Kugel  vom  Radius  r  hindurchtritt-,  sie  hängt  gemäß  (54b) 
von  der  Ladung  e  und  von  der  Beschleunigung  des  Elektrons 
ab,  und  zwar  selbstverständlich  von  derjenigen  Beschleunigung, 
die  stattfand,  als  die  Welle  entsandt  wurde.  Die  Strahlung  ver- 
schwindet für  0-  =  0  und  '&•  =  :r,  d.  h.  für  die  Richtung  des 
Beschleunigungs Vektors  und  für  die  entgegengesetzte  Richtung; 
sie  ist  am  größten  für  -ö-  =  -  ,  d.  h.  senkrecht  zur  Beschleuni- 
gungsrichtung. Die  Integration  über  die  ganze  Kugel  ergibt 
als  Gesamtstrahlung  (vgl.  Bd.  I.  §  79.  Gl.  246  b) 

TT  +1 

fsdf=  ^  ii^  •  27t  fdd-  sin3  ^  =  |-  j^^  Sdu  (1  -  u')  =  l  c'f- 
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Der  Radius  der  Kugel  ist  hier  herausgefallen;  es  tritt  also 
durch  alle  von  der  Welle  durchsetzten  konzentrischen  Kugeln 
der  Wellenzone  die  gleiche  Energiemenge  hindurch.  Diese  Energie 
hat  sich  von  dem  schwingenden  Elektron  losgelöst  und  durch- 
eilt in  Form  von  Wellenstrahlung  den  Raum,  wo  sie  je  nach 
der  Frequenz  der  Schwingungen  als  ultraviolettes,  sichtbares 
oder  ultrarotes  Licht  wahrgenommen  wird.  Diese  in  WeUen- 
strahlung  verwandelte  Energiemenge  wird  der  Lichtquelle  ent- 
zogen; die  in  der  Sekunde  entzogene  Energie  ist  nach   (54b) 

S^^^'  d<    ""  3  ^^  3  c»     \dt) 

Ist  die  Schwingung  eine  einfach  harmonische,  und  ist  X  ihre 
Wellenlänge  im  Räume,  so  ist 

daher  wird  der  Energieverlust  durch  Strahlung 
,..    .  dW       S2n*c    ., 

Die  pro  Zeiteinheit  durch  Strahlung  verlorene 
Energie  ist  um  so  größer,  je  kleiner  bei  gegebener 
Schwingungsamplitude  die  Wellenlänge  ist.  Sie  steigt 
bei  abnehmender  Wellenlänge  umgekehrt  proportional 
der  vierten  Potenz  der  Wellenlänge  an.  Die  Schwin- 
gungen erfahren  mithin  eine  Dämpfung  durch  Strahlung, 
welche  ganz  derjenigen  eines  Hertzschen  Senders  entspricht. 

Die  Formel  (55  a)  bezieht  sich  auf  monochromatisches  Licht. 

Rm  der  Tat  besteht  z.  B.  das  Licht  des  Quecksilberdampfes  aus 
mzelnen  feinen  Spektrallinien;  dies  deutet  darauf  hin,  daß  die 
Elektronen  Eigenschwingungen  von  bestimmter  Frequenz  be- 
sitzen. Um  die  Existenz  dieser  Eigenschwingungen  zu  ver- 
stehen, nimmt  die  Elektronen theorie  an,  daß  auf  die  Elektronen 
quasielastische  Kräfte  wirken,  d.  h.  Kräfte,  welche  der  je- 
weiligen Entfernung  aus  der  Gleichgewichtslage  proportional 
sind.  Da  die  Elektronen  Trägheit  besitzen,  so  würde  hierdurch 
die  Möglichkeit  von  Eigenschwingungen  bestimmter  Frequenz 
gegeben  sein.   Die  Annahme  quasielastischer  Kräfte  stellt  eine 
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Arbeitshypothese  dar,  deren  wir  uns  bedienen,  solange  wir  über  | 
den  Atombau  und  über  den  Vorgang  der  Lichtemission  nichts  is 
Genaueres  wissen.  > 

Wir  setzen  die  Schwingungsgleichung  des  elektrischen  Di- 
pols in  der  Form  an: 
(56)  |l|+i2„  =  0; 


nach  (52  a)  können  wir  schreiben 

also,  nach  (56)  und  (52) 

(56a)  mf^^-^^2^^.^l^,^mm. 


1 


f 


Hier  steht  rechts  die  quasielastische  Kraft,  welche  das  mit 
der  trägen  Masse  m  behaftete  Elektron  in  die  Gleichgewichts-  ! 
läge  zurückzieht;  denn  8  ist  der  von  dem  negativen  Elektron 
nach  dem  positiven,  d.  h.  nach  der  Gleichgewichtslage,  gezogene 
Fahrstrahl.  Der  Verlauf  des  Schwingungsvorgangs  wird  von 
den  Anfangsbedingungen  abhängen;  wir  können  uns  etwa  vor- 
stellen, daß  durch  den  Zusammenstoß  mit  einem  anderen  Molekül 
die  Schwingungen  des  Elektrons  angeregt  werden.  Wie  dem 
auch  sei,  jedenfalls  wird  während  der  Schwingung  das  Zeit- 
mittel der  kinetischen  Energie  dem  Zeitmittel  der  potentiellen 
gleich  sein.  Die  gesamte  Energie  des  schwingenden  Dipols  ist, 
wenn  wir  zunächst  von  der  Dämpfung  absehen,  konstant;  sie 
beträgt  -  ,; 

(56b)  Tr=mr'=^^(|)^,  1 


wobei  die  horizontalen  Striche  die  Bildung  des  zeitlichen  Mittel-  J 
wertes  andeuten. 

Wir  haben  jedoch  oben  gesehen,  daß  der  schwingende  Dipol 
fortgesetzt  Energie  ausstrahlt.  Die  Ausstrahlung  wird  nun  zu 
einer  Dämpfung  der  Schwingungen  Veranlassung  geben  müssen. 
Wir  wollen  den  Betrag  dieser  Dämpfung  berechnen.  Aus  (55)  folgt 

(56c)  -dl-^^ 
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für  die  Abnahme   der  Schwingungsenergie,   berechnet  auf  den 
Lichtweg  Z  ==  1  cm,  d.  h.  die  Abnahme  während  der  Zeit 

t^  ^-  =--  A  10-10  sec. 
c         3 

Während  dieser  Zeit  hat  das  Elektron  eine  große  Zahl  von 
Schwingungen  ausgeführt  —  2  •  10^  für  A  =  5  •  10"^  cm  — ,  so 
daß  die  Mittelwertsbildung  über  sehr  viele  Schwingungen  ge- 
rechtfertigt ist.  Andererseits  können  wir  (56  b)  nach  Einführung 
der  spezifischen  Ladung  des  Elektrons  (Gl.  9)  schreiben: 

,(56d)  ^=^e^'- 

Da  die  Punkte  in  ^,  |i  Ableitung  nach  l  andeuten,  so  gilt 


ii*  :  ^*  =  \-7-)  •  Wir  erhalten  daher 

dlnW  _  2  Tie  /2«\2 
dl      ~  3  ~c   \x)  ' 


I 

^H nimmt  somit  die  Schwingungsenergie  nach  dem  Gesetze  ab: 

wo  der  Abklingungskoeffizient 
(56f)  ,  =  ?f'it 

ZU  setzen  ist.  Dasselbe  Exponentialgesetz  gilt  für  die  Abnahme 
der  Intensität  der  entsandten  Strahlung;  dem  Licht wege  1  cm  ent- 
spricht ein  Herabsinken  der  Lichtintensität  auf  den  Bruchteil  e~  ^. 
Nun  läßt  sich  aus  Interferenz  versuchen  eine  obere  Grenze 
für  die  Abnahme  der  Strahlungsintensität  gewinnen.  Für  manche 
Spektrallinien,  z.  B.  für  die  grüne  Quecksilberlinie,  haben  sich 
nämlich  Interferenzen  bei  sehr  hohen  Gangunterschieden  her- 
stellen lassen.  Die  Verfeinerung  der  Technik  solcher  Interferenz- 
versuche hat  zu  sichtbaren  Gangunterschieden  von  50  cm  ge- 
führt. Wäre  nun  die  Abklingungskonstante  y  so  groß,  daß  sich 
auf  einem  Lichtwege  von  50  cm  ein  Herabsinken  der  Intensität 
des  Lichtes  auf  ein  Hundertstel  ihres  Wertes  oder  einen  noch 
geringeren  Bruchteil  ergäbe,  so  könnte  die  Theorie  von  diesen 
Interferenzversuchen  nicht  Rechenschaft  geben.  Wir  wollen 
sehen,  welcher  Wert  von  y  sich  aus  (56  f)  ergibt. 
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Wir   setzen  für  e  und  ri   die  in   (2)   und  (9)  angegebenen    | 
Werte  ein,  nehmen  A  =  5  •  10"''  an  und  finden  {: 

8^^  1,77  .10^  4,774.  10-^_^Q_ 3  j 

^  3  3-10^^25.10-'^  '  i 

l 

Daraus  ergibt  sich  für  einen  Lichtweg  von  50  cm  ein  Herab-    | 
sinken  der  Lichtintensität  auf  den  Bruchteil  | 

e-y.5o  _  g-o,u8  _  0,862; 

es  würde  hiernach  bei  einem  Gangunterschied  von  50  cm  noch  i: 
sehr  wohl  eine  Interferenz  bemerkbar  sein.  Man  könnte  sich  \ 
eher  darüber  wundern,  daß  nicht  noch  bei  höheren  Gangunter- 
schieden Interferenzen  sich  herstellen  lassen.  AUein  außer  der 
Dämpfung  durch  Strahlung  dürften  noch  andere  Ursachen  mit- 
spielen, die  den  regelmäßigen  Verlauf  des  Schwingungsvor- 
ganges beeinträchtigen.  So  dürfte  z.  B.  beim  Stoße  zweier  Mole- 
küle des  Dampfes  der  ursprüngliche  Schwingungsvorgang  ge- 
stört und  eine  neue,  mit  einer  anderen  Phase  einsetzende  Schwin- 
gung eingeleitet  werden. 

In  der  Schwingungsgleichung  (56)  bzw.  (56  a)  ist  der  Dämp- 
fung durch  Strahlung  nicht  Rechnung  getragen  worden.  Wir 
wollen  jetzt  nachträglich  die  Schwingungsgleichung  so  ergänzen, 
daß  der  durch  (55)  in  allgemeinster  Weise  angegebene  Energie- 
verlust zum  Ausdrucke  gelangt.  Wir  führen  in  (56a)  eine  „dissi- 
pative  Kraft  Ä*"  ein,  indem  wir  schreiben 

Diese  dissipative  Kraft  ^  stellt  die  Rückwirkung  der 
Strahlung  auf  das  bewegte  Elektron  dar.  Ihre  Arbeits- 
leistung muß  mit  dem  Energieverluste  (55)  durch  die  Gleichung 
verknüpft  sein:       ^  ^ 

(57a)  ß^dt^-l^fi^dt, 

dabei  bezeichnen  t^j  t^  zwei,  etwa  durch  eine  ganze  Schwingung  j 
getrennte  Zeitpunkte,  zu  denen  die  Beschleunigung  des  Elek^ 
trons  gleich  Null  ist.   Während  der  Zeitspanne  von  t^  bis   ^g 
wird   eine  bestimmte  Energiemenge   entsandt;   dieser  muß   die 
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gesamte  in  der  gleichen  Zeit  von  der  rückwirkenden  Kraft  Ä* 
geleistete  Arbeit  entgegengesetzt  gleich  sein.  Würde  etwa  zur 
Zeit  ^1  die  ungleichförmige  Bewegung  des  Elektrons  beginnen 
und  zur  Zeit  t^  endigen,  so  würde  die  gesamte  Arbeit  von  ^ 
und  die  gesamte  Energie  der  entsandten  Wellenstrahlung  durch 
den  Ausdruck  (57  a)  gegeben  sein. 

Wir  können  nun  die  rechte  Seite  von  (57  a)  durch  partielle 
Integration  umformen;  da  die  Beschleunigung  an  den  Grenzen 
des  Integrationsbereiches  verschwindet,  so  wird 


IflW 


Wir  erfüllen  also  die  Energiegleichung,  indem  wir 
zen 

\^^)  ^  3  c^  dt^' 

^Ui.  indem  wir  die  Reaktionskraft  der  Strahlung  dem 
^^^iten  Differentialquotienten  des  Geschwindigkeits- 
vektors nach  der  Zeit  proportional  annehmen. 

Durch  Einführung  des  Ausdruckes  (58)  von  Ä*  in  (57)  er- 
halten wir 

diese  allgemeine  Schwingungsgleichung  tritt  nunmehr  an  SteUe 
von  (56  a).   Gemäß  (52  a)  kann  hierfür  geschrieben  werden 

Die  Schwingungsgleichunng  des  elektrischen  Di- 
poles  wird  also  bei  Berücksichtigung  der  Strahlungs- 
dämpfung eine  Diff  er  ential  gleich  ung  dritter  Ordnung^). 

Man  könnte  nun  gegen  die  obige  Ableitung  des  Ausdrucks 
(58)  einwenden,  daß  durch  die  Energiegleichung  allein  die 
ßeaktionskraft  ^*  nicht  eindeutig  bestimmt  ist,  und  könnte 
versuchen,  dieselbe  durch  den  allgemeinen  Ansatz  darzustellen 

1)  M.  Planck,  Ann.  d.  Phys.  60  (1897)  S.  577. 
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dabei  müßten,  bei  den  hier  betrachteten  kleinen  Schwingungen,  | 

die    Koeffizienten    a   Konstanten    sein,    die    von    der    Lichtge-  | 

schwindigkeit  c    und    von   der  Elektronenladung  6  abhängen;  \ 

und  zwar  müßten  sie  proportional  e^  sein,  da  es  sich  um  eine  « 

vom  Elektron  auf  sich  selbst  auscreübte  Kraft  handelt.    Setzt  \ 

man  dementsprechend  «^ ,  i  =  e^&a^^^,  wo  a^^^  eine  reine  Zahl  j 

ist,    so    gibt  eine   Dimensionsbetrachtung  sofort  über  die  zu-  \ 

lässigen   Werte    von    li  und  v  Auskunft.    Die  Dimension  des  \ 

Quadrates  der  elektrostatisch  gemessenen  Ladung  e  ist,  zufolge  j 

der  TabeUe  Bd.  I,  §  61,  gleich  MUT-^,  es  gut,  da  der  Kraft  | 
W  die  Dimension  MLT~^  zukommt,  die  Dimensionsgleichung 

Hieraus   folgen   für   h   und  v   eindeutig   die  Werte  Ä;  =  —  3, 

Man  sieht  also,  daß  nur  ein  Ausdruck  von  der  Form  (58) 
zulässig  ist;  der  Zahlwert  a^  bestimmt  sich  durch  die  Energie- 
gleichung. 

Die  mit  der  Strahlung  zusammenhängende  dissipative  Kraft 
wirkt  nach  einem  anderen  Gesetze  als  die  Reibungskraft  der 
gewöhnlichen  Mechanik.  Während  man  jene  der  Geschwindig- 
keit proportional  setzt,  ist  diese,  für  kleine  Geschwindigkeiten^ 
der  zweiten  Ableitung  der  Geschwindigkeit  nach  der  Zeit  pro- 
portional. 

Die  Annahme  quasielastischer  Kräfte  konnten  wir  nur  als 
Arbeitshypothese  ansehen.  Sie  führt  nicht  zum  Verständnis  der 
Gesetze  der  Serienspektra,  welche  in  den  Formeln  von  Balmer, 
Rydberg  und  Ritz  ihren  Ausdruck  finden.  Von  N.  Bohr^)  ist  ein 
Atommodell  erfunden  worden,  welches  die  Balmersche  Formel 
des  Wasserstoffspektrums  ergibt.  Bohr  nimmt  einen  mit  der 
positiven  Elementarladung  versehenen  Kern  an,  welcher  Cou- 
lombsche  Kräfte  auf  ein  ihn  umkreisendes  negatives  Elektron 
ausübt;  das  Impulsmoment  dieses  Elektrons  soll  ein  ganzzahliges 
Vielfaches  des  „elementaren  Impulsmomentes"  —  sein,  wo 
h  das   Plancksche   Wirkungsquantum   (vgl.  §  43,    Gl.  230)  ist. 

1)  N.  Bohr,  Phil.  Mag.  26  (1913)  S.  1,  476,  857. 
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Nur  eine  Reihe  bestimmter  „statischer  Kreisbahnen"  genügt 
dieser  Bedingung.  Nun  soll  aber  nicht  etwa,  wie  es  die  elektro- 
magnetische Strahlungstheorie  verlangen  würde,  durch  die  Um- 
laufsfrequenz der  Elektronenbahnen  die  Frequenz  des  ausge- 
sandten Lichts  bestimmt  sein.  Sondern  die  Lichtemission  soll 
dann  erfolgen,  wenn  das  Elektron  von  einer  Bahn  größerer  zu 
einer  Bahn  geringerer  Energie  übergeht;  der  Energieüberschuß, 
welcher  sich  in  der  ausgesandten  LichtweUe  befindet,  soU  gleich 
hv  sein;  dadurch  bestimmt  sich  v,  die  Zahl  der  in  der  Sekunde 
stattfindenden  Lichtschwingungen.  So  ergibt  sich  die  Balmer- 
sche  Formel  nicht  nur  ihrer  Bauart  nach,  sondern  auch  mit  dem 
richtigen  Zahlwert  ihrer  Konstanten. 

Das  Bohrsche  Atommodell  ist  von  A.  Sommerfeld^)  ausge- 
baut worden,  auf  Grund  allgemeiner  Quantenbedingungen.  Außer 
den  Kreisbahnen  treten  statische  Ellipsenbahnen  auf,  welche  zur 
Deutung  der  Feinstruktur  der  Linien  wasserstoffähnlicher  Ele- 
mente dienen ;  die  Theorie  der  Röntgenspektra  wird  in  entspre- 
chender Weise  begründet.  Von  K.  Schwarzschild  ^)  und  P.  Ep- 
stein^) ist  ferner  die  von  I.  Stark*)  entdeckte  Zerlegung  der 
Wasserstoff linien  im  elektrischen  Felde  aus  den  Quantenan- 
s'ätzen  abgeleitet  worden.  Wir  können  hier  auf  diese  Theorien 
nicht  eingehen;  sie  haben  vor  kurzem  durch  A.  Sommerfeld") 
eine  zusammenfassende  Darstellung  gefunden. 

Während  unser  Dipolmodell  der  Dipolschwingung  eindeutig 
die  Schwingungsform  des  in  einer  beliebigen  Richtung  entsand- 
ten Lichts  zuordnet,  bleibt  in  dem  Bohrschen  Modell  der  Emis- 
sionsvorgang, welcher  den  Sprung  des  Elektrons  aus  einer  sta- 
tischen Bahn  in  die  andere  begleiten  soU,  in  Dunkel  gehüUt. 
Durch  die  Bohrsche  Frequenzbedingung  wird  nur  die  Frequenz 
und  die  Energie,  aber  nicht  die  Schwingungsform  der  entsandten 
LichtweUe  bestimmt.  N.  Bohr,  A.  Rubinowicz  und  A.  Sommer- 


1)  A.  Sommerfeld,  Ann,  d.  Phys.  51  (1916)  S.  1. 

2)  K.  Schwarzschild,  Berl.  Ber.  April  1916. 

3)  P.  Epstein,  Ann.  d.  Phys.  50  (1916)  S.  489. 

4)  1.  Stark,  Ann.  d.  Phys.  43  (1914)  S.  966  u.  983. 

5)  A.  Sommerfeld,  Atombau  nnd  Spektrallinien,  Braunschweig  1919. 
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feld^)  haben  versuclit,  diese  Lücke  auszufüllen,  unter  Anlehnung, 
an  die  elektromagnetische  Strahlungstheorie.  Darnach  soll  außer- 
halb des  Atomes  das  elektromagnetische  Feld  dasjenige  eines 
schwingenden  Dipols  sein;  die  ausgestrahlte  Energie  und  das 
ausgestrahlte  Impulsmoment  soll  sich  auf  Grund  der  in  diesem 
Bande  vorgetragenen  Lehren  berechnen.  Vielleicht  gelingt  es, 
auf  diesem  Wege  die  Quantenansätze  in  widerspr  achsfreier  Weise 
in  die  elektromagnetische  Lichttheorie  einzufügen. 


§  10.  Der  Zeeman- Effekt.  .! 

Daß  das  im  vorigen  Paragraphen  gezeichnete  elektromagne- 
tische Modell  eines  lichtemittierenden  Atomes  in  manchen 
Fällen  der  Wirklichkeit  entspricht,  dafür  ist  der  experimentelle 
Beweis  durch  die  Entdeckung  P.  Zeemans^)  erbracht  worden. 
Dieser  Forscher  hat  gezeigt,  daß  die  Spektrallinien  in  starken 
magnetischen  Feldern  gewisse  Veränderungen  erfahren;  die 
Veränderungen  haben  sich  in  vielen  Fällen  ohne  weiteres  auf 
Grund  der  Lorentzschen  Theorie  deuten  lassen.  Wir  dürfen 
nicht  versäumen,  den  Zeeman-Effekt  aus  der  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  Theorie  abzuleiten. 

Führen  wir,   der  Grundgleichung  (V)  gemäß,  die  von  dem 
äußeren  Magnetfelde  auf  das  negative  Elektron  ausgeübte  Kraft  f 
in  die  Bewegungsgleichung  (56  a)  ein,  so  lautet  diese 


=  ^>-H»4 


dti       m  79.         e 


oder,  wenn  wir  überall  nach  (52  a)  die  Geschwindigkeit  t>  des 
Elektrons  durch  das  elektrische  Moment  p  des  Dipols  ersetzen 
und  die  spezifische  Ladung  rj  =  —  des  negativen  Elektrons  ein- 
führen: 


1)  1.  c.  Kap.  VI. 

2)  P.  Zeeman,    Akad.  v.  Wet.  te  Amsterdam   5  (1896)   S.  181,    242 
Phil.  Mag.  43  (1897)  S.  226,  44  S.  256. 
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I         Dabei  haben  wir  das  Dämpfungsglied  wiederum  fortgelassen, 
weil  der  äußerst  geringe  Betrag  der  Dämpfung  für  die  Frequen- 
i  zen  der  Eigenschwingung  nicht  wesentlich  in  Betracht  kommt. 
!         Wir  legen  der  Integi-ation  der  Schwingungsgleichung  (59) 
\]  sofort  ein  geeignetes  Koordinatensystem  zugrunde.  Die  ^- Achse 
mag  in  Richtung  der  magnetischen  Kraftlinien  weisen,  während 
die  (a;«/)- Ebene    auf   diesen  senkj'echt   steht;   dann   ergibt  die 
Komponentenzerlegung 

(59a)  ^^^  +  Ft.,=  -,|§i5^, 

(59b)-  5^  +  fc^^^=  +  ,|§|'^', 


^H  Die    Schwingungskomponente    parallel    den    magnetischen 
'Kraftlinien   wird   demnach  von  dem  magnetischen  Felde  nicht 
beeinflußt.   Setzen  wir         h  =  C^'^' 

so  ist  die  Frequenz  v  ==  k  dieser  Komponente  die  gleiche,  welche 
allen  drei  Schwingungskomponenten  außerhalb  des  magnetischen 
Feldes  zukommt. 

Was  aber  die  Schwingungen  in  der  (^?/)-Ebene  anbelangt, 
so  sind  die  Komponenten  ^i^,,  p  durch  das  magnetische  Feld 
miteinander  verkoppelt,  wie  die  Gleichungen  (59  a,  b)  anzeigen. 
Das  läßt  vermuten,  daß  wir  hier  zwei  voneinander  und  von 
der  ursprünglichen  Frequenz  k  abweichende  Frequenzen  v'  und 
v"  erhalten  werden.  Wir  versuchen  die  Differentialgleichungen 
(59  a,  b)  durch  den  Ansatz 
(60)  P.-ae'^^,    ^^=6e-' 

zu  befriedigen,  wo  a  und  h  zwei  komplexe,  für  Amplitude  und 
Phase  der  beiden  Komponenten  maßgebende  Konstanten  sind. 
Wir  finden  |«(ä»- ,,^)  =  -  ,  |  ^  |  6,V, 

Durch  Elimination  von  a  und  h  wird  für  v^  die  quadratische 
Gleichung  erhalten     ^^2  _  ^^.2)2  =  ^^  \  §  \^v^. 
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Bezeichnen  wir  mit  v  die  kleinere,  mit  v"  die  größere  der 
beiden  Frequenzen,  so  erhalten  wir 

oder,  weil  nur  positive  Werte  v',  v"  zulässig  sind:  ,| 

Es  werden  also  von  den  zu  den  Magnetkraftlinien  1 
senkrechtenSchwingungskomponenten  desDipols  zwei  % 
Spektrallinienentsandt,derenFrequenzen voneinander  \ 
und  von  der  ursprünglichen  Frequenz  h  abweichen.  | 

Der  Abstand  der  beiden  Spektrallinien,  in  der  Skala  j 
der  Frequenzen  gemessen,  beträgt  j 

(60d)  v"-v^ri\^\',  j 

er  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  spezifischen  Ladung  | 
der  schwingenden  Elektronen  und  der  magnetischen  j 
Feldstärke. 

Die  ursprüngliche  Frequenz  Iz  entspricht  nach  (60c)  nicht 
genau  der  Mitte  der  beiden  abgeänderten  Frequenzen  v,  v" . 
Doch  ergibt  sich  das  Produkt  ^  |  §  |  für  alle  herstellbaren 
Felder  so  gering  —  nur  mit  starken  Feldern  gelingt  überhaupt  | 
die  Trennung  der  Linien  — ,  daß  das  Quadrat  dieses  Produktes 
in  (60  c)  zu  vernachlässigen  ist,  und  daß  mit  genügender  An- 
näherung gesetzt  werden  darf: 

(60e)  "^  =  h. 

Um  nun  die  Art  der  stattfindenden  Schwingungen  zu  er- 
kennen, müssen  wir  das  Verhältnis  der  Konstanten  a,  &  aus  einer 
der  Gleichungen  (60  a)  ermitteln.  Für  die  langsamere  der  beiden 
Schwingungen,  von  der  Frequenz  v\  folgt  aus  (60  a,  b) 

(60£)  -.  =  ^^.^  =  +  i,  1 

für  die  schnellere  der  beiden  Schwingungen,  von  der  Frequenz  v"j  J 

h"  -,"2 Jfi  ^ 

(60g)  K  =        ~t  -  -  i-  ^ 
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Es  sind  also,  sowohl  für  die  langsamere  wie  für  die 
BchneUere  Schwingung,  die  Amplituden  der  beiden  Kompo- 
nenten p^,  p^  die  gleichen;  die  Phasen  jedoch  weichen  um  ^ 
voneinander  ab.  Beides  sind  demnach  zirkuläre  Schwingungen. 
1  Bei  der  langsameren  Schwingung  ist,  nach  (60 f),  die  y-Kompo- 
nente  der  rc-Komponente  um  —  an  Phase  voran,  d.  h.  die  Kreis- 
bewegung führt,  nach  einer  Viertelschwingung,  von  der  2/- Achse 
zur  iC-Achse,  sie  stellt  also  eine  negative  Drehung  um  die  mit 
der  ^r- Achse  zusammenfallende  Richtung  des  magnetischen  Feldes 
dar.  Einem  auf  der  Seite  der  positiven  ^-Achse  befindlichen 
Beobachter  erscheint  die  Kreisschwingung  als  Drehung  im 
Sinne  des  Uhrzeigers,  d.  h.  als  rechtszirkulare  Schwingung 
Bei  der  schnelleren  Schwingung  hingegen  ist  nach  (60  g)  die 
a:-Komponente  der  ^/-Komponente  um  y  ^^  Phase  voran,  diese 
Bewegung  entspricht  einer  positiven  Umkreisung  der  2;- Achse 
und  erscheint  einem  auf  der  Seite  der  positiven  ;?- Achse  befind- 
lichen Beobachter  als  linkszirkulare,  dem  Uhrzeigersinne  ent- 
gegengesetzte Schwingung. 

Wir  denken  uns  jetzt  die  Flamme  zwischen  den  Polen 
des  Magneten;  auf  derjenigen  Seite,  nach  der  das  magnetische 
Feld  gerichtet  ist,  mag  der  Magnet  durchbohrt  sein.  Was  wird 
ein  durch  die  Öffnung  hindurchblickender  Beobachter  wahr- 
nehmen ? 

Für  diesen  Beobachter  komipen  nur  die  Schwingungen  in 
der  (ji/)-Ebene  in  Betracht;  denn  wir  haben  im  vorigen  Para- 
graphen gesehen,  daß  nur  die  zur  Blickrichtung  senkrechten 
Komponenten  der  Elektronenbewegung  für  die  ausgestrahlten 
Wellen  maßgebend  sind.  Die  der  ^^-Achse  parallele  Kompo- 
'  nte  sendet  daher  den  Magnetkraftlinien  parallel  kein  Licht 
aus.  Der  Beobachter  wird  also  bei  spektraler  Zerlegung  des 
Lichtes  die  ursprünglich  einfache  Spektrallinie  verdoppelt 
finden.  Dieses  Duplet  von  Linien  ist  zirkularpolari- 
siert, und  zwar  erscheint  dem  Beobachter,  welcher 
^on  Kraftlinien  des  magnetischen  Feldes  entgegen- 
ickt,  die  im  Spektrum  auf  der  roten  Seite  liegende 
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Linie    rechtszirkular,     die     auf    der    violetten     Seite  ,j 
liegende   linkszirkular  polarisiert.    Die  Beobachtung  des  i 
„longitudinalen    Zeeman-Effektes"    hat    in    der   Tat  ein  1 
derartiges   Duplet    ergeben,   wenigstens    für    die  Mehrzahl  der 
untersuchten  Spektrallinien.    Hieraus  ist  zu  schließen,  daß 
das    negative  Elektron   es   ist,   vrelches   die   Spektral- 
linien ausstrahlt.  In  der  Tat  haben  wir,  bei  der  Aufstellung 
der  Grundgleichung  (59),   die  negative  Ladung  des  Elektrons  l 
bereits  berücksichtigt.    Auf  die  positiven  Elektronen  wirkt  im  i 
magnetischen  Felde  eine  Kraft  im  entgegengesetzten  Sinne;  es  1 
ist  daher  für  sie  in  (59)  das  Vorzeichen  von  tj  umzukehren,  mit- 
hin auch  in  (60a)  und  in  (60f,  g);  so  würde  sich  für  die  beiden 
Kreisschwing angen    das    entgegengesetzte    Verhalten    ergeben,  | 
indem  die  rechtszirkulare  die  schnellere,  die  linkszirkulare  die  1 
langsamere    sein    müßte.    Der  Zeeman-EfFekt    zeigt   also,    daß  j 
die  im  vorigen  Paragraphen  gegebene  Spezialisierung  des  elektro-  j 
magnetischen  Modelles  einer  Lichtquelle,  welche  den  periodischen 
Wechsels  des  Dipols  auf  die  Schwingungen  des  negativen  Elek-   ] 
trons  zurückführt,  für  die  betreffenden  Spektrallinien  zutreffende   1 
Folgerungen    ergibt.    Die  Messung    des  s  Abstandes   der  beiden    j 
Linien  des  Duplets  gestattet  es,  wenn   die  magnetische  Feld- 
stärke   bekannt    ist,    auf   Grund    von  (60 d)    die    spezifische 
Ladung  rj  zu  bestimmen.   P.  Gmelin^)  erhält  den  Wert 
(61)  ri  =  1,77  .  10'; 

derselbe  stimmt  mit  dem  bei  Kathodenstrahlen  erhaltenen  (vgl. 
§  2,  Gl.  9)  überein.  Es  sind  also  in  der  Tat  dieselben  Teilchen, 
die  sich  in  den  Kathodenstrahlen  und  in  den  Atomen  eines  leuch- 
tenden Gases  bewegen. 

Übrigens    hat    sich    auch   die  Forderung  der  Theorie,  daß 
der  Abstand   der  Komponenten   des  Duplets,  in  der  Skala  der  ^ 
Frequenzen  gemessen,  für  alle  Linien  bei  gegebenem   magne-  j 
tischen  Felde    der    gleiche,    und  der  magnetischen   Feldstärke  | 
proportional  ist,  dort  bestätigt,  wo  überhaupt  die  einfache  Zer- 
legung in  ein  Duplet  gefunden  wurde. 

1)  P.  Gmelin,  Ann.  d.  Phys.  28.  (1909)  S.  1079. 
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Was  wird  nun  ein  Beobachter  wahrnehmen,  der  das  senk- 
recht zu  den  Magnetkraftlinien  ausgestrahlte  Licht  spektral 
zerlegt?  Er  wird  nach  §  9  die  Projektion  der  Schwingung 
auf  eine  zur  Blickrichtung  senkrechte,  also  den  magnetischen 
Kraftlinien  des  Feldes  parallele  Ebene  beobachten.  In  der 
Projektion  ergeben  aber  die  beiden  zirkulären  Schwingungen 
geradlinige  Schwingungen  von  den  Frequenzen  v  und  v\ 
senkrecht  zu  den  Kraftlinien.  Hierzu  tritt  nun  noch  die 
Schwingung  ^^  parallel  den  Kraftlinien,  deren  Frequenz  die- 
jenige der  ursprünglichen  Spektrallinie  ist.  Der  Beobachter 
wird  also  ein  Triplet  von  Linien  wahrnehmen;  in  den  beiden 
äußeren  Linien  finden  die  elektrischen  Schwingungen 
nkrecht  zu  den  magnetischen  Kraftlinien  des  äußeren 
Feldes  statt;  diese  sind  also  geradlinig  paraUel  den  Kraftlinien 
polarisiert.  Die  innere  Linie  hingegen  ist  senkrecht  zu  den 
magnetischen  Kraftlinien  polarisiert;  in  ihr  finden  die  Schwin- 
gungen des  elektrischen  Vektors  parallel  den  Kraft- 
linien des  Magnetfeldes  statt,  in  dem  sich  die  Flamme  be- 
Indet.  Auch  diese  Beschreibung  des  „transversalen  Zeem  an - 
■fektes"  entspricht,  bei  den  meisten  Spektrallinien,  der  Be- 
fcchtung. 
.  '  Diese  einfache  Form  weist  die  Veränderung  der  Spektral- 
linien im  magnetischen  Felde  jedoch  keineswegs  in  allen  Fällen 
auf.  Manche  Spektrallinien,  z.  B.  die  gelben  Natriumlinien  D^ 
und  D^,  teilen  sich,  anstatt  in  drei,  in  vier  oder  in  sechs  Linien; 
gewisse  Linien  des  Quecksilberspektrums  weisen,  bei  Beobach- 
tung senkrecht  zu  den  magnetischen  Kraftlinien,  sogar  eine 
Teilung  in  neun  Linien  auf.  Wie  die  Untersuchungen  von  C.  Runge 
und  F.  Paschen^)  gezeigt  haben,  sind  es  gerade  die  Serienlinien, 
die  solche  anomalen  Zeeman -Effekte  zeigen;  dabei  ergaben 
sich  sehr  bemerkenswerte  Gesetzmäßigkeiten.  Alle  Linien  einer 
und  derselben  Serie  weisen  die  gleiche  Zerlegung  im  magne- 
tischen Felde  auf,  sowohl  was  die  Zahl,  als  auch  was  den  in 
der  Skala  der  Frequenzen   gemessenen  Abstand  der  getrennten 


1)  C.  Runge  und  F.  Paschen,  Berl.  Ber.  (1902.)   S.  380,  720. 

Abraham,  Theorie  der  Elektrizität.   U.   4.  Aufl.  6 
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Linien  anbelangt.  Ja  sogar  die  Linien  verschiedener  Elemente, 
die  einer  und  derselben  Gruppe  des  Mendelejeffschen  Systemes 
angeboren,  besitzen  meist  den  gleichen  Zeeman-Effekt,  wenn 
sie  entsprechenden  Serien  angehören.  Die  Zerlegung  im  magne- 
tischen Felde  ist  ein  Kennzeichen  der  betreffenden  Serie;  sie  hat 
es  in  einigen  Fällen  ermöglicht,  bis  dahin  noch  nicht  in  Serien 
eingeordneten  Linien  ihren  richtigen  Platz  anzuweisen. 

Um  die  verwickeiteren  Typen  des  Zeeman-Effektes  in  die 
Theorie  einzuordnen,  haben  H.  A.  Lorentz^)  und  W.  Voigt*) 
ein  System  miteinander  verkoppelter  Elektronen  betrachtet;  dabei 
erfolgt  die  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  rein  phänome- 
nologisch, ohne  Heranziehung  besonderer  Vorstellungen  über  den 
Koppelungsmechauismus.  Nach  Untersuchungen  von  F.  Paschen 
und  E.  Back^)  erfahren  die  anomal  zerlegten  Linien  bei  steigen- 
der magnetischer  Feldstärke  eine  Veränderung,  indem  sie  dem 
Typus  des  normalen  Triplets  bzw.  Duplets  zustreben.  DieVoigtsche 
Koppelungstheorie  läßt  sich  zwanglos  so  ausgestalten*),  daß  sie 
die  Beobachtungen  von  Paschen  und  Back  umfaßt. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  skizzierte  Quan- 
tentheorie der  Spektrallinie  ergibt  ebenfalls  die  normale  magne- 
tische Zerlegung.^)  Die  anomalen  Zeeman-Effekte  zu  deuten,  ist 
auch  ihr  bisher  nicht  gelungen. 

§  11.  Die  elektromagnetischen  Potentiale  einer  bewegten 

Punktladung. 

In  §  9  haben  wir  bei  der  Berechnung  des  Hertzschen  Vektors 
für  eine  schwingende  Punktladung  uns  gewisse  Vernachlässi- 
gungen gestattet.  Wir  haben  angenommen,  daß  die  Bewegung 
der  Ladung  sich  auf  einen  Bereich  erstreckt,  dessen  Abmessun- 
gen klein  gegen  die  Entfernung  der  Punktladung  vom  Auf- 

1)  H.  A.  Lorentz,  Ann.  d.  Phys.  63.  (1897)  S.  278. 

2)  W.  Voigt,  Ann.  d.  Phys.  68.  (18Ö9)  S.  362.  Magneto-  und  Elektro-  | 
Optik.  Lpz.  1908.    S.  186  ff.  1 

3)  F.  Paschen  u.  E.  Back,  Ann.  d.  Phys.  39  (1912)  S.  897.  | 

4)  W.  Voigt,  Ann.  d.  Phys.  41  (1913)  S.  403.  | 

5)  A.  Sommerfeld.  Atombau  und  Spektrallinien.  Kap.  VI,  §  5,  S.  422.  | 
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punkte  sind.  Sodann  haben  wir  die  Geschwindigkeit  der  be- 
wegten Ladung  als  klein  gegen  die  Lichtgeschwindigkeit  an- 
gesehen. Diese  Voraussetzungen  wollen  wir  jetzt  fallen  lassen. 
Wir  betrachten  ein  Elektron,  welches  sich  beliebig 
im  Räume  bewegen  kann;  seine  Geschwindigkeit  soll 
zunächst  beliebig  groß  angenommen  werden.  Wir  lassen 
indessen  auch  jetzt  noch  die  Größe  und  Gestalt  des  Elektrons 
unberücksichtigt,  indem  wir  dasselbe  wie  eine  Punktladung  be- 
handeln. Wie  wir  bereits  früher  erwähnten,  ist  es  vom  Stand- 
punkte der  Nahewirkungstheorie  aus  undenkbar,  daß  eine  end- 
liche Elektrizitätsmenge  auf  einen  mathematischen  Punkt  zu- 
sammengedrängt wird,  da  dieses  einen  unendlichen  Wert  der 
Feldenergie  ergeben  würde.  Wir  werden  diese  Bemerkung  später 
bestätigt  finden  und  werden  in  der  Dynamik  des  Elektrons  be- 
stimmte Annahmen  über  seine  Form  und  Bewegungsfreiheit  in 
Betracht  ziehen.  Immerhin  werden  sich  die  Abmessungen  des 
Elektrons  so  gering  —  von  der  Ordnung  10~^'  cm  —  ergeben. 

Iß  es  für  manche  Zwecke  ausreichend  ist,  das  Elektron  als 
(nktladung  zu  betrachten.  Das  wird  selbstverständlich  nur 
I  rein  translatorischer  Bewegung  des  Elektrons  erlaubt  sein, 
id  auch  dann  nur  für  solche  Aufpunkte,  deren  Abstand  vom 
Elektron  groß  gegen  dessen  Abmessungen  ist.  Dieser  Bedingung 
genügen  jedenfalls  die  in  der  Wellenzone  gelegenen  Aufpunkte. 
Daher  werden  wir  die  Formeln  dieses  Paragraphen  insbesondere 
zur  Ermittelung  der  von  einem  rasch  bewegten  Elektron  ent- 
sandten Wellenstrahlung  verwerten  können.  Wir  werden  so 
der  in  §  9  entwickelten  Theorie  der  ruhenden  Lichtquelle  eine 
Theorie  der  bewegten  Lichtquelle  an  die  Seite  stellen 
und  werden  anderseits  gewisse  Folgerungen  entwickeln,  welche 
>ich  auf  die  von  einem  gebremsten  Elektron  erregten  Röntgen- 
strahlen beziehen.  Da  hier  das  Elektron  als  Punktladung  be- 
trachtet wird,  so  sind  die  Ergebnisse  von  den  Voraussetzungen 
über  die  Gestalt  des  Elektrons  unabhängig.  Freilich  ist,  wie 
wir  sehen  werden,  der  Grenzübergang  zu  verschwindend  kleiner 
Ausdehnung  des  Elektrons  nicht  immer  erlaubt.  In  allen  Fällen 
jedoch,  in  denen  er  erlaubt  ist,  sind  die  Ergebnisse  als  Folge- 


76  Die  Wellenstrahlung  einer  bewegten  Punktladung 

rungen  derjenigen  Hypothesen  der  Elektronentheorie  anzusehen, 
die  in  den  Grundgleichungen  (I)  bis  (V)  enthalten  sind. 

Wir  bestimmen  die  elektromagnetischen  Potentiale  der  Punkt- 
ladung auf  Grund  der  allgemeinen  Formeln  (50,  50  a  des  §8). 
Wir  denken  uns  eine  Elektrizitätsmenge  e,  die  einen  gewissen 
endlichen  Bereich  erfüllt.  Die  Entfernung  des  Aufpunktes  P 
soll  groß  sein  gegen  die  Abmessungen  jenes  Bereiches.  Wir  er- 
innern uns  der  Deutung  mit  Hilfe  der  auf  den  Aufpunkt  hin  mit 
Lichtgeschwindigkeit  zusammenschrumpfenden  Kugel,  durch  die 
wir  die  Fonneln  (51)  und  (51a)  erläuterten.  Für  unseren  Auf- 
punkt P  ist  der  Radius  X  der  Kugel  groß  gegen  die  Abmessun- 
gen der  Flächenstücke  f,  in  denen  sie  das  bewegte  Elektron 
schneidet;  es  sind  mithin  diese  Flächenstücke  mit  genügender 
Annäherung  als  eben  zu  betrachten;  durch  diese  Ebenen  wird 
das  Elektron  in  dünne  Scheiben  von  der  Höhe  dJi  zerschnitten; 
die  einzelne  Scheibe  enthält  die  Elektrizitätsmenge  fgdh  =  de. 

Nun  bezieht  sich  die  Integration  in  (50)  nicht  auf  die  Stücke 
des  bewegten  Elektrons,  sondern  auf  die  jeweils  von  Elektrizität 
erfüllten  Raumstücke.   Will  man  den  Beitrag 

IdXdoQ  =  dfQj 

berechnen,  den  die  Elektrizitätsmenge  de  der  einzelnen  Scheibe 
zu  dem  Werte  von  0  im  Aufpunkte  beisteuert,  so  muß  man 
den  Abstand  dl  der  beiden  Lagen  der  zusammenschrumpfenden 
Kugel  berechnen,  wo  diese  in  die  elektrizitätserfüllte  Scheibe 
eintritt  bzw.  aus  ihr  austritt;  dieser  Abstand  ist  im  Räume, 
nicht  im  bewegten  Elektron  gemessen  zu  denken.  Es  ist  nicht 
schwer,  dX  zu  berechnen.   Setzen  wir  -. 

dX  =  cdx,  i 

so  ist  dz  die  Zeit,  während  deren  die  mit  der  Geschwindigkeit  c 
sich  zusammenziehende  Kugel  über  die  Scheibe  von  der  Höhe  dh 
hinwegstreicht.  Diese  Zeit  berechnet  sich  als  Quotient  aus  der 
Höhe  dh  und  der  dieser  Höhe  parallelen  Komponente  der  Re- 
lativgeschwindigkeit der  Kugel  und  der  Scheibe.  Die  Kugel 
bewegt  sich  mit  Lichtgeschwindigkeit  senkrecht  zu  der  Grund- 
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fläche  der  Scheibe,  während  die  Geschwindigkeit  der  Scheibe 
sich  durch  die  Geschwindigkeit  d  des  Elektrons  bestimmt;  und 
zwar  ist  die  Komponente  von  ti  in  Richtung  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Kugel,  d.  h.  in  Richtung  des  vom  Elektron  nach 
dem  Aufpunkte  hin  gezogenen  Fahrstrahls  r  zu  nehmen.  Folg- 
lich ist  die  entsprechende  Komponente  der  Relativgeschwin- 
digkeit von  Kugel  und  Scheibe  gleich  c  — ü^.  Es  ist  also  die 
Zeit  dt,  während  deren  die  Kugel  die  Scheibe  überstreicht: 

dt  =  -     -r-  und  daher 

c  —  ti/ 

lß2)  dX=^cdt  =  -^^' 

c 

Wir  haben  soeben  stillschweigend  angenommen,  daß  c  >  d^ 
st,  d.  h.  daß  das  Elektron  von  der  Kugel  überholt  wird.  Bewegt 
lieh  hingegen  das  Elektron  mit  Überlichtgeschwindigkeit,  so 
cann  der  Fall  eintreten,  daß  es,  die  Kugel  überholend,  von  außen 
nach  innen  durch  dieselbe  hin  durchtritt.  In  diesem  FaUe  ist  die 
Relativgeschwindigkeit  d^  —  c,  und  es  ist 

;62a)  dX  =  ^-^^^ 

c 

m  setzen.  Allgemein  ist  zu  schreiben 

62  b)  ciA  =  -^V-- 


Doch   woUen  wir  weiterhin  ,d|<c  annehmen  und  an  (62) 
|Üe  weitere  Betrachtung  anknüpfen. 

Wir  erhalten  als  Beitrag  unserer  Scheibe  zum  skalaren  elek- 
tromagnetischen Potential  im  Aufpunkte 

;62c)  dfQ^^^l^^J^^^        ^  ^' 


(-';)  '('-•;) 


Es  bleibt  nur  die  Integration  über   die  einzelnen  Scheiben 
Ibrig.    Da  der  Abstand  r  des  Aufpunktes  als  groß  gegen  die 


Wf\ 


78  Die  Wellenstrahlung  einer  bewegten  Punktiaduug 

Abmessungen    des    Elektrons    angesehen   wurde,  so   ist  er  bei 
der  Integration   konstant  zu  halten.    Die  Integration  ist  daher   1 
ohne  weiteres  auszuführen,  falls  es  auch  erlaubt  ist,  D  als  kon- 
stant anzusehen   für  diejenige  Zeit,  während  deren  die  Kugel 
über   das  Elektron   hin  wegstreicht.    Sie  ergibt  in  diesem  Falle 

(63)  0  = 


('-t) 


als  Wert  des  skalaren  elektromagnetischen  Potentiales^ 
für  Bewegung  mit  Unterlichtgeschwindigkeit. 

In   dem  Grenzfalle  einer  Punktladung  ist  es  natürlich  ohne 

weiteres   gestattet,  ( 1 -) ,  ebenso  wie  r,  bei  der  Integration 

über  das  Elektron  als  konstant  anzusehen.  Da  wir  indessen 
diesen  GrenzfaU  nicht  als  streng  verwirklicht  betrachten,  so  be- 
deutet die  Konstantsetzung  dieser  Größen  eine  gewisse  Ein- 
schränkung des  Gültigkeitsbereiches  der  Formel  (63).  Erstens 
ist  diese  Formel,  wie  schon  erwähnt,  nur  bei  rein  translatori-  i 
scher  Bewegung  des  Elektrons  anzuwenden,  und  nur  für  solche  i 
Aufpunkte,  deren  Abstand  vom  Elektron  gi'oß  gegen  die  Ab- 
messungen des  Elektrons  ist.  Schließen  wir  das  Elektron  in 
eine  Kugel  vom  Radius  a  ein,  so  muß 

(63a)  r  ^  a 

b. 
sein.  Zweitens  aber  muß,  damit  die  Veränderung  von  -'   in  der 

Zeit     ---- ,  während  deren  die  Kugel  über  das  Elektron  hin  weg- 
streicht, für  keinen  der  Aufpunkte  in  Betracht  kommt, 

^  e(c— I  ü  !) 

sein  (ii  stellt  den  Beschleunigungsvektor  dar).  )| 

Nur   dann,   wenn    die  Abmessungen  des  Elektronsf 
so    klein,  die  Beschleunigung    so   gering  und  die   Ge-   j 
schwindigkeit   von    der  Lichtgeschwindigkeit   so  ent- 
fernt ist,  daß  die  Bedingungen  (63a)  und  (63b)  erfüllt 
sind,  ist  es  gestattet,  das  Elektron  durch  eine  Punkt- 
ladung zu  ersetzen. 
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Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  läßt  sich  die  Berech- 
nung des  Vektorpotentiales  nach  der  Formel  (50  a)  in  ent- 
sprechender Weise    durchführen.    Es    tritt   nur   an    die  Stelle 

des  Skalars  q  der  durch  (10)  bestimmte  Vektor  q     -  Schließen 

wir  Rotationen  des  Elektrons  aus,  so  hat  d  für  alle  Punkte 
desselben  den  gleichen  Wert;  es  ist  der  Beitrag  jeder  einzelnen 
Scheibe  zum  Vektorpotential 

Ist  nun  die  Bedingung  (63  b)  erfüllt,  so  ist  auch  die  Ände- 
rung,  welche       beim  Hinwegstreichen  der  mit  Lichtgeschwin- 

I   digkeit  bewegten  Kugel  über  das  Elektron  erfährt,  zu  vernach- 
'    lässigen,  und  es  führt  die  Integration  über  die  einzelnen  Scheiben 
ohne  weiteres  zum  Ausdruck 


de 
c 
r 


elektromagnetischen  Vektorpotentiales. 

Die  Formeln  (63)  uiid  (64)  für  die  elektromagnetischen 
Potentiale  einer  bewegten  Punktladung  sind  von  A.  Lienard*) 
und  E.  Wiechert^)  abgeleitet  worden.  Infolge  der  geringen 
Abmessungen  des  Elektrons  erweisen  sie  sich  auch  für  ziemlich 
beträchtliche  Beschleunigungen  und  bis  unmittelbar  an  die 
Lichtgeschwindigkeit  heran  als  gültig.  Der  Fall  unstetiger  Be- 
wegung des  Elektrons  hingegen  sowie  der  Fall  einer  beschleu- 
nigten Bewegung  mit  Lichtgeschwindigkeit  liegen  nicht  in 
ibrem  Gültigkeitsbereiche,  weil  hier  die  Bedingung  (63  b)  nicht 
mehr  erfüUt  ist.  Auch  ungleichförmige  Bewegungen  mit  Über- 
lichtgeschwindigkeit dürfen  nicht  auf  Grund  dieser  Formeln 
behandelt  werden,  weil  es  bei  solchen  Bewegungen  immer  Auf- 
punkte gibt,  wo  c  —  ü^  =-  c  I  Ö  I  cos  (ö,  r)  gleich  Null  wird;  nach 


1)  A.  Lienard,  L'eclairage  ^1.    16.    (1898)    S.  5,  53,  106. 

2)  E.  Wiechert,  Arch.  neerland.    5.    (1900)    S.  549. 
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solclien  Aufpunkteri  hin  eilt  die  sicli  zusammenziehende  Kugel 
mit  derselben  Geschwindigkeit  wie  das  Elektron,  so  daß  b  bei 
der  Integration  über  das  Elektron  nicht  als  konstant  angesehen 
werden  darf.  Auch  die  Anwendung  auf  gleichförmige  Bewegung 
mit  Überlichtgeschwindigkeit  gibt  sich  dadurch  als  unzulässig 
kund,  daß  es  Aufpunkte  gibt,  für  welche  der  Nenner  in  (63) 
bzw.  (64)  verschwindet.  In  solchen  Aufpunkten  drängen  sich, 
da  die  zusammenschrumpfende  Kugel  stets  die  mit  Überlicht- 
geschwindigkeit bewegte  Punktladung  trifft,  die  zu  aUen  vor- 
angegangenen Zeiten  entsandten  Beiträge  zusammen;  daher 
rührt  das  Unendlichwerden  der  Ausdrücke  (63)  und  (64).  Das- 
selbe fällt  fort,  wenn  man  die  Elektrizität  des  Elektrons  auf 
einen  Raum  von  endlichen,  wenn  auch  geringen,  Abmessungen 
verteilt  annimmt.  Es  ist  demnach  für  den  Fall  der  Licht- 
geschwindigkeit und  der  Überlichtgeschwindigkeit  der 
Grenzübergang  zur  Punktladung  unzulässig.  Die  An- 
wendung der  Formeln  (63)  und  (04)  zur  Ermittelung  des  Feldes 
eines  bewegten  Elektrons  ist  somit  auf  translatorische  Bewe- 
gungen mit  Unterlichtgeschwindigkeit  einzuschränken. 

Aus  der  Ableitung  dieser  Formeln  geht  hervor,  daß  t  bzw. 
ti  den  Fahrstrahl  vom  Elektron  nach  dem  Aufpunkt  und  die  Ge- 
schwindigkeit des  Elektrons  zu  der  Zeit  t'  bedeuten,  als  die 
mit  Lichtgeschwindigkeit  sich  zusammenziehende  Kugel  das 
Elektron  traf.  Diese  Zeit  ' 

(64a)  t'  =  t-^ 

bestimmt  sich  für  einen  jeden  Aufpunkt,  wenn  die  Bewegung 
des  Elektrons  gegeben  ist;  denn  r  ist  dadurch  als  Funktion 
von  t'  gegeben.  Falls,  wie  weiterhin  angenommen  wird,  die 
Geschwindigkeit  des  Elektrons  kleiner  als  c  ist,  so  kann  die 
Kugel  das  Elektron  immer  nur  ein  einziges  Mal  treffen.  Es 
ordnet  sich  mithin  für  einen  gegebenen  Aufpunkt  P  der  Zeit  t 
der  Ankunft  der  Störung  die  Zeit  t'  des  Entsendens  in  eindeu- 
tiger Weise  zu.   Da  offenbar 

(64b)  %.  =  -  »,  ist, 
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d 


(^'-^c) 


80  folgt  aus  (64a)    §  ^  -V_.^  ^^  ^  1  _  ^  oder 

1  — 
c 

Man  kann  daher  die  Formeln  (63)  und  (64)  auch  folgender- 

I maßen  schreiben:  ,,, 

^        e  dt 

^  ^  r  'dt' 
'  a^       et^  dt' 

^BAus  den  elektromagnetischen  Potentialen  folgt  nach  (28) 
und  (29)  das  elektromagnetische  Feld  der  bewegten  Punkt- 
ladung. 

§  12.  Das  Feld  einer  gleichförmig  bewegten  Punktladung. 

Wir  betrachten  eine  Punktladung,  die  sich  geradlinig  mit 
konstanter  Geschwindigkeit  bewegt.  Es  mag  E'  (Abb.  2)  ihre 
Lage  zur  Zeit  f  gewesen  sein,  als  sie  die  elektromagnetischen 
Potentiale  entsandte,  die  zur  Zeit  t  im  Aufpunkte  P  eintreffen; 
E  sei  hingegen  der  Punkt,  in  dem  die  Ladung  sich  zu  der  Zeit  t 
befindet.  Es  ist  daher 


X 

Abb.  3. 

und  die  Projektion  von  E'E  auf  EF-. 

E'F==t,/-. 

Folglich  ist  FF  =  r{\-  ^'') 


S2  Die  Wellenstrahlung  einer  bewegten  Punktladung 

Wir  können  andererseits  FF  durch  den  von  der  gleich- 
zeitigen Lage  E  des  Elektrons  nach  dem  Aufpunkte  P  hin  ge- 
zogenen Fahrstrahl  91  ausdrücken.  Es  ist 

Da  nun  aus  elementargeometrischen  Gründen  gilt 

sin  x'smi^^  FE  :  E'P  =    »  ;  ^'  :  r  =  '  ^  ' ,    so  folgt  j 

(66)  r(l  -  ^)  =  i2yr=r^n>, 

wohei  abkürzungsweise  gesetzt  ist 

(66a)  ^  =  '|Ul.     .  f 

Da    die   Geschwindigkeit   der  Punktladung  kleiner  ist  als   die 
Lichtgeschwindigkeit,  so  ist  ß  ein  echter  Bruch. 
Die  Formeln  (63)  und  (64)  ergeben  jetzt 


(66b)  ^  =   ~~=. 


(66  c)  «  =  ——-^4=  : 

cR^i  —  |S«8in*i^  ) 

als  die  elektromagnetischen  Potentiale  einer  gleich- 
förmig bewegten  Punktladung.  Wie  man  sieht,  hängt 
ihr  Wert  zur  Zeit  t  nur  ab  von  der  Lage  des  Aufpunktes,  be-  j 
zogen  auf  die  gleichzeitige  Lage  des  Elektrons  und  auf  die  j 
Bewegungsrichtung.  Führen  wir  Koordinaten  X,  Y,  Z  ein,  ■ 
mit  E  als  Koordinatenursprung  und  der  Bewegungsrichtung  | 
als  X-Achse,  so  gilt 

(67)  ^^{,    «,  =  -^i      51  =«,  =  0, 


(67  a)        s  =  R ]/i  -  j3«sin V  =  /X^  -f  (f  -  ß^)  (  P  -f-  Z^j 
gesetzt  wird. 

Bezogen  auf  ein  mit  dem  Elektron  mitbewegtes  Bezugs- 
system, sind  die  elektromagnetischen  Potentiale,  und  mithin 
die  Felder  des  elektrischen  und  des  magnetischen  Vektors,  von 
der  Zeit  unabhängig. 


^12 
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Indem  wir  das  mit  dem  Elektron  translatorisch  bewegte 
Bezugssystem  zugrunde  legen,  könneii  wir  das  elektromagnetische 
Feld  aus  (28),  (29)  ohne  weiteres  ableiten.  Wir  haben  nur 
^u  beachten,  daß  die  vom  bewegten  Bezugssystem  aus  beur- 
teilte zeitliche  Änderung  von  Sl^.,  welche  gleich  null  ist,  sich 
folgendermaßen  dtirch  die  auf  ein  ruhendes  Bezugssystem  be- 
zogenen Ableitungen  ausdrückt: 

-W  +  Kj^-0, 

während  die  Ableitungen  nach   den  Koordinaten  im  ruhenden 
Systeme  die  gleichen  Werte  haben  wie  im  bewegten.   Mithin  gilt 

c    dt    ~       P  dX' 
Es  ergibt  daher  (29)  * 


I 


b) 


ff    -        ^*4- 
ff    --^* 


^*'  =  -  (1  -  a»)^_* 


dx 


dx 


dz 


(1  -  n"^- 


nach  Ausführung  der  Differentiationen  folgt 
(6Tc)ff,  =  (l-/J')'-^,    6 

oder,  in  vektorieller  Schreibweise 
(61d)  (S^(l-ß^)'-l 


=  (1 


ß')  "4 


Der  elektrische  Vektor  weist  parallel  dem  von  der 
jeweiligen  Lage  des  Elektrons  aus  gezogenen  Fahr- 
strahl m. 

Andererseits  ergibt  sich  aus  (28)  für  die  Komponenten  des 
magnetischen  Yektors: 


-e) 


#«-= 

0, 

§,= 

2«, 

,^."- 

.a* 
-ßsY-' 

'x) 
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oder,  vektorieU  geschrieben 

(67f)  ^^^\,^^^=J^\,^. 

Der   magnetische  Vektor    steht    senkrecht    auf  der 
Bewegungsrichtung  des  Elektrons  und  auf  dem  Fahr- 
strahl 9i.  Das  durch  (67  d,  f)  bestimmte  Feld  führt  die  Punkt-  '; 
ladung  bei  ihrer  Bewegung  mit. 

Das  elektromagnetische  Feld  einer  gleichförmig  bewegten 
Punktladung  ist  zuerst  von  0.  Heaviside^)  angegeben  worden. 
Es  entspricht  dem  Felde  eines  gleichförmig  bewegten  Elektrons 
in  Entfernungen,  die  groß  gegen  die  Abmessungen  des  Elek- 
trons sind. 

Wir  berechnen  noch  den  durch  die  Grundgleichung  (V) 
bestimmten  Vektor  -,  r      n 

S  =  ®  +  ■  [»&]; 

derselbe  gibt  die  elektromagnetische  Kraft  an,  welche  auf  die 
Einheit  der  mitbewegten  Ladung  wirkt.   Es  ist  nach  (67  b,  e) 

5.=  e.        =.-(i-/3^)f|, 

oder,  vektorieU  geschrieben 


(68)  g  =  -  V ^;     'P-  =  (1  -  ß^)' . 

s 

Die  elektromagnetische  Kraft  auf  die  mitbewegte- 
Einheit  der  Ladung  stellt  sich  als  negativer  Gradient 
eines  Skalars  W  dar.  Dieser  wird  das  „Konvektions- 
potentiaP'  genannt. 

Die  Flächen  konstanten  Konvektionspotentiales: 
(68  a)  s^  =  X2  +  (1  -  ß^)  (72  -f  Z')  =  Constans 

sind  abgeplattete  Rotationsellipsoide;    ihr  Mittelpunkt  fällt  in 
die  Punktladung,  ihre  Rotationsachse  in  die  Bewegungsrichtung; 
ihr  Achsen  Verhältnis  ist 
(68  b)  >/r=^:l. 

1)  0.  Heariside,  Electrica!  papers  II.    S.  495 


Diese  Ellipsoide  werden  Heaviside-Ellipsoide  genannt; 
ihre  Abplattung  wächst  mit  wachsender  Geschwindigkeit  der 
Ladung. 

Setzt  man  ß  =  0,  so  geht  das  Feld  des  Vektors  ^  in  das 
elektrostatische  Feld,  das  Konvektionspotential  ^  in  das  elektro- 
statische Potential  über;  die  Schar  der  einander  ähnlichen 
Heaviside-Ellipsoide  wird  zu  einer  Schar  konzentrischer  Kugeln. 
In  der  Theorie  der  Konvektionsstrahlung  spielt  das  Konvektions- 
potential eine  ähnliche  Rolle  wie  das  elektrostatische  Potential 
in  der  Elektrostatik.  Die  Äquipotentialflächen  eines  ruhenden, 
geladenen  Körpers  sind,  in  großer  Entfernung  von  dem  Körper, 
stets  konzentrische  Kugeln.  Dementsprechend  nehmen  die 
}•  lachen  konstanten  Konvektionspotentiales,  in  dem  von  einem 
gleichförmig  bewegten  Elektron  erregten  Felde,  in  großen 
Entfernungen  vom  Elektron  stets  die  Form  von  Heaviside- 
Ellipsoiden  an;  senkrecht  zu  diesen  Flächen  ist  die  Kraft  ge- 
richtet, welche  das  Elektron  auf  eine  mit  gleicher  Geschwindig- 
mMi  ihm  parallel  bewegte  Ladung  ausübt. 

^H  Die  Feldstärken  (67  d,  f)  nehmen,  mit  wachsender  Entfer- 
^Hbg  von  der  erregenden  Ladung,  umgekehrt  proportional  dem 
V^^adrat  der  Entfernung  ab.  Bei  gleichförmiger  Bewegung  des 
Elektrons  bildet  sich  demnach  keine  Wellenzone  aus,  es  findet 
keine  Energieabgabe  durch  Strahlung  statt,  sondern  es  wird  die 
Energie  vom  Elektron  konvektiv  mitgeführt.  Das  gleichför- 
mig bewegte  Elektron  stellt  eine  reine  Konvektions- 
strahlung dar.  Eine  WeUenstrahlung  wird  nur  dann  entsandt, 
wenn  die  Geschwindigkeit  der  bewegten  Ladung  sich  dem  Be- 
trage oder  der  Richtung  nach  ändert. 

§  13.  Das  Feld  einer  ungleichförmig  bewegten  Punktladung. 

Die  allgemeinen  Formeln,  welche  wir  in  §  1 1  für  die  elektro- 
magnetischen Potentiale  einer  Punktladung  gewonnen  haben, 
gestatten  es,  das  Feld  einer  beliebig  bewegten  Punktladung  zu 
ermitteln.  Beschränken  wir  uns  auf  den  Fall  der  Unterlichtge- 
schwindigkeit,   auf   Beschleunigungen,    welche    der    Bedingung 
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(63  b),  und  auf  Entfernungen,  welche  der  Bedingung  (63  a)  ge~  l 
nügen,  so  stellen  die  so  zu  erhaltenden  Formeln  das  Feld  eines  | 
ungleichförmig  bewegten  Elektrons  dar.    Sie  sind  insbesondere  'i 
darum  wichtig,  weil  sie  die  WeUenstrahhmg  eines  beschleunig- 
ten Elektrons  enthalten. 

Wir  schreiben   die  Ausdrücke  (63,  64)   der  elektromagne- 
tischen Potentiale  folgendermaßen: 

(69)  _  _         0=1,  a=:^^ 

wobei  wir  abkürzungs weise 

(69  a)  s  =  r  il  — -  j  =  r (Hr)     setzen. 

Dabei  bedeutet  r  den  Fahrstrahl,  der  von  der  bewegten  Punkt- 
ladung E'  nach  dem  Aufpunkte  P  gezogen  ist.  Wir  nehmen 
P{%y,^)  die  Bewegung  der  Punktladung  als  gegeben  an  und 
betrachten  demnach  die  Koordinaten  |,  r;,  J  von  E"^ 
als  bekannte  Funktionen  von  f.  Die  Komponenten  j 
des  Fahrstrahles  E'  P  (vgl.  Abb.  3)  hängen  daher 
Abb.  3.  «^  YQji  y[QY  Veränderlichen  ab,  nämlich  von  f  und 
den  drei  Aufpunktskoordinaten  a;,  y,  s ;  dasselbe  gilt  mithin  von 
dem  Fahrstrabi  r  selbst  und  von  seinem  Betrag  r.  Deuten  wir 
durch  Verwendung  des  Symbols  der  partiellen  Difierentiation 
nach  t'  an,  daß  die  andern  drei  Variabein  rc,  y,  z  konstant  zu 
halten  sind,  so  gilt: 

Für  die  Geschwindigkeit  der  Punktladung  E' 

(69b)  h  =  -  If, 

für  deren  Komponente  parallel  dem  Fahrstrahl  E'  P 

(69c)  ».  =  -|f> 

endlich  für  die  Beschleunigung  der  Punktladung  E' 

(69d)  »  =  %■ 

Der  zur  Zeit  i!  von  der  Punktladung  E'  entsandte  Beitn 
trifft  nun  nach  Durchlauf ung  des  Latensweges  r  im  Aufpunl 
P  ein,  also  zur  Zeit 
(70)  <"''+!• 
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Ist  andererseits  der  Aufpunkt  P  gegeben  und  die  Zeit  t  der 
Ankunft  der  Störung  in  P,  so  ist  durch  Gleichung  (70)  die 
Zeit  t'  des  Entsendens  in  eindeutiger  Weise  bestimmt.  Es  ist 
diejenige  Zeit,  zu  der  die  auf  den  Aufpunkt  hin  sich  mit  Licht- 
geschwindigkeit zusammenziehende  Kugel  die  Punktladung  trifft. 
Für  den  hier  behandelten  Fall  der  Unterlichtgeschwindigkeit  ist 
Zeit  und  Ort  des  Treffens  eindeutig  bestimmt,  wenn  die  Bewe- 
gung der  Ladung  gegeben  ist.  Bei  gegebenem  Aufpunkt  ordnet 
sich  also,  gemäß  (70),  einer  jeden  Zeit  t  der  Ankunft  eine 
Zeit  t'  des  Entsendens  zu: 

'  iJa,  wie  oben  erwähnt,  r  eine  Funktion  von  Xj  «/,  ^,  t'  ist,  so  ist, 

vermöge  (70a),  t'  implizite  von  Xy  y^  Sy  t  abhängig. 
,         Wir  werden  es  nun  im  folgenden  mit  Funktionen 

Wk  (p(x,y,s,t,r) 

^Hö  Veränderlichen  zu  tun  haben.  Wir  wollen  durch  eine  mit 
TBm  Index  f  versehene  Klammer  andeuten,  daß  die  Differentia- 
tionen nach  einer  der  ersten  4  Yariabeln  bei  konstant  gehaltenem 
/'  vorzunehmen  sind;  dagegen  soll  das  Zeichen  partieller  Ab- 
leitung schlechtweg  verwandt  werden,  wenn  zuerst  f  als  Funk- 
tion von  rr,  ?/,  s,  t  ausgedrückt  und  erst  dann  die  Differentiation 
a^h  einer  dieser  4  Größen  ausgeführt  wird.   Dann  gilt 

dq>  _  [dq>\     ■    d(p  dt' 
dx  ~  VdxJt''^  dt'  dx^ 

dt  ~  [jtjt'^  dT'  dt' 
Es  ist  z.  B.,  wenn  für  cp  der  Abstand  E'  P  =  r  gesetzt  wird, 
Ihn  n  ^♦*        /^r\    I    dr  dt' 

dr       (dr\    ,    dr  dt' 

d 

Wie  oben  bemerkt,  hängt  jedoch  r  nur  von  Xj  y,  z  und  t'  ab, 
aber  von  t  nicht  explizite.  Man  hat 

(70f)  (Vr>=I,     g),  =  0; 


/^-^  X  dr       /dr\        dr  dt' 
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berücksichtigt  man  außerdem  GL  (69  c),  so  wird 

(70h)  Vr=  ^ -ti,V^'. 

Andererseits  folgt  aus  (70  a) 

(70k)  Vr  =  -  |Vr. 

Aus  (70  g,  i)  erhält  man,  mit  Rücksicht  auf  (69  a): 

(^01)  %-   \-l 

1  -  — 
c 

und  aus  (70h,  k): 

(70m)  Vf^-'~-  -V  =  -  '-  1^'; 

^  ^  er  ti^  er  ot^ 

1  _ 
c 

gemäß  (70  k)  gilt  mithin 
.(70n)  Vr=^|^.  ^ 

Die  allgemeine  Regel  (70b)  nimmt,  durch  Einführung  von 
(70m),  folgende  Form  an 
.(71)  V^  =  (V,p),.-^|||^. 

Um  aus  den  elektromagnetischen  Potentialen  (69)  das  Feld 
ableiten  zu  können,  müssen  die  Ableitungen  des  durch  (69  a)  ge- 
gebenen Skalars  s  nach  Xy  y,  z,  t  bekannt  sein;  gemäß  (70g,  n)  gilt 

(71a)  ^^^  =  _«,._  _.^,_(ör), 

(71b)  v.  =  i|^-iv(t.r). 

Da  nun  r  und  t)  von  t  explizite  nicht  abhängen,  so  wird, 
nach  (70  c)  und  (69  b,  d) 

d    /...A  f  /^„^  ^9]  dt' 


(71c)  |^(«r)  =  {(»r)-B^}|^; 

andererseits  folgt  aus  (71) 

(71d)  V(dr)=(v(tir))^,-f^{(öt)-d^ 


er 
dt 
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Die  Komponenten  von  b  sind  lediglich  von  t'  abhängig;  bei 
konstantem  t'  hat  man  also 

{h  (^'^)).=  Gl  ^^^(^  -  ^^  +  ^^^  ^  '^^  +  ^^^^  -  ^^)).==  '- 

also  (V(dr)V=  o. 

Es  wird  somit 
(71e)  V(BT)  =  tt-f^{(B.)-»fg^- 

Schließlich  setzen  wir  (71c,  e)  in  (71a,  b)  ein,  und  erhalten 

lg)        ^^  =  -c  +  7ii-^  +  -c^m' 

Aus    den    elektromagnetischen  Potentialen  (69)  leitet  sich 
jetzt  auf  Grund  der  Gl.  (28,  29)  das  elektromagnetische  Feld  ab : 

II  |§  =  -curl{-}.  Es  wird 

a  t)  nur  von  t'  abhängt,  so  ist  zu  setzen 

-^  =  6  -Tri,  und,  gemäß  (70m) 

curlti  =  [V^'ü]  =  -;^rr6]|^; 


Ib)  §  =  ^{^[tlV5]  +  ^curlll}; 


h  ist,  nach  (71f,g)  und  (701) 

^   c^  dt       \r        c  j  * 


I 

^o  abkürzungsweise  gesetzt  ist 

(72c)  j=i-?;  +  4»). 

Es  werden  also  die  Feldstärken 


(IS) 


Abraham.  Theorie  der  Elaktrizit&t.   II.   4.  Auä. 
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Die  Formeln  (73)  stellen  das  elektromagnetische  [i 
Feld  einer  beliebig  bewegten  Punktladung  dar.  Die  ji 
elektrische  Feldstärke  setzt  sich  aus  zwei  Vektoren  zusammen.  IJ 
Der  erste  Vektor  ist  der  Beschleunigung  der  Punktladung  zur  | 
Zeit  f  entgegengerichtet.  Der  zweite  Vektor  ist  parallel  zu         j 

(73a)  iH=r!l-^Ut-tt'-  ' 


c  ! 

Um   diesen  Vektor   geometrisch  zu  deuten,  gehen  wir  auf  ^ 
die  Abbildung  2  auf  S.  81  zurück.  Wir  haben  es  hier  allerdings  | 
nicht    wie   dort  mit  gleichförmiger,    sondern  mit  ungleichför-  !' 
miger  Bewegung    zu   tun.    Betrachten  wir  indessen,   statt  der  l 
wirklichen  Bewegung,    eine    solche,    die  gleichförmig  mit  der  i 
Geschwindigkeit  D  erfolgt,  welche  die  Punktladung  gerade  zur 
Zeit  f  des  Entsendens  (im  Punkte  E")  besaß,  so  wird  sie  wäh- 
rend   der    Latenszeit  —  die    Strecke  E'E  ==  ti  •  -   beschreiben. 
c  c 

91  wird  dann  der  Vektor  EP  der  Abb.  2,  der  von  dem  gleich- 
zeitigen Orte  des  Elektrons  nach  dem  Aufpunkte  hin  gezogen 
ist.  Diesem  Fahrstrahl  parallel  weist  der  zweite  Bestandteil  des 
elektrischen  Vektors.  Bei  einer  wirklich  gleichförmigen  Bewe- 
gung geht  er  in  (67  d)  über. 

Den  magnetischen  Vektor  können  wir  in  der  Form  schreiben 

(73b)  §  =  J[re]; 

derselbe  steht  mithin  senkrecht  auf  dem  vom  Orte  des  Ent- 
sendens E'  nach  dem  Aufpunkte  hin  gezogenen  Fahrstrahl  und 
auf  dem  elektrischen  Vektor. 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage,  den  allgemeinen  Ausdruck 
der  elektromagnetischen  Kraft  anzugeben,  welche  die  Punkt- 
ladung e  auf  eine  zweite,  zur  Zeit  t  den  Aufpunkt  P  mit  der 
Geschwindigkeit  ti'  durcheilende  Punktladung  e'  ausübt.  Diese 
Kraft  ist,  der  Grundgleichung  (V)  gemäß, 

e'§  =  e'{g+f  [»'§]}• 

Durch  Einführung  von  (73  b)  erhalten  wir 

e'g  =  e'{<i+,',[»'[te]]} 


p 
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und  erkennen,  daß  die  Kraft  in  der  Ebene  der  Vektoren  r 
und  05  liegt.  Nach  Regel  (d)  der  FormelzusammensteUung  in 
Bd.  I  können  wir  auch  schreiben 

(73c)  e'S  =  e'je(l-~)  +  ,^(»'6))- 

Wir  können  diese  Kraft  mit  K.  Schwarzschild ^)  als  „ele- 
mentare elektrodynamische  Kraft"  bezeichnen.  Dieselbe 
hängt  ab  von  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  der  Ladung 
e  zur  Zeit  des  Entsendens  und  von  der  Geschwindigkeit  der 
Ladung  e\  auf  welche  die  Kraft  wirkt,  zur  Zeit  des  Eintreffens 
'l^r  Erregung. 

In  der  Fernwirkungstheorie  der  Elektrodynamik  stellte 
man  ein  Elementargesetz  für  die  Wechselwirkung  zweier  elek- 
trischer Ladungen  an  die  Spitze  und  suchte  auf  dieses  die  ganze 
Theorie  zu  begründen.  Wir  haben,  den  Vorstellungen  der 
Maxwellschen  Theorie  gemäß,  die  einfache  und  strenge  Grund- 
lage der  Elektrodynamik  in  den  Differentialgleichungen  des 
elektromagnetischen  Feldes  gösehen.  Als  entfernte  Folgerung 
jener  Grundgleichungen  hat  sich  nunmehr  ein  Elementar gesetz 
für  die  Wechselwirkung  zweier  Elektronen  ergeben;  dasselbe 
ist  indessen  weder  einfach  noch  in  Strenge  gültig.  Wissen 
wir  doch,  daß  das  wirkende  Elektron  nur  dann  als  Punkt- 
ladung betrachtet  werden  darf,  wenn  die  Bedingungen  (63  a) 
und  (63  b)  erfüllt  sind.  Nur  in  dem  durch  diese  Bedingungen 
eingeschränkten  Gültigkeitsbereiche  wird  man  das  Elementar- 
gesetz (73  c)  anwenden  dürfen.  Innerhalb  dieses  Bereiches  kann 
man,  wenn  die  Bewegung  des  ersten  Elektrons  vorgegeben  ist, 
aus  Gleichung  (70)  für  jeden  Ort  des  zweiten  Elektrons  die  zu- 
gehörige Zeit  t'  des  Entsendens,  und  aus  (73c)  die  zur  Zeit  t 
auf  das  zweite  Elektron  ausgeübte  Kraft  ermitteln.  Um  aber 
die  Rückwirkung  auf  das  erste  Elektron  berechnen  zu  können, 
muß  man  die  Beschleunigung  kennen,  welche  diese  Kraft  dem 
zweiten  Elektron  erteilt;  hierfür  reichen  jedoch  die  bisherigen 
Entwickelungen  keineswegs  aus.  Vielmehr  werden  wir  zur  Be- 

1)  K.  SchwarzBchüd,  Gott.  Nachrichten  (1903)  S.  132. 
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rechnung  der  Bewegung  eines  Elektrons  bei   gegebener  Krai 
erst  im  nächsten  Kapitel  die  Hilfsmittel  gewinnen.   Dort  werde;  j 
wir  auf  die  Grundgleichungen  (I)  bis  (V)  zurückgehen,  und  i'l 
einfachen  Fällen   näherungsweise    gültige  Lösungen    derselbe  ;i^ 
ermitteln.   Solange  uns  die  Lösung  des  „Einelektronproblemes  | 
noch  unbekannt  ist,  kann  uns  das  Gesetz  der  elementaren  elektrcl 
dynamischen  Kraft  nur  von  geringem  Nutzen  sein.  Es  bestimm  | 
zwar  die  Kraft,  aber  nicht  die  Bewegung,  welche  sich  die  beide:  ä 
Elektronen  gegenseitig  mitteilen;  es  führt  nicht  einmal  zur  Aufstell 
lung  der  Differentialgleichungen  des  „Zweielektronenproblems'^^ 
In  der  Wellenzone,  wo  die  Feldstärken  umgekehrt  propor| 
tional  der  Entfernung  r  abnehmen,  vereinfachen  sich  die  Aus 
drücke  (73)  der  Vektoren  @,  §.   Es  wird,  gemäß  (72c) 

®  =  -  rT^  U)  +  -r^<^  ^'')  h  -  -c]  U;  • 

Nach  (73a)  ist  (rlR)  =  r^  -  (dr)  ^  =  r^ (l  -  ^\ 

mithin,  in-  Folge  von  (701)     (JRr)  =  r^  (^')"' •  { 

Demnach  können  wir  schreiben  I 

oder  nach  Regel  iß)  der  Formelzusammenstellung  in  Bd.  I 

(^4)  e=,4.gy[t[9i6]]. 

In    der    Wellenzone    steht,   nach  (74),    der    elektrische 
Vektor   senkrecht  auf  dem  Fahrstrahl  r,  der  von  der 
Orte  H,'  des  Entsendens  aus  gezogen  ist.   Er  liegt  \\ 
der  Ebene  der  Vektoren  91  und  ö. 

Da  andererseits,  nach  (73  b),  der  magnetische  Vektor  §  au 
t    und    ^    senkrecht    steht,    so    folgt:    in    der    Welle nzoni 
stellen    ^,    §   und  r    ein   System    dreier    wechselseitig 
aufeinander    senkrechter    Richtungen    dar;    der    elekl 
trische  Vektor  ist  dem  Betrage  nach  dem  magnetischen^ 
gleich.   Der  Strahlvektor 
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«^eist  parallel  dem  von  der  Punktladung  E'  aus  ge- 
'.ogenen  Fahrstrahl. 

Es  liegen  demnach  hier  durchaus  dieselben  Verhältnisse  vor 
wie  in  der  Wellenzone  eines  ruhenden  Dipols  (vgl.  §  9).  Die 
etzt  erhaltenen  Formeln  müssen  natürlich  bei  langsamer  Be- 
legung des  Elektrons  in  die  damals  aufgestellten  Foimeln 
ibergehen.  Das  trifft  in  der  Tat  zu;  denn  nehmen  wir  |  ti  |  klein 

regen  c  an  und  setzen   demgemäß    ^^  -  =  1,  so  ergibt  (74)  den- 

elben  Ausdruck  von  (S,  welcher  dort  aus  (54 a,  b)  folgte;  nur 
las  Vorzeichen  ist  verschieden,  weil  wir  dort  die  Ladung  gleich 
-  e,  hier  gleich  e  gesetzt  haben,  ohne  das  Vorzeichen  von  e  zu 
)erücksichtigen.  Die  nunmehr  gewonnenen  allgemeinen  Formeln 
lir  die  Feldstärken  der  entsandten  Wellen  unterliegen  nicht 
len  Einschränkungen,  unter  denen  wir  das  Problem  der  Licht- 
itrahlung  behandelten;  sie  bestimmen  die  Wellenstrahlung, 
lie   von    einem    beschleunigten"  Elektron    ausgesandt 

Kauch  dann,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Elek- 
von  der  Ordnung  der  Lichtgeschwindigkeit  wird, 
lie  Überlichtgeschwindigkeit,  die  unmittelbare  Nachbar- 
chaft  der  Lichtgeschwindigkeit,  sowie  der  Fall  einer  außer- 
»rdentlich  raschen,  stoßartigen  Geschwindigkeitsänderung,  sind 
lurch  die  Bedingung  (63b),  die  allen  unseren  Ent Wickelungen 
ugrunde  liegt,  ausgeschlossen.  In  den  beiden  nächsten  Para- 
graphen werden  wir  aus  diesen  Ergebnissen  weitere  Folgerungen 
iehen.  Wir  werden  die  gesamte  Energie  und  Bewegungsgröße 
•erechnen,  die  von  einer  rasch  bewegten  Punktladung  ausge- 
trahlt  wird,  und  werden  alsdann  die  Rückwirkung  der  Strah- 
ang  auf  die  bewegte  Ladung,  in  allgemeinerer  Weise  als  im 
'9,  bestimmen. 

Jl  14.  Theorie  des  bewegten  leuchtenden  Punktes. 
Strahlung  des  gebremsten  Elektrons. 

Die  Kenntnis  der  Energie  und  der  Bewegungsgroße,  die 
in  beliebig  rasch  bewegtes  Elektron  bei  einer  Geschwindigkeits- 
nderung  ausstrahlt,  ist,  entsprechend  der  Mannigfaltigkeit  der 


I 
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von  der  Elektronentheorie  umfaßten  Vorgänge,  in  mehrfache] 
Hinsicht  von  Wichtigkeit.  Erstens  kann  man  auf  Grund  diese] 
Kenntnis  sich  ein  Urteil  darüber  bilden,  inwieweit  es  gestatte! 
ist,  bei  einer  ungleichförmigen  Elektronenbewegung  die  Energie 
und    die    Bewegungsgröße    als    vom    bewegten   Elektron    mit 
geführt    anzusehen.    Bei  einer  stationären  geradlinigen  Bewe- 
gung ist  das  stets  gestattet;  diese  stellt  eine  reine  Konvektions- 
Strahlung  dar.    Die  ungleichförmige  Bewegung  ist  keine  reintl 
Konvektionsstrahlung,    ein  Teil  der  Energie  und  Bewegungs  f 
große  wird  dabei  in  Wellenstrahlung  verwandelt.    Bei  wenig  4 
beschleunigten    „quasistationären"  Bewegungen  kommt  jedocll 
die  ausgestrahlte  Energie  und  Bewegungsgröße  gegenüber  dei 
mitgeführten  kaum  in  Betracht;    sie  kann  bei  manchen  Auf- 
gaben, z.  B.  bei  der  Ermittelung   der  Beschleunigung  und  Ab- 
lenkung   der  Elektronen    durch    äußere  Felder,  ganz   vernach- 
lässigt werden.  Wann  diese  Vernachlässigung  gestattet  ist  und| 
wann  nicht,  das  kann  man  erst  dann  beurteilen,  wenn  man  diel 
ausgestrahlten  Anteile  der  Energie  und  der   Bewegungsgröße  | 
kennt.  ! 

Treffen  die  im  Kathodenstrahle  bewegten  Elektronen  aulj 
die  Antikathode,  so  werden  sie  gebremst,  und  entsenden  dabei? 
eine  Wellenstrahlung.  Diese  „Bremsstrahlung"  bildet  einen  Be-| 
standteil  der  von  der  Antikathode  ausgehenden  Röntgenstrahlen 
(§  3).  Die  Beziehung  zur  Theorie  der  Röntgenstrahlen,  auf  diej 
wir  am  Schlüsse  des  Paragraphen  zurückkommen,  verleiht  diesen 
Entwickelungen  ebenfalls  ein  gewisses  Interesse. 

Drittens  aber  ist  die  Kenntnis  der  allgemeinen  Gesetze  der 
Wellenstrahlung  einer  beschleunigten  Punktladung  für  die  Optik  | 
bewegter  Körper  von  Bedeutung.  Wir  haben  in  §  9  ein  elektro-  i 
magnetisches  Modell  des  ruhenden  lichtaussendenden  Molekülesj 
kennen  gelernt;  wir  haben  angenommen,  daß  es  aus  einem  j 
ruhenden  positiven  und  einem  schwingenden  negativen  Elektron ' 
besteht,  und  gezeigt  (§  10),  daß  die  normale  Form  des  Zeeman- 1 
Effektes  durch  dieses  denkbar  einfachste  elektromagnetische' 
Modell  erklärt  wird.  Hat  man  es  nun  mit  einem  bewegten  Mol 
kül  zu  tun,  so  wird  man  in  Verfolgung  jener  Vorstellung  ei 
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positives  und  ein  negatives  Elektron  sich  denken  müssen;  die 
.Bewegung  des  positiven  ist  durch  die  Bewegung  des  Moleküles 
bestimmt,  während  das  negative  Elektron  um  das  bewegte  po- 
sitive schwingt.  Ein  solcher  bewegter  und  gleichzeitig 
schwingender  elektrischer  Dipol  stellt  das  einfachste 
Modell  des  bewegten  leuchtenden  Punktes  dar. 

Wir  werden  zuerst  die  im  vorigen  Paragraphen  erhaltenen 
Ergebnisse  auf  das  Problem  des  bewegten  leuchtenden  Punktes 
anwenden. 

Bevor  wii-  dazu   übergehen,  wollen  wir  unsere  Theorie  zu 

einigen  allgemeineren  Prinzipien   in  Beziehung  setzen,   die  für 

die  Optik  bewegter  Körper  von  Wichtigkeit  sind.  Wir  denken 

s  wieder  den  ruhenden  Aufpunkt  P  und  den  bewegten  Dipol, 

ir  jetzt  den  bewegten  leuchtenden  Punkt  E'  darstellt;  wir  ver- 

hen  unter  t'  die  Zeit,  zu  der  das  Licht  von  dem  bewegten  Punkte 

'  ausgesandt  wird,  unter  t  die  Zeit,  zu  der  es  den  ruhenden 

unkt  F  erreicht.  Diese  beiden  Zeitpunkte  sind  durch  die  Glei- 

^chung  (64a)  verknüpft;  aus  ihr  haben  wir  die  Beziehung  (64c) 

^■bgeleitet;  wir  wollen  dieselbe  schreiben 

^^  ^  dt         l  —  ßcos(p^ 

indem  wir  mit  ß  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeit  |  tl 
leuchtenden  Punktes  zur  Lichtgeschwindigkeit  c 
bezeichnen  und  mit  g)  den  Winkel,  den  zur  Zeit  (f) 
des  Entsendens  der  Geschwindigkeitsvektor  t)  mit 
m  nach  dem  Aufpunkte  hin  gezogenen  Fahr- 
strahl r  einschloß.  Die  in  der  Zeit  dt'  von  dem 
bewegten  leuchtenden  Punkte  entsandten  ^^^-  *• 

Lichtwellen  durcheilen  den  ruhenden  Punkt  P  in  der 
durch  (75)  bestimmten  Zeit  dt 

Die  Abbildung  (4)  veranschaulicht  die  Verhältnisse.  Zur 
Zeit  t'  befindet  sich  die  Lichtquelle  in  E\  zur  Zeit  t'  -f  df 
in  i^,  so  daß  E'F'  =  tidt'  den  in  der  Zeitspanne  df  von  ihr  zurück- 
gelegten Weg  darstellt.  Die  in  dieser  Zeitspanne  entsandte 
Welle  ist  zur  Zeit  t  zwischen  zwei  exzentrischen  Kugeln  einge- 
schlossen, von  denen  die  äußere  E'j  die  innere  P"  zum  Mittel- 


i     dei 

m 
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1 
punkte  hat;  erstere  ist  mit  dem  Radius  c  {t  —  t'),  letztere  mit  i| 

dem  Radius  c  {t  —  f  —  dt')  geschlagen.  Mit  Rücksicht  auf  die 

exzentrische  Lage  der  Kugeln  gilt  für  ihren  Abstand,  d.  h.  für 

die  Wellenbreite: 

(75a)        dl  ==  cd  f  ~  \ti  \df  cos  q)  =  cdt' (1  —  ß  coag)). 

Die  WeUenbreite  ist  größer  oder  kleiner  als  cdt\  je  nachdem 
der  Fahrstrahl  E'P,  länge  dessen  die  Welle  fortschreitet,  mit 
der  Bewegungsrichtung  E'F'  der  Lichtquelle  einen  stumpfen 
oder  einen  spitzen  Winkel  einschließt.  Da  nun  die  Zeit  des 
Hinwegstreichens  der  WeUe  über  einen  festen  Aufpunkt  P  ge- 
geben ist  durch  dl  =  cdtj  so  folgt 
(75b)                           dt^df(l  -  ßco8(p), 

eine  mit  (75)  übereinstimmende  Beziehung. 

Die  Gleichung  (75)  stellt  die  allgemeine  Fassung  des  so- 
genannten „DopplerschenPrinzipes"  für  eine  bewegte  Licht- 
quelle dar.  Wir  gelangen  zu  der  gewöhnlichen  Fassung  dieses 
Prinzipes,  indem  wir  die  Gleichung  auf  den  Fall  periodischer 
Schwingungen  des  lichtentsendenden  Dipols  anwenden;  wir  be- 
zeichnen mit  r\  V  Schwingungsdauer  und  Frequenz  der  Schwin- 
gungen des  Dipols,  mit  r,  v  hingegen  diejenige  Schwingungs- 
dauer und  Frequenz,  welche  der  ruhende  Beobachter  in  P  wahr- 
nimmt. Erfolgt  die  translatorische  Bewegung  des  leuchtenden 
Punktes  während  einer  Schwingung  merklich  gleichförmig  und 
geradlinig,  so  gilt  die  Beziehung  (75),  welche  die  Zeitdauer  des 
Entsendens  mit  der  des  Auffangens  verknüpft,  auch  für  die  ge- 
samte Dauer  der  in  der  Lichtquelle  bzw.  in  dem  ruhenden  Auf- 
punkte P  stattfindenden  Schwingungen;  es  wird 

(75c)  L=»=         1 ; 

^        ^  T        V         1  — 15  COS  qp ' 

dies  ist  die  gewöhnliche  Fassung  des  Dopplerschen  Prinzipes. 
Die  Schwingungsdauer  x  der  wahrgenommenen  Schwin- 
gungen wird  verkleinert,  wenn  der  leuchtende  Punkt 
dem  Beobachter  sich  nähert  (qp  ein  spitzer  Winkel),  sie 
wird  vergrößert,  wenn  der  leuchtende  Punkt  sich  vom 
Beobachter  entfernt  (9  ein  stumpfer  Winkel).  Bei  Annähe- 
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rung  der  bewegten  Lichtquelle  werden  demnacli  alle  Spektral- 
linien  nach  der  violetten,  bei  Entfemnng  nach  der  roten  Seite 
des  Spektrums  verschoben. 

Bekanntlich  dient  das  Dopplersche  Prinzip  in  der  Astro- 
physik zur  Ermittelung  der  Radialgeschwindigkeit  der  Fixsterne. 
Eine  bemerkenswerte  Anwendung  auf  irdische  Lichtquellen  ver- 
dankt man  I.  Stark  ^).  Wie  in  §  3  erwähnt  worden  ist,  sieht 
man  in  den  Kanalstrahlen  positiv  geladene  Ionen,  denen  das 
elektrische  Feld  der  Entladungsröhre  eine  gewisse  Geschwin- 
digkeit erteilt  hat.  Diese  positiven  Ionen  leuchten,  und  da  ihre 
Geschwindigkeit  beträchtlich  ist,  so  war  das  Eintreten  des 
Doppler-Effektes  zu  erwarten,  der  von  I.  Stark  entdeckt  wurde. 

Bisher  haben  wir  nur  den  Fall  in  Betracht  gezogen,  daß 
der  Beobachter  ruht.  Bewegt  er  sich  dagegen  mit  der  Geschwin- 
digkeit b*,  so  braucht  die  WeUe,  die  in  der  Zeit  dt  den  ruhen- 
den Punkt  P  überstreicht,  die  Zeit 

(75d)  ei^*  =  _^-l^  =  - JL_— 


^*  =  ^',    <P*-^t,t>^ 


um  über  den  bewegten  Punkt  hinwegzustreichen.  Es  gilt  folglich 
m^-)  dt*  _i-ßcosg> 

^'"'^^  dt'  l  —  ß*C08(p* 

Dies  ist  die  allgemeinste  Fassung  des  Dopplerschen 
Prinzipes.  Sie  fußt  im  Grunde  nur  auf  der  Gleichung  (64a); 
diese  aber  sagt  nichts  anderes  aus,  als  daß  die  Lichtfortpflan- 
zung im  Räume  nach  allen  Seiten  hin  mit  der  gleichen  Ge- 
schwindigkeit erfolgt,  und  daß  das  Licht  seine  Geschwindigkeit 
weder  infolge  der  Bewegung  der  Lichtquelle  noch  infolge  der 
Bewegung  des  Beobachters  ändert.  Nur  diese  Grundvoraus- 
setzung der  elektromagnetischen  Lichttheorie  kommt  bei  der 
Ableitung  des  Dopplerschen  Prinzipes  ins  Spiel.  Es  sind  dem- 
nach nur  die  Feldgleichungen  für  den  Äther,  nicht  die  sonstigen 
Voraussetzungen  der  Elektronentheorie,  die  dem  Dopplerschen 
Prinzipe  zugrunde  liegen. 

1)  I.  Stark.    Ann.  d.  Phys.  21.    (1906)    S.  401. 


98  Die  Wellenstrahlung  einer  bewegten  Punktladung 

Für  periodische  Lichtschwingungen  bestimmen  sich  die 
Schwingungsdauer  t*  und  die  Frequenz  v*j  welche  der  bewegte 
Beobachter  wahrnimmt,  folgendermaßen: 
/7^n  t.^'!L-.^   1  — 13  coB  y 

^^^  X  V*'     1  — ^♦C08(p** 

Bewegen  sich  Lichtquelle  und  Beobachter  einander  parallel 
mit  einer  nach  Richtung  und  Betrag  konstanten  Geschwindig- 
keit, so  ist  /3*  =  ß,     9*  =  gj; 
^s  folgt  demnach  aus  (75  e,  f) 

(75g)  %^\,     r*-=r',     v*-^v'. 

Bei  gemeinsamer  Translationsbewegung  der  Licht- 
quelle und  des  Beobachters  fällt  die  Dopplersche  Kor- 
rektion fort.  Der  bewegte  Punkt  P  wird  in  der  gleichen] 
Zeit  dt'  Ton  der  Welle  überstrichen,  in  der  die  Welle  von  der  j 
bewegten  Lichtquelle  ^'  entsandt  wurde.  Dieser  Satz  findet  j 
seine  Anwendung  auf  das  Licht  irdischer  Lichtquellen,  welches  1 
von  irdischen  Beobachtern  wahrgenommen  wird;  er  lehrt,  daß  die  j 
Schwingungsdauer  des  wahrgenommenen  Lichtes  mit  der  Dauer  j 
der  in  der  Lichtquelle  stattfindenden  Schwingungen  übereinstimmt  i 

Die  zur  Zeit  t'  vom  leuchtenden  Punkte  ausgehende  Störung 
befindet  sich  zur  Zeit  t  auf  einer  Kugel  vom  Radius  r  =  c{t  —  t'\ 
Wir  wählen  die  Zeit  t  so  groß,  daß  die  Kugel  sich  bereits  bis 
zur  Wellenzone  ausgedehnt  hat.  Hier  sind  die  Feldstärken  die 
jenigen,  die  wir  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  kennei 
lernten.  Da  die  Beträge  der  Feldstärken  einander  gleich  sindj 
so  ist  die  elektrische  Energiedichte  der  magnetischen  gleich: 
die  gesamte  Energiedichte  ist 

Stt  l  '    *^  J  4«  « 

Wir  bezeichnen  mit  da  den  körperlichen  Winkel,  unter| 
dem  ein  Flächenstück  der  Kugel  vom  Mittelpunkte  aus  gesehenlj 
wird.  Die  Breite  dl  der  in  der  Zeitspanne  dt'  entsandten  WeUei 
ist  durch  (75a)  gegeben.  Ihre  Energie  beträgt  demnach  | 

^  fd(o  (B'dl  «  dt'  ^  fdco  (B\\  -  ß  cos  (p).  I 
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Dieselbe  ist  zwischen  den  beiden  exzentrischen  Kugelflächen 
der  Abb.  (4)  enthalten;  die  Kugelflächen  dehnen  sich  mit  Licht- 
geschwindigkeit aus;  dabei  nimmt  ($^  umgekehrt  proportional 
zu  r^  ab,  so  daß  die  gesamte  Energie  des  Wellenimpulses  bei 
der  Ansbreitung  im  Räume  sich  nicht  ändert.  Diese  Energie 
ist  in  der  Zeit  dt'  von  der  bewegten  Lichtquelle  in  den  Raum 
entsandt  worden.  Die  in  der  Zeiteinheit  ausgestrahlte 
Energie  beträgt 

<76)  -^-^-  'i^ß<^ ®'(1  -  ^  «»^ <P)- 

Wir  können  die  Strahlung  des  leuchtenden  Punktes  auch 
auf  ^em  anderen  Wege  berechnen,  nämlich  auf  Grund  des 
Poyntingschen  Satzes.  Der  Poyntingsche  Vektor  weist  nach 
Gleichung  (74a)  parallel  dem  Kugelradius;  es  ist  mithin  seine 
in  der  Richtung  des  Radius  genommene  Komponente  seinem 
Betrage  gleich: 
(76a)  @,  =  5==-/-r. 

Der  Poyntingsche  Satz  bestimmt  nun  (vgl.  §  4)  den  Energie- 
strom, der  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit  einer 
ruhenden  Fläche  hindurchtritt.  Dieser  „absolute  Energie- 
strom" ist  gleich  der  Normalkomponente  des  Vektors  S.  Um 
mit  Hilfe  des  Poyntingschen  Satzes  die  ausgestrahlte  Energie 
zu  bestimmen,  müssen  wir  den  leuchtenden  Punkt  durch  eine 
ruhende  Fläche  einschließen;  wir  wählen  zweckmäßigerweise 
eine  Kugel,  welche  zur  Zeit  t  gerade  mit  der  zur  Zeit  f  ent- 
sandten Kugel  zusammenfällt.  Dabei  dürfen  wir  aber  nicht  über- 
sehen, daß  die  Zeit  dtj  während  deren  die  in  der  Zeit  dt'  von 
dem  bewegten  leuchtenden  Punkte  entsandte  Welle  durch  die 
Kugel  tritt,  nicht  an  allen  Punkten  der  Kugel  die  gleiche  ist. 
Sie  bestimmt  sich,  gemäß  Gl.  (75  b),  für  die  verschiedenen  Punkte 
der  Kugel  in  verschiedener  Weise.  Will  man  mit  Hilfe  des 
Poyntingschen  Satzes  die  Energie  bestimmen,  die  von 
einem  bewegten  leuchtenden  Punkte  entsandt  wird,  so 
hat  man  die  Zeit,  während  deren  die  Welle  durch  die 
Stücke  der  ruhenden  Fläche  tritt,   dem  Dopplerschen 
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Prinzipe  gemäß  zu  berechnen.  Die  in  der  Zeit  dt'  entsandte 
Strahlung  wird  dann,  nach  (76  a), 

r^  fdcoSät  -  dr^fdco%\l  -  ß  cos  9). 

Man  sieht  sofort,  daß  für  die  sekundliche  Strahlung  der 
bewegten  Lichtquelle  ein  Ausdruck  folgt,  der  mit  (76)  genau 
übereinstimmt. 

Man  kann  nun  aber  auch  statt  der  ruhenden  Fläche  eine 
mit  dem  leuchtenden  Punkte  mitbewegte  Fläche  zugrunde  legen. 
Für  eine  solche  fällt,  wie  wir  oben  in  (75g)  gezeigt  haben, 
die  Dopplersche  Korrektion  fort.  Die  in  der  Zeit  dt  entsandte 
Welle  tritt  in  dem  gleichen  Zeitintervall  df  durch  die  gleich- 
förmig mitbewegte  Fläche.  Auf  eine  bewegte  Fläche  ist 
aber  der  Poyntingsche  Satz  nicht  ohne  weiteres  an- 
zuwenden. Es  ist  vielmehr  zu  berücksichtigen,  daß  zu  dem  ab- 
soluten elektromagnetischen  Energiestrom,  der  nach  der  Poynting- 
schen  Theorie  im  Räume  stattfindet,  derjenige  Energiestrom 
tritt,  der  allein  eine  Folge  der  Bewegung  der  Fläche  ist.  Der 
letztere  beträgt  für  die  Flächeneinheit 

wenn  ti„  die  parallel  der  äußeren  Normalen  genommene  Kom- 
ponente der  Geschwindigkeit  der  bewegten  Fläche  ist;  denn 
die  Energie,  die  infolge  der  Bewegung  der  Fläche  in  der  Zeit- 
einheit durch  die  Flächeneinheit  tritt,  ist  gleich  ti„,  multipliziert 
mit  der  Energiedichte;  sie  tritt  bei  der  Bewegung  von  außen 
nach  innen;  <S„,  die  Normalkomponente  des  Poyntingschen 
Vektors,  gibt  dagegen  den  durch  die  Veränderung  des  Feldes 
allein  bedingten,  von  innen  nach  außen  tretenden  Energiestrom 
an.  Die  Differenz 
(76b)  @„_|i{g2  +  ^.} 

stellt  den  Energiestrom  durch   die  bewegte  Fläche,   oder,  wie 
wir  sagen  wollen,  den  „relativen  Energiestrom"  dar. 

Die  Anwendung  auf  unsere,  den  gleichförmig  bewegten  leuch- 
tenden Punkt  einschließende  mitbewegte  Kugel  ergibt,   da  die 
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Geschwindigkeit  der  Kugel  mit  ihrer  Normalen  den  Winkel  cp 
einschließt,  und  da  in  der  Wellenzone  (B^  =  §^  ist,  gemäß  (76  a) 

—  @^(c  —  I  b  I  cos  qp)  =  4^^^(1  —  ß  cos  (p) 

als  Wert  des  relativen  Energiestromes.  Die  in  der  Zeit- 
einheit durch   die  ganze  Kugel  hindurchtretende  Energie  wird 

demnach  r*c  /*      ^o/ 

—- I  do^^il  —  ß  cos(p)'^ 

dieser  Ausdruck  stimmt  wiederum  genau  mit  dem  in  (76)  er- 
haltenen Werte  für  die  in  der  Sekunde  ausgestrahlte  Energie 
überein. 

Die   sinngemäße  Anwendung   des  Poyntingschen  Satzes   er- 

Iibt  demnach  in  jedem  Falle  den  richtigen  Wert  für  die  Strah- 
ing,  die  von   der  bewegten  Lichtquelle  entsandt  wird.    Dabei 
ann  man  eine  ruhende  oder  eine  mitbewegte  Fläche  der  An- 
»■endung  des  Poyntingschen  Satzes  zugrunde  legen.  Im  ersteren 
'alle  ist  die  Dopplersche  Korrektion  zu  berücksichtigen;  im  letz- 
teren Falle  fällt  zwar  die  Dopplersche  Korrektion  fort,  es  ist 
jedoch  der  Poyntingsche  Satz  mit  Rücksicht  auf  die  Bewegung 
j^der  Fläche  zu  berichtigen. 

I^F  Das  Dopplersche  Prinzip  und  der  Poyntingsche  Satz  sind 
die  Grundpfeiler  der  Strahlungstheorie.  Derjenige,  der  sich  mit 
ihnen  nicht  gründlich  vertraut  gemacht  hat,  ist  den  Problemen 
der  Optik  bewegter  Körper  nicht  gewachsen.  Denn  es  wird  ihm 
nicht  gelingen,  zwischen  der  Skylla  des  Dopplerschen  Prinzi- 
pes  und  der  Charybdis  des  Poyntingschen  Satzes  unversehrt 
hindurchzusteuern. 

Neben  der  ausgesandten  Energie  ist  für  die  Mechanik  des 
bewegten  leuchtenden  Punktes  die  ausgesandte  Bewegungsgröße 
von  Wichtigkeit.  Wie  wir  in  §  5  allgemein  gezeigt  haben,  ist 
die  Dichte  der  elektromagnetischen  Bewegungsgröße  dem  durch 
c^  geteilten  Strahlvektor  gleich.  In  der  WeUenzone  des  leuch- 
tenden Punktes  ist  mithin,  nach  (74a),  die  Dichte  der  Bewe- 
gungsgröße ^  ^  _j_ 
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Dieser  Vektor  ist  an  Stelle  der  Energiedichte  —  Qt'  in  die 

Formel  (76)  einzusetzen,  am  die  in  der  Zeiteinheit  von  dein 
bewegten  leuchtenden  Punkte  entsandte  Bewegungs- 
größe zu  erhalten: 

In  (76)  und  (77)  ist  unter  (B  die  Feldstärke  der  vom  be- 
wegten leuchtenden  Punkte  entsandten  WeUen  zu  verstehen. 
Handelt  es  sich  um  eine  gleichförmige  geradlinige  Bewegung 
des  leuchtenden  Punktes,  so  ist  nach  der  Vorstellung,  die  wir 
uns  von  dem  Vorgange  in  der  Lichtquelle  machten,  das  posi- 
tive Elektron  in  gleichförmiger,  geradliniger  Bewegung  be- 
griffen, während  das  negative  Elektron  kleine  Schwingungen 
um  das  positive  ausführt.  Wir  wollen  voraussetzen,  daß  die 
Geschwindigkeit  der  Schwingungsbewegung  klein  ist  gegen  die- 
jenige der  gemeinsamen  Translation.  Alsdann  ist  unter  ti  der 
konstante  Geschwindigkeitsvektor  der  bewegten  Lichtquelle  zu 
verstehen.  Der  Vektor  (vgl.  73  a) 
(77a)  gi^-^r-ü^ 

gewinnt  in  diesem  Falle  eine  vereinfachte  Bedeutung.  Es  ist 
(vgl.  Abb.  2,  S.  81)  der  Fahrstrahl,  der  nach  dem  Aufpunkte i  von 
dem  gleichzeitigen  Orte  E'  der  Lichtquelle  aus  gezogen  ist. 

Das  gleichförmig  bewegte  positive  Elektron  trägt  nichts  zur 
Strahlung  bei 5  denn  die  Feldstärken  des  von  ihm  erregten  Fel- 
des nehmen  (vgl.  §  12)  mit  dem  Quadrate  des  Abstandes  ab  und 
verschwinden  in  der  Wellenzone  gegen  diejenigen  des  schwin- 
genden negativen  Elektrons.  Wir  können  mithin  für  Qt  den  Aus- 
druck  (74)  einführen.  Dabei  ist  -^  (vgl.  70  b)  nichts  anderes,  als 
der  Dopplersche  Faktor  (75).   Es  wird  daher 

Unter  ti  ist  dabei  die  konstante  Geschwindigkeit  des  leuch- 
tenden Punktes  zu  verstehen,  unter  6  die  Beschleunigung  des 
schwingenden  negativen  Elektrons.   Es  ist  zu  betonen,  daß  die 


I  obigen  Eins« 
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obigen  Einschränkungen  sich  nur  auf  die  Anwendung  beziehen, 
;|  die  wir  von  unseren  Formeln  machen.  Handelt  es  sich  um  die 
Energie  und  Bewegungsgröße,  die  von  einem  einzelnen  beschleu- 
nigten Elektron  ausgesandt  werden,  so  sind  unsere  Formeln  in 
I  dem  Bereiche  gültig,  den  wir  bereits  in  §  11  umgrenzten;  ti  und 
*  0  stellen  dann  die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung  dar, 
j  welche  dem  Elektron  zur  Zeit  t'  des  Entsendens  erteilt  wurden. 
Nur  die  Anwendung  auf  die  Theorie  des  bewegten  schwingen- 
den Dipols   gründet  sich  auf  die  erwähnte  vereinfachende  An- 
■  nähme,  daß  der  periodische  Teil  von  d  klein  ist  gegen  den  kon- 
stanten, die  Translationsgeschwindigkeit  des  Dipols  darstellen- 
I  den  Teil. 

Nach  (77  a)  ist,  gemäß  Regel  (d)  der  Formelzusammenstel- 
lung in  Bd.  I, 

[r[8lü]]  =  9l(rö)-D(rlR)  =  {r-ti^}(to)-ör-(l  -  ß  cos^) 
und  da  weiter 

77  c)  {t-tl^}'^r2(l  +^2_2^cosg5), 

rhält  man 


+  ^(ötl)(tit)(l 


/3cosqp)}, 


ei  übrigens,  nach  (74a),  durch  (B^  zugleich  der  Strahlvektor 

immt  ist: 

c 


^e) 


4:7tr 


Wir  ziehen  nun  zunächst  zwei  Sonderfälle  in  Betracht,  näm- 
erstens  den  Fall,  daß  die  Schwingungen  des  negativen  Elek- 
is  parallel,  und  zweitens  den,  daß  sie  senkrecht  zur  Bewe- 
ingsrichtung  der  Lichtquelle  erfolgen. 

I.  Longitudinal  schwingender  Dipol. 
Hier  gilt  i^^Y"^  r^U^cos^g?, 

-  (0ti)(6r)  —  rt^ßcoB(p. 
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Es  wird  daher  aus  (77  d)  nach  einigen  Umformungen 

e^tJ^sin^qp 


Die  Einführung  in  (76)  und  (77)  ergibt, 

/rjr^   N  dTFi  e*b^     r   da  sin'qp 

^      ^^  dF  ~  45^V  (1— |3cos9)^ 

für  die  ausgestrahlte  Energie,  und 

^         ^  dt'    ~  Iit^rJ  JX^föö^^Y 

für  die  ausgestrahlte  Bewegungsgröße. 

IL  Transversal  schwingender  Dipol. 
Hier  gilt      (tiö)  =  0  und  (üt)^  =  r^ü^  sin^  (p  cos^  J, 

wenn  J  den  Winkel  der  Ebenen  der  Vektoren  (U,  ü)  und  (ö,  t) 
anzeigt,  9,  J  demnach  Polarkoordinaten  der  Einheitskugel  sind. 
Es  wird 

Die  Einführung  in  (76)  und  (77)  ergibt 
a9a)-'^  =  S/'^<»((r^-j^,  -  (1  -  ^^)cos^5(dg^l, 

für  die  bei  transversalen  Schwingungen  stattfindende 
Strahlung  von  Energie  und  von  Bewegungsgröße. 

Was   die  ausgestrahlte  Bewegungsgröße   anbelangt,  so   er- 
kennt man  ohne  weiteres,  daß  nur  die  der  Bewegungsrichtung 
parallele  Komponente  von  NuU  verschieden  sein  kann.  In  der 
Tat,  betrachten  wir  zwei  Punkte  der  Einheitskugel,  die  sich  in  i 
bezug  auf  die  Bewegungsrichtung  spiegelbildlich  entsprechen,  ' 
d.  h.  dasselbe  (p  und  ein  um  180°  verschiedenes  5  besitzen,  so  i 
sind  die  den  beiden  Punkten    zugehörigen   Fahrstrahlen  r  in  \ 
(78b)    mit    demselben   Ausdruck    multipliziert    und    ebenso   in  ■; 
(79  b).    Es    zerstören    sich   also   die  Beiträge  der  betreffenden  J 
Stücke    der   Einheitskugel    hinsichtlich    der    zu  H  senkrechten  , 

j 

% 
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Komponenten,  und  es  bleibt  nur  die  zu  d  parallele  Koraponent 
übrig.  Fähren  wir  die  neue  Intcgrations variable 

M  =  —  cos  (jp 

ein.  wodurch  da  =  du  dt, 

wird,  so  ergibt  die  Integration  nach  t: 

^         '  dt'  2c\J  ~{l-^ßu)'   ' 

+  1 
(79d)  -  ^^^,   =»  ö  -^,^,,-^j  -    -^____^-^-_-_  , 

-1 

I-fi  +1  ^ 

r  _du        _  1  —  P   Cduil  —  u')  I 
-1  -1  j 

r  +1  +1  \ 

,  -Qf  V     _  ^®«  _  h''""'  )    fduj-u)  ___  1  -J_^  fdui-u)  (1  -  uT'  I 


-1  -1 

Zur  Auswertung    der  Integrale  schreitend,  setzen   wir  ab- 


kürzungsweise 

(SO)  oc''=l-ß 


+  1 


Es  ffilt  I  ...    ,,,-,«  =    «  ,  daher 

i 


(sOa  1  r<'«l- «)  =  i  A  f    -"      =  ^  ■ 

•^     ^  J(i+^»)'      idßj  (,1  +  ßu)'      «• 

—  1  1 

Femer  findet  man  leicht      +^ 

(80b)  Jli^'ßyy^^  ^4»  «n^  folglich 

+  1  +1 

/'    duu^     _    i       dj    r      du        _2(l-f5^') 

./  (l  +  ßu)'  ~  3  .  4  dß\)  (1  -f-Yt*)='  ~       ny^       • 
-1  -1 

da  außerdem  J  ___-^^^  =       ^^  ist 

Abraham,  Theori«  der  Klaktrizität.   II     t   Autt.  8 


1  +1 


h 
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so  wird  schließlich         j,* 

Andererseits  ergibt  sich  aus  (80  a): 

+  1  +1 

2(1 -f  3/?*) 


Jduu^      1     d     rdu{ — ü 


- 1 


und  mit  Rücksicht  auf  die  leicht  abzuleitende  Beziehung: 

+  1 

du       __  2(3^4-  ß^ 


+1 


-1 
+1 

*du{l—u*)         4 


J    (1  +  ^M)*         3x*> 
-1 


woraus  endlich  folgt: 


+  1 


/^^Orn  rdu(-u)il-U^^    1    _d^     /'dM(l-l^_4j 

(^oUQ;  J  ^j  _^  ^^^,  -^-  ^^  J  -^j  _^  ^^^,          3^e- 

-1  -1 

Nach  (79c,  d")  und  (80c,  d)  wird  die  von  longitudinalen 
Schwingungen  des  Dipols  ausgestrahlte  Energie  und 
Bewegungs  große: 

^^^^  dt'  3c»x«' 

'Ol    X  d®^         ^  2e«il« 

'^^^^^)  -dV-'^Zc^' 

Aus  (79 e,  f)  hingegen,  in  Verbindung  mit  (80a  bis  d),  folgt 
die  von  transversalen  Schwingungen  des  Dipols  ausge' 
strahlte  Energie  und  Bewegungsgröße:  "1 

,      ,.  dW         'l   eH' 

y^^^)  -dt'   ^Y  c^^ 

(81c)  -  dr-^Yc^' 

Es     ergibt     sich     also    bemerkenswerterweise    die 
Strahlung   bei    transversalen    Schwingungen    im    Ver- '^ 
hältnis     x^  =  1  — /3^     kleiner     als     bei     longitudinalen  | 
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Schwingungen.  Bei  langsamer  Bewegung,  wenn  ß^  gegen  1 
zu  vernachlässigen  ist,  kommt  natürlich  dieser  Unterschied  nicht 
in  Betracht.  Alsdann  gehen  die  Formeln  (81)  und  (81b)  in  die 
Formel  (55)  für  die  Strahlung  eines  ruhenden  Dipols  über. 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Falle  über,  wo  das  ne- 
gative Elektron  in  der  Lichtquelle  ganz  beliebige  Schwingungen 
ausführt,  so  daß  ö  mit  ü  einen  beliebigen,  und  im  Verlaufe  der 
Schwingungen  periodisch  wechselnden  Winkel  einschließt.  Wir 
können  datin  setzen  ü  =  A   4-  D 

Kl  6j  zu  ö  parallel,  ög  zu  t)  senkrecht  ist.  Führt  man  dieses 
(77d)  ein,  so  treten  erstens  Glieder  auf,  die  zu  bl  bzw.  zu 
:proportional  sind;  diese  führen  zu  den  soeben  berechneten 
erten  der  von  der  longitudinalen  Komponente  bzw.  von  der 
transversalen  Komponente  ausgesandten  Strahlung.  Zweitens 
aber  treten  noch  Glieder  auf,  die  dem  Produkte  !  Ö^  |  •  |  Ög  |  pro- 
portional sind,  nämlich 

|Hp  Ä  t)  (öor)  (1  -ß')-=-  2r'  cos  9)  sin^  cos  5 1  ö,  I  - 1  Ü2 1  (1  -  /3') 

--  (ö,ü)  (Ögt)  (1-/3  cos  (f)  =  2^rsin  9)  cos  J  (1  —  /3  cos  9?)  I  ^i  I  *  i  "^s  I 

{ J  ist  der  Winkel,  den  die  Ebenen  der  Vektoren  (ü,  ü)  und  (r,  ö) 
einschließen,  so  daß  cp,  £  Polarkoordinaten  der  Einheitskugel  sind ) . 
Diese  beiden  Glieder  ergeben  zu  ®-  den  Beitrag 

2  l».l;lt,|-^Bin^^j      _  ^^^    ^ 
r  V  (1  —  /?  cos  (p)^       ^^  ^^ 

Die  entsprechenden  Anteile  der  Ausdrücke  (76)  und  (77),  d.  h. 
der  Strahlung  der  Energie  und  Bewegungsgröße,  sind 

und  ^*' l/iNii-l  f^y-^^-  ^''^^  iß  -  cos  9.). 

Setzt  man  hier  wieder  m  =  —  cos  9^,  afra  =  öfw(^J,  so  verschwindet 
der  erste  Ausdruck  ohne  weiteres  bei  der  Integration  nach  J. 

8* 
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Die  Komponenten  des  im  zweiten  Gliede  angegebenen  Vek- 
tors sind  gesondert  zu  behandeln.  Es  sind  die  Komponenten 
von  r:  parallel  zu  b  gleich  r  coscpy 

parallel  zu  ö^  gleich  r  sin  cp  cos  g,  ,^ 

senkrecht  zu  d  und  b^  gleich  r  sin  (p  sin  J.  | 

Die  erste    und    dritte  Komponente   der  ausgestrahlten  Be-  p 
wegungsgröße  verschwindet  ohne  weiteres,  wie  die  Integration  [| 
nach  J  ergibt.    Die  zweite  Komponente   wird   nach  Ausführung 
dieser  Integration  zunächst: 


+  1 


Gemäß  (80c,d),  hat  auch  dieses  Integral  den  Wert  Null.  Wir 
haben  also  bewiesen:  Es  überlagern  sich  die  Energie-  und 
Impuls-Strahlungen  der  longitudinalen  und  der  trans- 
versalen Schwingungskomponenten  des  bewegten  Di- 
pols; ihre  Summe  ergibt  die  Gesamtstrahlung.  Ist  t]  der 
Winkel  der  Vektoren  t}  und  6,  so  wird,  nach  (81)  und  (81b),  die 
in  der  Sekunde  ausgestrahlte  Energie: 
/oo.  dW       2  e^  .  2 1  eos^T]        sin^r;  \ 

^^■^^  ~   dt'  =  3  c'  ^  >-^~  +     x''     )  ^ 

wofür  man,  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  (80)  von  x\  aucli 
schreiben  kann: 

oder  auch 

Ebenso  kann  nach  (81a,  c)  für  die  ausgestrahlte  Bewe- 
gungsgröße geschrieben  werden: 

(82c)  -^-l^r>{U^\- 


dt'        3  c'^*^  U*    '     c«x^ 
Diese  vom  Verfasser*)  und  unabhängig  von  0.  Heaviside-) 
gefundenen  Formeln  bestimmen   die  Energie  und  den  Impuls, 

1)  M.  Abraham.    Ann.  d.  Phys.    10  (1903)  S.  105.   14  (1904)  S.  236. 

2)  0.  Heaviside.   Nature  67  (1902)  S.  6. 


von  einem  beliebig  bewegten  Elektron  ausgestrahlt  werden, 

kUen  denjenigen  Fällen,  in  denen  es  als  Punktladung  betrach- 

werden  darf. 

Vergleicht  man  die  Ausdrücke  (82  b,  c)  für  die  ausgestrahlte 
Energie  und  Bewegungsgröße,  so  findet  man  zwischen  ihnen  die 
Beziehung 

-^■^  dt'  c'dt'^ 

._  1  welche  wir  in  §  23  zurückkommen  werden. 

^^fc  Wir  wollen  die  obigen  Ergebnisse  auf  die  Röntgen  strahlen 
^^Bvenden,  welche  bei  der  Bremsung  der  Elektronen  des  Kathoden- 
^^^fthls  an  der  Antikathode  entstehen.  Auf  den  ersten  Blick  liünnte 
l^fals  zweifelhaft  erscheinen,  ob  es  bei  einer  so  plötzlichen  Hem- 
mung des  Elektrons  noch  statthaft  ist,  die  obigen  auf  eine  Punkt- 
ladung bezüglichen  Formeln  zu  verwenden.  Hatten  wir  doch  da- 
£in  §  11  die  Bedingung  (63b)  aufgestellt: 

i  1,1  2a 

jhe  für  die  Beschleunigung  eine  obere  Grenze  festlegt.    Um 

>eurteileu,  ob  diese  Bedingung  hier  noch  erfüllt  ist,  knüpfen 

an  die  in  §  3  erwähnte  Schätzung  der  mittleren  Impuls- 

ite  der  Röntgenstrahlen  an  (&  =  4  •  iO~^cm);   dieselbe  be- 

leht   sich  auf  eine  harte   Strahlung,    bei   der   die   erregenden 

thodenstrahlen  etwa  die  Geschwindigkeit  |  Ö  |  ==  |  c  besaßen. 

t  nun  diese  Geschwindigkeit  in  der  Zeit  t'  =     verloren,  so 

der  Mittelwert  der  negativen  Beschleunigung  |  Ü  |  =  .,-  =  o  »,  * 
Mithin,  da  ß  <y,  verlangt  die  obige  Bedingung: 

a  (der  Radius  des  Elektrons)  soll  klein  gegen  6  (die 
Impulsbreite  der  Röntgenstrahlen)  sein.  Nun  werden  wir 
unten,  in  §20,  den  Halbmesser  des  Elektrons  etwa  gleich  2  •  lÖ~^^cm 
linden;  er  ist  in  der  Tat  klein  gegen  die  Impulsbreite  der  Rönt- 
genstrahlen. Wir  dürfen  also  ohne  Bedenken  ihrer  Theorie  die 
obigen,  auf  der  Annahme  der  Punktladung  fußenden,  Formeln 
zugrunde  legen. 


|||t] 
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Wir  setzen  voi-aus,  daß  die  verzögerte  Bewegung  des  Elek-  J 
trons  eine  geradlinige  ist.  Dann  gilt,  für  die  Intensität  der  unter  i 
einem  gewissen  Azimut  cp  gegen  den  Kathodenstrahl  entsandten  j 
Röntgenstrahlung,  die  auf  longitudinale  Beschleunigung  bezüg-  j 
liehe  Formel  (78).  Durch  Integration  über  die  Einheitskugel,  unter  ^ 
Berücksichtigung  der  vom  Azimut  abhängigen  Impulsbreite  folgt  j 
nach  (78  a)  | 

/^QN  _  dW       e»|S|»  r    dosin'qp  | 

^^    '  dt'   ^    4.y,c*J  {l~ßcos(pf  1 

Diese  Formel  bestimmt  die  Gesamtenergie  der  in  der  Se- 
kunde entsandten  Bremsstrahlung;  der  Integrand  läßt  er- 
kennen, in  welcher  Weise  die  Energie  über  die  Stücke  der  Ein- 
heitskugel verteilt  ist;  die  Verteilung  ist  natürlich  symmetrisch 
zum  erregenden  Kathodenstrahle.  [ 

Die  Wellenstrahlung  eines   geradlinig  gebremsten  I 
Elektronsistvollständigpolarisiert.  Das  geht  aus  Gl.  (7  7  b)  j 
hervor,  der  zufolge  der  elektrische  Vektor  @  der  Welle  in  der  | 
durch  9i  und  Ö  bestimmten  Ebene,  und  zwar  senkrecht  zum  Fahr-  | 
strahl  t,  liegt  (vgl.  Abb.  2  ,§  12);  da  ti  und  b  dem  Kathodenstrahl,  | 
t  dem  Röntgenstrahl  parallel  ist,  so  ist  (vgl.  Gl.  (77  a))  die  Ebene  j 
durch  9i  und  6  die  durch  den  erregenden  Kathodenstrahl  und  den  \ 
erregten  Röntgenstrahl  bestimmte;  in  ihr  liegt  also  der  elektrische  i 
Vektor  ^,  der  magnetische  §  steht  senkrecht  auf  ihm,  und  beide 
sind  der  WeUenfront  parallel.   Nun  treten  zwar  bei  der  experi- 
mentellen Untersuchung  die  Polarisationsverhältnisse  nicht  rein 
hervor,  weil  sich  der  polarisierten  Bremsstrahlung,  wie  in  §  o 
erwähnt,  eine  unpolarisierte  Eigenstrahlung  der  Antikathode  über- 
lagert.   Immerhin  hat  sich  das  Vorhandensein  einer  partiellen 
Polarisation  in  dem  soeben  angegebenen  Sinne  feststellen  lassen^);  | 
die  Polarisation  gibt  ein  Maß  dafür,  welcher  Bruchteil  der  Ge- 
samtstrahlung als  Bremsstrahlung  anzusprechen  ist. 

Ist  ß  klein,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  des  erregenden  Kathoden- 
strahls klein  gegen  diejenige  des  Lichtes,  so  ist  nach  (83)  die 

1)  Zu  den  experimentellen  Forschungsergebnissen  vgl:  E.  Pohl,  Die 
Physik  der  Röntgenstrahlen.   Braunschweig  löl2. 
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Verteilung  der  Intensität  über  die  Einheitskugei  durch  sin- 9 
gegeben.  Die  Intensität  ist  dann  am  größten  in  der  Ebene  senk- 
recht zum  Kathodenstrahl,  und  die  Verteilung  ist  symmetrisch 
zu  dieser  Ebene.  Dies  gilt  aber  nur  so  lange,  als  der  Dopplersche 
Faktor  nicht  in  Frage  kommt. 

Der  Dopplersche  Faktor  bedingt  eine  Abhängigkeit  der  Im- 
pulsbreite der  Bremsstrahlung  vom  Azimut,  die  aus  Abb.  4  er- 
sichtlich ist;  ist  ß  also  nicht  mehr  klein,  d.h.  die  Kathodenstrahl- 
gesch windigkeit  nicht  klein  gegen  die  Lichtgeschwindigkeit,  so 
wird  mit  abnehmendem  Azimut 9?  die  Impulsbreite  geringer;  d.h. 
dieRöntgenstrahlen,  welche  unter  einem  spitzen  Winkel 
entsandt  werden,  sind  härter,  als  die  unter  einem  stump- 
fen Winkel  entsandten. 

Der  Dopplersche  Faktor  geht  aber  auch  in  den  Nenner  des 
die  Intensitäts Verteilung  der  Bremsstrahlung  maßgebenden 
Stegranden  in  Gl.  (83)  ein.  So  kommt  es,  daß  das  Intensitäts - 
iximum,  dessen  Azimut  für  kleines  ß  gleich  _  war,  mit  wach- 
ider  Geschwindigkeit  des  Kathodenstrahles  sich  diesem  nähert, 
lem  sein  Azimut  abnimmt.  In  der  Tat  zeigt  die  Beobachtung 
le  derartige,  mit  wachsender  Geschwindigkeit  der  erregenden 
itho  den  strahlen  steigende  Dissymmetrie  der  Röntgenstrahlung 
i;  daß  die  Theorie  der  elektromagnetischen  Strahlung  liiervon 
ungezwungen  Rechenschaft  gibt,  hat  A.  Sommerfeld^)  hervor- 
gehoben. 

Indem  er  in  Gl.  (83)  die  Verzögerung  |  D  |  als  konstant  be- 
trachtet, integriert  er  über  die  Zeitintervalle  dt'  = --.-    und 

erhält  für  die  während  der  ganzen  Bremszeit  ausgestrahlte  Energie 

-  dW-"^^  fd,o  sinV  r       ^i„     ,,. 
4cTtc^J  ^J  {l—ß  COS  q)yi 

0 

die  Ausführung  der  Integration  nach  ß  ergibt 

1)  A.  Sommerfeld,  Physik.    Zeitschrift  10  (1909)  S.  96i». 
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Hier   gibt  der  Integrand  die  Verteilung  der  Intensität  der- 
gesamten  Bremsstrahlung  über  die  Einheitskugel  an,  und  läßt  die 
mit  wachsendem  ß  steigende  Dissymmetrie  erkennen.   Die 
experimentelle  Prüfung  dieser  Formel  begegnete  der  Schwierig- 
keit, daß  sich  der  dissymmetrischen  Bremsstrahlung  die  allseitig 
gleichmäßig  verteilte  Ei  gen  Strahlung  der  Antikathode  überlagert.  | 
Doch  gibt,  wie  erwähnt,  die  Polarisation  der  Gesamtstrahlung  |j 
ein  Maß  für  den  Anteil  der  Bremsstrahlung;  auf  Grund  der  dies-  'k. 
bezüglichen  Messungen  von  Baßler  konnte  Sommerfeld  die  Brauch-  | 
barkeit  der  Formel  (83  a)  zur  Berechnung  der  Dissymetrie  der  | 
Gesamtstrahlung  erweisen.  h 

Wird  ein  Elektron  nicht  gebremst,  sondern  fortgeschleudert,  j 
so  muß  nach  den  oben  abgeleiteten  Formeln  eine  Dissymmetrie  'f 
von  gleichem  Sinne,  d.  h.  unter  Vorwiegen  der  im   Sinne  der  ij 
Elektronengeschwindigkeit  entsandten  WeUenstrahlung  eintreten. 
Je  größer  die  beim  Fortschleudern  erreichte  Geschwindigkeit  ist, 
um  so   mehr  wird  sich   das  Intensitätsmaximum  der  Geraden 
nähern,  längs  deren  das  Elektron  fliegt.  Kommt  die  Geschwindig- 
keit des  Elektrons  der  Lichtgeschwindigkeit  nahe,  so  ist  fast  die 
cranze  Energie  der  entsandten  Wellenstrahlunsc  in  einem  Rin^e 

OD  o  o 

enthalten,  der,  sich  allmählich  erweiternd,  längs  eines  zum  erre- 
genden Konvektionsstrahl  symmetrischen  Kegels  fortschreitet. 
Für  den  Fall,  daß  die  erreichte  Geschwindigkeit  des  Elektrons 
um  0,1  c  bzw.  0,01  c  hinter  der  Lichtgeschwindigkeit  zurückbleibt, 
erhält  A.  Sommerfeld^)  als  Öffnungswinkel  des  Kegels  15*^  bzw. 
5^  Hier  weicht  also  die  Intensitätsverteilung  wesentlich  von  der 
sonst  bei  Wellenstrahlung  stattfindenden  ab,  und  nähert  sich ; 
einer  Struktur,  welche  mehr  den  Vorstellungen  der  Newtonschen 
Emissionstheorie,   als   denen  der  Undulationstheorie  entspricht,  j 
Nun  gibt  es  in  der  /5- Strahlung  der  Radioelemente  negative  | 
Elektronen,  deren  Geschwindigkeiten  derjenigen  des  Lichtes  nahe  | 
kommen;  auch  treten  dabei  die  /-Strahlen  auf,  die  man  als  Rönt-  1 
genstrahlen  sehr  geringer  Impulsbreite  betrachten  kann  (vgl.  §3).  | 

Es  liegt  nahe,  sich  vorzustellen,  daß  bei  der  Explosion  der  radio-  i 

^ 

1)  A.  Sommerfeld,  Münch.  Ber.  (1911)  S.  1.  ^ 
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I  aktiven  Atome   die  Elektronen   wie  Projektile  fortgesclileudert 

I  werden,  wobei  jedes  Elektron  einen  y-StraU  entsendet.    Dann 

iden  die  obigen  Ergebnisse  Sommerfelds  ohne  weiteres  auf 

/-Strahlen  Anwendung  finden,  und  deren  eigentümliche  Struk- 

erklären. 

^ach  E.  Rutherford  ^)  soll  indessen  der  Vorgang  ein  ver- 
kelterer  sein.  Das  Elektron  des  /5- Strahles  soll  auf  dem 
ge  durch  das  Atom  mehrmals  einen  y-Strahl  entsenden,  und 
-;e  ^/-Strahlen  sollen  nicht  der  „Bremsstrahlung",  sondern  der 
genstrahlung*'  entsprechen.  Diese  Auffassung  erklärt  auch 
-  diskontinuierliche  Geschwindigkeitsspektrum  der  /3-Strahlen. 

-  15,    Die  Rückwirkung  der  Strahlung  auf  ein  bewegtes 

Elektron. 

I^ir  stellen  uns  in  diesem  Paragraphen  die  Aufgabe,  die  Rück- 
tung,  welche  die  entsandte  Wellenstrahlung  auf  das  ent- 
Bende  Elektron  ausübt,  in  allgemeiner  Weise  zu  ermitteln. 
I  betrachten  dabei  eine  Bewegung  des  Elektrons,  deren  Ge- 
windigkeit  bis  zur  Zeit  t[  gleichförmig  und  geradlinig  war^ 
MjU^  t[  bis  ^2  nach  Betrag  und  Richtung  in  beliebiger,  aber  stets 
^^Hen  Gültigkeitsbereich  der  Bedingung  (63b)  fallender  Weise 
I^Heändert  wurde,  und  sodann  von  tl  an  wieder  gleichförmig 
Iffi  geradlinig  ist.  In  der  Zeitspanne  t[<^t' <iK  wird  das  Elek- 

Ion  eine  gewisse  Energie  und  Bewegungsgröße  in  den  Raum 
■lusgesandt  haben.  Die  entsandte  Energie  ist,  nach  (82b) 


»1   ,    (üt))' 


1  1 

und  die  entsandte  Bewegungsgröße,  nach  (82c) 
a  s 


I)  E.  Rutherford,  Kadioactive  Bubfitances  and  their  radiations.    Cam- 
l^ridcre  (1913)  S.  610. 
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Dies  ist  die  zeitliche  Abnahme  der  Energie  und  Bewegungs 
große,  welche  das  Elektron  infolge  der  Strahlung  erfahren  hat 
die  verlorene  Energie  und  Bewegungsgröße  findet  sich  in  der 
entsandten  Wellen  wieder. 

Will  man  nun  die  Rückwirkung  der  Strahlung  auf  das 
Elektron  durch  eine  Kraft  ^'  zum  Ausdruck  bringen,  so  muß 
man  diese  Kraft  so  bestimmen,  daß 

2 


(84) 


ß 

1 

J 


B'dr=-  -@„  und 


(p^)dr^-w,, 


ist,  d.  h.  daß  ihr  Zeitintegral  der  ausgestrahlten  Bewegungs- 
größe, ihr  Wegintegral  der  ausgestrahlten  Energie  entgegen- 
gesetzt gleich  ist.  Die  Reaktionskraft  der  Strahlung  hat 
demnach  die  Gleichungen  zu  erfüllen 

2  2 

(85)  ßuir=.-I^Jdn[^-^ 


(86)         f(^^är^-l-fär\^  +  ^$}-  I 

1  1 

Das  muß  selbstverständlich  auch  dann  gelten,  wenn  irgend- 1 
welche  äußeren  Kräfte  die  Bewegung  des  Elektrons  beeinflussen;  j 
auch  dann  muß  der  Impuls  der  Kraft  II*  der  gesamter;  Be- 
wegungsgröße, die  Arbeit  dieser  Kraft  der  gesamten  Energie 
der  entsandten  WeUen  entgegengesetzt  gleich  sein.  Es  wirc 
dann  die  Änderung  der  Bewegungsgröße  und  Energie  dei 
Elektrons  durch  die  Reaktionskraft  der  Strahlung,  im  Vereii 
mit  den  sonst  noch  vorhandenen  Kräften,  bestimmt. 

Es  kann  auf  den  ersten  Blick  zweifelhaft  erscheinen,  ob  et 
überhaupt  möglich  ist,  beiden  Gleichungen  (85)  und  (86)  durchl 
einen  und  denselben  Ausdruck  der  Reaktionskraft  Ä*  zu  genügen.! 
Um  diesen  Zweifel  zu  beseitigen,  geben  wir  sofort  einen  Aus-J 
druck  an,  von  dem  wir  zeigen,  daß  er  unter  den  zugrunde  ge-^l 
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legten  Annahmen  den  Gleichungen  (85)  und  (86)  Genüge  leistet. 
Wir  setzen 

f,  Da  nach  (80)  gut 

H87a)  j^. ^-^-=.__(ü0), 

r  90  ergibt  die  partielle  Integration  der  beiden  ersten  Glieder: 

1  1 

2  2 

rdt'tjtib)  _  fö(tib))-_  r..,  fOd'   ,   &(tid)      4ii(tt0)«| 
,/       c«x*      ""  l  c'x"  ii    J  ^      Vc'x*'^    c'x*  "^      c*x«    r 

Berücksichtigen  wir,  daß  bis  zur  Zeit  ii  und  von  der  Zeit  f., 
der  Beschleunigungsvektor  b  gleich  Null  sein  soll,  so  erhal- 
vrir 

1  1 

Integriert  man  nun  den  Ausdruck  (87)  von  Ä*  nach  der  Zeit, 
wie  es  (85)  verlangt,  und  formt  die  ersten  beiden  Glieder  in  dieser 
Weise  um,  so  ergibt  die  Vereinigung  mit  den  letzten  beiden 
Gliedern  nichts  anderes  als  die  rechte  Seite  von  (85).  Es  ist  also 
diese  Gleichung  in  der  Tat  erfüllt. 

Für  die  sekundliche  Arbeit  der  Kraft  Ä'  folgt  aus  (87j 

(87c)  (»»«^)  =  Yc»l  X*   +  T*x«   ) 

Da  nun  die  partielle  Integration  liefert 

1  1 

und  da  ti  an  den  Grenzen  des  Integrationsbereiches  verschwindet, 
80  ergibt  das  Zeitintegral  der  Arbeit  in  der  Tat  den  in  (86 1 
rechts  stehenden  Ausdruck.    Die  in  (87)  angegebene  Kraft 
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^  erfüllt  alle  Bedingungen,  welche  der  Reaktionskraft 
der  Strahlung  vorgeschrieben  sind. 

Es  fragt  sich  indessen,  ob  durch  die  angegebenen  Bedingungen 
(85)  und  (86)  die  Reaktionskraft  der  Strahlung  überhaupt  ein- 
deutig bestimmt  ist.  Wir  wollen  auf  den  Nachweis  der  Eindeu- 
tigkeit nicht  eingehen,  sondern  weiter  uuten  in  §  49  eine  andere 
Ableitung  des  Ausdruckes  (87)  für  die  Rückwirkung  der  Strah- 
lung geben. 

Wir  betrachten  einige  spezielle  Fälle. 

a)  Gleichförmige  Bewegung  längs  eines  Kreises. 
Es  ist  (tJü)  =  0;  der  Beschleunigungsvektor  hat  den  Behrag 

wenn  r  der  Radius  des  Kreises  ist.  Seine  Richtung  dreht  sicli  wie 
diejenige  des  Geschwindigkeitsvektors  mit  der  W^inkelgesch win- 
digkeit Li.  Man  sieht  ohne  weiteres  ein,  daß  ü  ein  zu  b  senk- 
rechter Vektor  vom  Betrage 


üi=i6i.^i=i.j.»: 


ist;  er  weist  in  die  entgegengesetzte  Richtung  wie  ü,  so  daß  man  hat: 
Demnach  ergibt  (87) 

(88)  r  =  -b.|-^:-»;„  ^'^i-ir-. 

Die  Reaktionskraft  ist  der  Bewegung  eutgegenge- 
richtet;  sie  ist  dem  Quadrate  des  Kreisradius  umgekehrt 
proportional  und  steigt  mit  wachsender  Geschwindig- 
keit an  wie  ß* 

Für  die  Arbeit  der  Reaktionskraft  erhält  mau 

1  11 

was  selbstverständlich  mit  (86)  übereinstimmt.    Die  Überein- 
stimmung mit  (85)  ist  nicht  ohne  weiteres  ersichtlich.  Sie  wurde 
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ja  auch  nur  für  eine  Bewegung  gefordert,  die  mit  dem  Werte 
NuU  von  b  beginnt  und  endigt,  während  dazwischen  sich  D  stetig 
j  ändert.  Es  ist  also,  bevor  das  Elektron  die  Kreisbewegung  be- 
'  ginnt,  und  nachdem  es  dieselbe  beendigt  hat,  je  eine  Zeitspanne 
anzunehmen,  in  welcher  Ö  von  Null  in  stetiger  Weise  zu  seinem, 
der  Kreisbewegung  entsprechenden,  Werte  übergeht  und  wieder 
zum  Werte  Null  zurückkehrt.  Für  die  ganze  Zeit  ist,  wie  aus 
dem  gegebenen  Beweise  folgt,  das  Zeitintegral  der  Reaktionskraft 
durch  (85)  bestimmt. 

Betrachten  wir  übrigens   zwei  Bewegungen,   die  um  einen 
<runzen  Umlauf  voneinander  verschieden  sind,  bei  denen  aber  die 
\  Überführung  in  die  Kreisbahn  und  die  Zurückführung  in  die 
i  gleichförmige  Bewegung  längs  genau  derselben  Bahn  geschah, 
i  so  folgt  aus  der  Gültigkeit  von  (85)  und  (86)  für  die  beiden  be- 
trachteten Bahnen:  Für  einen  ganzen  Umlauf  müssen  die 
Gleichungen  (85)  und  (86)  erfüllt  sein.   Das  gilt  übrigens 
ganz  allgemein  für  periodische  Bewegungen.  Denkt  man  den  oben 
gegebenen  Beweis  noch  einmal  durch,  so  sieht  man  ein,  daß  die 
von    den  Integrationsgrenzen  herrührenden   Glieder  sich  auch 
dann  fortheben,  wenn  zu  den  Zeiten  t[  und  #2  die  Vektoren  ü  und 
b  die  gleichen  sind.  Ist  der  Bewegungszustandan  den  Gren- 
zen des  Integrationsbereichs  derselbe,  wie  z.B. bei  einer 
periodischen  Bewegung  zu  zwei  durch  eine  Periode  ge- 
trennten Zeiten,  so  gelten  die  Beziehungen  (85)  und  (86) 
ohne  weiteres  für  die  durch  (87)  gegebene  Kraft.   Bei  der 
}  soeben  behandelten  Kreisbewegung  z.  B.  ergibt  das  Zeitintegral 
von  (88)  für  einen  ganzen  Umlauf  den  Wert  Null,  was  mit  (85) 
übereinstimmt. 

b)  Gleichförmige  Bewegung  längs  einer  Kreisschraube. 
Wir  setzen  0  =  0^-1-0^^ 

indem  wir  unter  öi  den  konstanten  Vektor  verstehen,  welcher  die 
Projektion  von  d  auf  die  Achse  der  Schraube  darstellt,  unter  ö, 
hingegen  die  Projektion  von  ti  auf  eine  zur  Schraubenachse  senk- 
rechte Ebene.  Der  Beschleunigungsvektor  6  liegt  in  dieser  Ebene; 
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er  ist  senkrecht  zu  öj  und  üg,  mithin  auch  zu  d  gerichtet,  so  daßs 
(bü)  auch  hier  gleich  Null  ist.   Ferner  gilt 

0  =  0,  ==-02^1, 

wo  r«  der  Radius  der  durch  üg  dargestellten  Kreisbewegung  ist 
Wir  erhalten  aus  (85) 

oder,  indem  wir  ö  ==  Öj  -f  Ö2  einführen  und  j 

daher  ^J -f  ^2  _  ^2  setzen:' 

Die  Reaktionskraft  der  Strahlung  ist  dieResultante 
zweier  Kräfte,  von  denen  die  erste  der  Bewegung  längs 
der  Schraub en ach se,  die  zweite  derKreisbwegung  in  der  1 
zur  Achse  senkrechten  Ebene  entgegen  wirkt.    Sind  die  j 
Abmessungen  der  Schraube  solche,  daß  ö^  und  ög  von  derselben  j 
Größenordnung  werden,  so  überwiegt  bei  langsamer  Bewegung  i 
die  zweite,  der  Kreisbewegung  entgegen  wirkende  Komponente,  1 
Bei  raschen  Bewegungen  von  der  Ordnung  der  Lichtgeschwin-  ' 
digkeit  jedoch  kommt  auch  die  erste  Komponente  in  Betracht;, 
es  wird  daher  ein  im  gleichförmigen  magnetischen  Felde  sich 
sehr  rasch  bewegendes  Elektron  nicht  nur  in  der  Kreisbewegung-^ 
um  die  magnetischen  Kraftlinien  sondern  auch  in  der  transla-* 
torischen  Bewegung  längs  der  Kraftlinien  gehemmt  werden,  faliS" 
die  Rückwirkung  der  Strahlung  in  Betracht  kommt.  | 

Nach  der  Formel  (7  b)  des  §2  ist  bei  der  Schraubenbewegung  | 
im  gleichförmigen  magnetischen  Felde  | 

.         .  .  I 

wo  7;  die  spezifische  Ladung  des  Elektrons  ist  {rj  nimmt,  wie*^ 
wir  im  nächsten  Kapitel  sehen  werden,  mit  wachsendem  ß  ab),  i 
Es  wird  demnach  (88  a)  j 

(88b)  ft.  =  -|^;5lÖ!{6.^|+^(l_^»)},  j 
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was  bei  Kreisbewegung  senkrecht  zu  den  magnetischen  Kraft- 
linien übergeht  in 

(88c)  ^--^IP'^'- 

Übrigens  ist  bei  der  Anwendung  dieser  Formeln  auf  die 
Kathodenstrahlen  Vorsicht  geboten.  Es  handelt  sich  bei  den 
Kathodenstrahlen  nicht  um  ein  einzelnes  Elektron,  sondern  um 
eine  ganze  Schar  von  Elektronen,  die  parallele  Bahnen  be- 
schreiben. Da  die  ausgestrahlte  Energie  und  Bewegungsgröße 
durch  den  Poyntingschen  Vektor  bestimmt  wird  und  dieser  pro- 
portional dem  äußeren  Produkte  der  beiden  Feldstärken  ist,  so 
überlagern  sich  im  allgemeinen  zwar  die  Felder  der  einzelnen 
Elektronen,  aber  nicht  die  ausgestrahlten  Beträge  der  Energie 
und  der  Bewegungsgröße.  Denkt  man  eich  z.  B.  eine  Anzahl  von 
Elektronen  auf  einem  Kreise  in  gleichen  Abständen  angeordnet 
und  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  längs  des  Kreises  bewegt, 
90  wird  die  Ausstrahlung  um  so  geringer,  je  größer  die  Zahl 
der  Elektronen  ist.^)  Im  GrenzfaUe  sehr  vieler  Elektronen  ent- 
spricht diese  Elektrizitätsbewegung  einem  stationären  Strom, 
sie  strahlt  also  überhaupt  nicht.  Hieraus  folgt,  daß  auch  die 
Rückwirkung  der  Strahlung  auf  das  einzelne  Elektron  eine  an- 
dere ist,  wenn  noch  andere  in  der  gleichen  Weise  bewegte 
Elektronen  zugegen  sind.  Man  muß  dann  bei  der  Behandlung 
der  Strahlung  und  der  Strahlungskräfte  den  Elektronenring  als 
Ganzes  behandeln.-) 

Anders  liegen  die  Verhältnisse  bei  der  Lichtemission. 
Nehmen  wir  an,  daß  in  jedem  lichtentsendenden  Molekül  nur 
ein  einziges  Elektron  schwingt,  so  sind  die  Schwingungen  der 
einzelnen  Elektronen  unabhängig  voneinander.  Die  Phasen- 
diflPerenz  zweier  Elektronenschwingungen  ist  eine  ganz  beliebige, 
und  daher  tritt  bei  der  Überlagerung  der  entsandten  Wellen 
ebenso  oft  eine  Schwächung  wie  eine  Verstärkung  der  Strah- 
lung durch  Interferenz  ein.    Bei   der  Mittelwertsbildung  über 

1)  Vgl.  J.  J.  Thomson.    Phil.  Mag.  (6).    VI  S.  680. 

2)  Vgl.  G.  A.  Schott.  Electromagnetic  radiation.  Cambridge  (1912) 
?.  104,  188. 
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eiüe  große  Zahl  von  Molekülen  und  über  eine  große  Zahl  voi 
Schwingungen  ergibt  sich  eine  Strahlung,  die  gleich  dei 
Summe  der  Strahlungen  der  einzelnen  Moleküle  ist.  Hier  is' 
also  das  Ergebnis  dasselbe,  als  wenn  jedes  Molekül  für  siel 
aUein  die  Schwingungen  ausgeführt  und  die  Strahlung  ent- 
sandt hätte;  man  kann  in  diesem  FaUe  auch  die  ßückwirkunjj 
der  Strahlung  auf  die  Schwingung  angeben,  ohne  auf  die 
Wechselwirkungen  der  Moleküle  Rücksicht  zu  nehmen.  Hat| 
man  es  mit  Schwingungen  zu  tun,  deren  Geschwindigkeit  klein  1 
ist  gegen  die  Lichtgeschwindigkeit,  so  ergibt  (87) 

(89)  «'  =  15» 

als  Reaktionskraft  der  Strahlung.  Dies  war  der  Ausdruck,  den 
wir  in  §  9  (Gl.  58)  abgeleitet  und  in  die  Schwingungsgleichung 
(58  b)  eingeführt  hatten. 

Er  entsprach  dem  Ausdrucke 

/Oft  \  dW       2  e^  .o 

(89a)  _„_^,_  =  _^_,„^ 

für  die  in  der  Sekunde  ausgestrahlte  Energie  bei  langsamer  Be- 
wegung des  Elektrons  (/5  <  <  1). 

Wir  betrachten  schließlich  eine  sich  periodisch  wiederholende 
Umlaufsbewegung  des  Elektrons  um  ein  festes  Zentrum  0;  be-^ 
deutet  r  den  vom  Bezugspunkt  0  aus  zum  Elektron  gezogenei 
Fahrstrahl,  so  ist  das  Moment  der  Reaktionskraft  der  Strahlung 
(89)  in  Bezug  auf  0 

(89b)  ^*  =  [vi^T  =  |-^'[tii]. 

Nach  §  5,  Gl.  (26  a),  muß  das  über  die  Zeit  eines  Umlaufesj 
erstreckte  Zeitintegral  des  Kraftmomentes  dl"  dem  in  der  gleich^ 
zeitig  ausgesandten  Welle  enthaltenen  elektromagnetischen^ 
Impulsmoraente  ^^g  entgegengesetzt  gleich  sein:  4 


(89  c) 

fmt': 

--%. 

Der  Ausdruck 
(89  d) 

% 

1 

2 

2^""  3 

^■■f"- 

[rö] 
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fQr  das  während  eines  Umlaufs  ausgestrahlte  Impulsmoraent 
kann  durch  partielle  Integration  umgeformt  werden:  da  f  =  ü 
ist,  wird  er  2 

(89e)  %.-lt'ßf'i^^l 

Man  erhält  also  für  das  durch  Strahlung  verlorene  Impuls- 
moment den  richtigen  Wert  2 

(89f)  %,  =  -J^l  dt', 

wenn  man  für  das  in  der  Sekunde  ausgestrahlte  Impuls- 
moment setzt 

Dieser  Ausdruck  ergibt  sich  auch  auf  Grund  der  Gl.  (25)  des 
§  5  durch  Auswertung  des  in  der  Wellenzone  enthaltenen  elek- 
tromagnetischen Impulsmomentes  ^);  er  tritt  dem  Ausdruck  (89  a) 
für  die  ausgestrahlte  Energie  an  die  Seite,  und  bezieht  sieb,  wie 
jener,  auf  den  Fall  einer  Elektronenbewegung,  deren  Geschwindig- 
keit klein  gegen  diejenige  des  Lichtes  ist  (ß  <^  1).  Da  das 
ausgestrahlte  Impulsmoment  dem  äußeren  Produkte  aus  Ge- 
schwindigkeit und  Beschleunigung  des  Elektrons  proportional 
ist,  so  geht  bei  einer  geradlinigen  Schwingung  kein  Impulsraoment 
verloren,  wohl  aber  bei  einer  zirkulären  oder  elliptischen  Schwin- 
gung. Bei  einer  Kreisschwingung,  wo  6  senkrecht  zu  D  gerichtet 
ist,  und  wo 

j  U  j  =  I  ti  I  •  I  tt  i     (11  Winkelgeschwindigkeit), 

Man  hat  also 

(«9'^)  -ir  =  -§!•"- 

d.  h.  bei  der  Kreisbewegung  ist  die  ausgestrahlte  Energie  gleich 
dem  inneren  Produkte  aus  Winkelgeschwindigkeit  und  ausge- 
strahltem Impulsmomente. 

1)  M.  Abraham.  Der  Drehimpuls  des  Lichtes.  Physik.  Zeitschv.  XV' 
1914)  S.  914. 

Abraham,  Theorie  der  ElektrizitÄt.   II.   4.  Aufl.  9 
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Drittes  Kapitel. 

Die  Mechanik  der  Elektronen. 

§  16.   Die  Orundhypothesen  der  Dynamik  des  Elektrons*   j 

Im  vorigen  Kapitel,  wo  wir  die  von  einem  besclileunigten  1 
Elektron  entsandte  Wellenstrahlung  behandelten,  kam  nur  das  |3 
Feld  in  großen  Entfernungen  vom  Elektron  in  Betracht.  Nun  ;^ 
ist  aber  für  die  Rückwirkung  auf  das  bewegte  Elektron  haupt-  I 
sächlich  die  Energie  und  die  Bewegungsgröße  des  Feldes,  ,i 
\yelches  das  Elektron  unmittelbar  umgibt,  von  Bedeutung.  |^ 
Man  gewinnt  eine  Vorstellung  von  der  Art  des  Einflusses,  i 
welchen  das  mitgeführte  Feld  auf  die  Bewegung  des  Elektrons  li 
ausübt,  indem  man  an  die  Analogie  des  elektrischen  Leitungs-  || 
Stromes  anknüpft. 

Ein  Leitungsstrom  ist  von  einem  magnetischen  Felde  um- 
geben, dessen  Energie  dem  Quadrate  der  Stromsträrke  pro- 
portional ist.  So  erklärt  es  sich,  daß  dem  Anwachsen  der 
Stromstärke  eine  „elektromotorische  Kraft  der  Selbstinduktion" 
entgegen  wirkt,  welche  der  zeitlichen  Änderung  der  Stromstärke 
proportional  ist.  Der  Konvektionsstrom,  den  das  bewegte  Elek- 
tron darstellt,  erregt  gleichfalls  ein  magnetisches  Feld;  die  mag- 
netische Energie  ist,  bei  langsamer  Bewegung  wenigstens,  auch 
hier  dem  Quadrate  der  Stromstärke  proportional.  Da  nun  die 
Stärke  des  Konvektionsstromes  gleich  dem  Produkte  aus  Ladung 
und  Geschwindigkeit  des  Elektrons  ist,  so  wird  der  elektromo- 
torischen Kraft  der  Selbstinduktion  hier  eine  Kraft  entsprechen^ 
welche  der  Beschleunigung  des  Elektrons  proportional  und  ihr 
entgegen  gerichtet  ist.  Der  Gedanke  Maxwells,  welcher  die  „elek- 
trokinetische"  Energie  des  elektrischen  Stromes  mit  der  kineti- 
schen Energie  bewegter  träger  Massen  verglich  (Bd.  I,  §  65), 
nimmt  hier  eine  noch  greifbarere  Form  an  als  beim  Leitungs- 
strome. Jene  vom  magnetischen  Felde  herrührende,  einer  Be- 
schleunigung des  Elektrons  entgegen  wirkende  Kraft  entspricht 
in  der  Tat  durchaus  der  Trägheitskraft  der  gewöhnlichen  Me- 
chanik; es  wird  mithin  ein  bewegtes  elektrisches  Teilchen  in- 
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folge  des  mitgeführten  elektromagnetischen  Feldes  eine  träge 
i  Masse  besitzen,  welche  man,  zum  Unterschiede  von  der  trägen 
I  Masse  wägbarer  Teilchen,  als   „scheinbare"  oder  besser  als 
j  „elektromagnetische"    Masse    bezeichnen    kann.     Bei    den 
unmittelbar   an    Maxwell    anknüpfenden    englischen    Forschern 
J.  J.  Thomson^)  und  0.  Heaviside^  findet  sich  zuerst  die  Vor- 
stellung einer  solchen  „scheinbaren  Masse"  der  konvektiv  be- 
wegten Elektrizität. 

Der  Begriff  der  elektromagnetischen  Trägheit  gewann  an 
,  Bedeutung,  als  man  in  den  Kathodenstrahlen  (vgl.  §  2)  rasch 
I  bewegte  elektrische  Teilchen  kennen  lernte.  Wenn  anders  der 
I  Konvektionsstrom  überhaupt  eine  magnetisches  Feld  erregt  — 
und  die  Versuche  von  H.  A.  Rowland,  von  denen  in  §  34  die 
Rede  sein  wird,  konnten  hieran  kaum  zweifeln  lassen  — ,  so 
mußten  die  im  Kathodenstrahle  bewegten  Elektronen  eine  elek- 
tromagnetische Masse  besitzen.  Die  allgemeinste  zulässige  An- 
nahme war  die,  daß  diese  negativen  Elektronen  sowohl  elektro- 
eetische  Masse  als  auch  „materielle"  Masse  besitzen.  Dabei 
iter  „materieller  Masse"  diejenige  zu  verstehen,  welche  der 
ie  zukommt,  und  welche  z.  B.  den  elektrochemischen  Ionen 
anhaftet.  Wir  haben  indessen  bereits  in  §  2  auf  die  Schwierig- 
keiten hingewiesen,  welche  vom  atomistischen  Standpunkte  aus 
der  Auffassung  der  Masse  des  negativen  Elektrons  als  einer 
materiellen  Masse  entgegenstehen.  Man  wäre  vor  die  Wahl  ge- 
stellt, entweder  den  Kathodenstrahlteilchen  an  Stelle  eines  ein- 
zigen 1836  elektrische  Elementarladungen  zuzuschreiben,  oder 
aber  die  Atome  der  Materie  nicht  als  unteilbar  zu  betrachten. 
Diese  Schwierigkeiten  werden  keineswegs  gehoben,  wenn  man 
die  Trägheit  der  Elektronen  zum  Teil  als  materielle,  zum  Teil 
als  elektromagnetische  betrachtet.  Sie  verschwinden  jedoch  so- 
fort, wenn  man  die  Masse  des  negativen  Elektrons  als  rein  elek- 
tromagnetische Masse  betrachtet.  Auf  die  Möglichkeit  einer  sol- 
chen, alle  überlieferten  Anschauungen  umwälzenden  Lösung 
wurde  von  verschiedenen  Seiten  hingewiesen,  und  es  wurde  die 

1)  J.  J.  Thomson,  Phil.  Mag.  11  (1881)  S.  229. 
0.  Heaviside,  Phil.  Mae.  27  (18ft9^  .^.  .324. 
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Entscheidung  der  Frage  von  den  Trägheitserscheinungen  erwar- 
tet, welche  die  Elektronen  zeigen,  wenn  sie  sich  mit  noch  größe- 
ren  Geschwindigkeiten  als   in  den  Kathodenstrahlen  bewegen. 
In  der  Tat,  die  materielle  Masse  mußte  nach  den  Lehren  der 
klassischen  Mechanik  unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  sein, 
mit  der   die  Bewegung  erfolgt.    Die  elektromagnetische  Masse  i 
hingegen,    die    von    dem    elektromagnetischen    Felde    herrührt,  1 
mußte  wie  das  Feld  selbst,  von  der  Geschwindigkeit  abhllngen,  | 
mit  welcher  sich  das  Elektron  bewegt.  1 

Gerade  als  die  Erörterung  der  Frage  bis  zu  diesem  Punkte  \ 
gelangt  war,  lernte  man  in  den  /3-Strahlen  des  Radiums  negative  I 
Elektronen  kennen,  die  sich  noch  rascher  als  die  Kathoden-  i 
Strahlteilchen  bewegen.  W.  Kaufmann  ^)  zeigte,  daß  das  Geschwin-  j 
digkeitsspektrum  der  /3-Strahlen  bis  dicht  an  die  Lichtgeschwin-  i 
digkeit  heran  reicht.  Auch  stellten  bereits  die  ersten  Versuche  i 
Kaufmanns  es  außer  Zweifel,  daß  die  Trägheit  dieser  Elektronen 
mit  wachsender  Geschwindigkeit  ansteigt.  Hieran  anknüpfend  \ 
hat  der  Verfasser  dieses  V^erkes  eine  Dynamik  des  Elektrons-) 
ausgearbeitet,  welche  geeignet  war,  die  Versuche  Kaufmanns  auf  j 
rein  elektromagnetischer  Grundlage  zu  deuten.  j 

In  diesem  Paragraphen  sollen  die  Grundhypothesen  dargelegt  ; 
werden,  auf  denen  diese  Dynamik  des  Elektrons  beruht.  1 

Zu  diesen  Hypothesen  gehören  die  in  §  4  entwickelten  all-  | 
gemeinen  Feldgleichungen  der  Elektronen theorie  (I  bis  IV)  sowie?|| 
der  Lorentzsche  Ansatz  (V)  für  die  elektromagnetische  Kraft 
Zu  ihnen  tritt  die  für  die  atomistische  Theorie  der  Elektrizität 
grundlegende  Vorstellung,  daß  die  Gesamtladung  — e,  die  wir  als 
elektrische  Elementarladung  bezeichnet  haben  (§  1),  über  einen 
gewissen  Bereich  verteilt  ist.  Diesen  Bereich  nebst  seiner  Ladung 
nennen  wir  das  „Elektron".  Er  kann  als  Ganzes  im  Räume 
bewegt,  aber  nicht  geteilt  Averden.  An  der  Elektrizität,  die  mit 
der  Dichte  q  über  das  Elektron  verteilt  ist,  greift  nun  die  durch, 
die  Grundgleichung  (V)  bestimmte  elektromagnetische  Kraft  an. 

1)  W.  Kaufmann,  Gott.  Naclir.  (1901)  S.  143.  (1902)  S.  291.  (1903)  S.  90. 

2)  M.  Abraham,   Gott.  Nachr.  (1902)  S.  20.  Ann.  der  Phyß.  10.  (1903) 
S.  105. 
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elbe  setzt  sieh  aus  zwei  Teilen  zusammeo,  erstens  der  elek- 
tromagnetischen Kraft  des  fremden  Feldes,  die  wir  ^^  schreiben, 
und  zweitens  der  vom  Elektron  auf  sich  selbst  ausgeübten  „m- 
neren"  elektromagnetischen  Kraft.  Es  ist  für  das  Folgende  be- 
quem, diese  letztere  einfach  J^  zu  schreiben.  Daß  man  die  „in- 
nere'* und  die  „äußere"  Kraft  trennen  kann,  rührt  von  dem  in 
der  linearen  Form  der  Feldgleichungen  enthaltenen  Superpositions- 
prinzipe  her;  diesem  Prinzipe  zufolge  überlagern  sich  die  Felder 
ß,  §  und  ®%  §",  welche  einerseits  von  dem  betrachteten  Elek- 
tron selbst,  andererseits  von  den  übrigen  Elektronen  erregt  werden. 
Durch  diese  Felder  aber  bestimmen  sich  die  auf  die  Einheit  der 
Tiadung  berechneten  inneren  und  äußeren  elektromagnetischen 
;ifte  folgendermaßen: 

II  rv  =  § +[[»§], 

Da  wir  nun  die  Dynamik  des  Elektrons  rein  elektromagne; 
tisch  zu  begründen  beabsichtigen,  so  dürfen  wir  andere  als  elek- 
tromagnetische Kräfte  überhaupt  nicht  einführen.  Wir  verlangen 
vielmehr:  Es  soll  die  resultierende  Kraft  und  das  resul- 
tierende Kraftmoment  der  an  den  Stücken  des  Elek- 
trons angreifenden  elektromagnetischen  Kräfte  ver- 
schwinden: 


a)  pt;e[r,5  +  5»]  =  0. 


Diese  zu  den  aUgemeiueu  Grundgleichungen  (I  bis  V)  der 
Elektronentheorie  tretenden  besonderen  Grundgleichuogen  der 
Dynamik  des  Elektrons  habe  ich  als  die  „dynamischen  Grund- 
gleichungen" bezeichnet.  Sie  sagen  aus,  daß  die  inneren  und 
die  äußeren  elektromagnetischen  Kräfte  sich  an  dem  Elektron 
im  Siune  der  Mechanik  starrer  Körper  das  Gleichgewicht  halten. 
Auf  ihnen  muß  eine  jede  elektromagnetische  Begründung  der 
Dynamik  des  Elektrons  fußen.  Sobald  man  zuläßt,  daß  neben 
dnin  elektromagnetischen  Kräften  noch  andere  vorhanden  sind. 
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die  eine  Translation  oder  Rotation  hervorzurufen  streben^  kann 
von  einer  elektroraagnetisclien  Begründung  keine  Rede  mehr  sein. 

Wir  müssen  dem  Elektron  eine  endliche  Ausdehnung  deshalb 
zuschreiben^  weil  für  eine  Punktladung  die  Feldstärken  des  von 
der  Ladung  selbst  erregten  Feldes  und  daher  auch  die  innere 
elektromagnetische  Kraft  am  Orte  der  Punktladung  selbst  dem 
Betrage  nach  unendlich  und  der  Richtung  nach  unbestimmt  wird. 
Dieser  Umstand  verbietet  uns,  in  den  dynamischen  Grundglei- 
chungen zur  Grenze  der  Punktladung  überzugehen.  In  der  Tat 
wird,  wie  wir  sehen  werden,  bei  diesem  Grenzübergang  sowohl 
die  elektromagnetische  Energie  wie  die  elektromagnetische  Be- 
wegungsgröße unendlich.  Schreiben  wir  nun  dem  Elektron  eine 
zwar  kleine,  aber  doch  endliche  Ausdehnung  zu,  so  können  wir 
nicht  umhin,  das  Elektron  als  einer  Rotation  fähig  zu  betrach-  ' 
ten.  Ein  Gegenstück  des  ausdehnungslosen  „materiellen  Punk- 
tes" der  analytischen  Mechanik  existiert  in  der  elektromagne- 
tischen Mechanik  nicht.  Die  einfachste  Annahme,  die  man  über 
die  Bewegungsfreiheit  des  Elektrons  machen  kann,  ist  die  fol- 
gende: Das  Elektron  ist  einer  Translation  und  einer 
Rotation  fähig.  Die  allgemeinste  Bewegung  des  Elektrons 
wird  dieser  Annahme  gemäß  durch  die  „kinematische  Grund- 
gleichung" 

(VII)  0  =  00  +  [ui^] 

dargestellt,  welche  in  der  Kinematik  des  starren  Körpers  gilt.: 
Diese  unsere  kinematische  Grundgleichung  sagt  aus,; 
daß  die  Elektrizität  an  den  Stücken  des  Elektrons 
haftet  wie  die  Materie  an  den  Stücken  des  starren  Kör- 
pers. Es  stellt  in  (VII)  Uq  die  Geschwindigkeit  eines  im  Innern 
des  Elektrons  gewählten  Bezugspunktes  dar,  r  den  von  ihm 
aus  gezogenen  Fahrstrahl  und  u  die  Dreh gesch windigkeit  des 
Elektrons  um  den  Bezugspunkt.  Den  sechs  durch  die  kinemati- 
sche Grundgleichung  zugelassenen  Freiheitsgraden  stehen  sechs  | 
aus  den  dynamischen  Grundgleichungen  fließende  Beziehungen  J 
gegenüber,  ganz  wie  in  der  Mechanik  starrer  Körper. 

Wenn  wir  die  Kinematik  des  Elektrons  der  Kinematik  des 
starren  Körpers  nachbilden,  erreichen  wir  für  die  Dynamik  des 
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Elektrons  älmliclie  Vorteile,  wie  sie  die  analytische  Mechanik 
durch  Annahme  starrer  Verbindungen  erzielt.  Indem  nämlich 
die  analytische  Mechanik  der  Kinematik  der  Massensysteme 
solche  Bediugungsgleichungen  zu  gründe  legt,  zu  deren  Aufrecht- 
erhaltung keine  Arbeitsleistung  (weder  eine  positive  noch  ein«' 
negative)  erforderlich  ist,  braucht  sie  Kräfte,  welche  die  ver- 
koppelten Massen  aufeinander  ausüben,  nicht  einzuführen.  Sie 
kann  diese  Kräfte  als  Folge  der  angenommenen  Bedingungs- 
gleichungen auffassen;  es  ist  aber  überflüssig,  von  diesen  Kräften 
zu  reden,  da  dieselben  niemals  Arbeit  leisten,  weder  bei  der 
wirklichen  Bewegung  noch  bei  virtuellen  Bewegungen.  Daher 
kann  die  analytische  Mechanik  bei  der  Behandlung  starrer  Mas- 
sensysteme davon  absehen,  eine  innere  „potentielle  Energie^*  der 
Körper  heranzuziehen.  Aus  den  Bedingungsgleichungen  der  be- 
wegten Massen  und  ihrer  kinetischen  Energie  ergeben  sich  ohne 
weiteres  die  Bewegungsgleichungen  des  Systemes.  Entsprechend 
werden  wir  für  das  starre  Elektron  aus  der  „Lagrangeschen 
Funktion",  d.  h.  der  Differenz  der  magnetischen  und  elektrischen 
Energie,  die  Bewegungsgleichungen  ableiten  können.  Wie  die 
Energie,  so  ist  auch  die  Bewegungsgröße  und  die  Masse  des 
starren  Elektrons  rein  elektromagnetischer  Art. 

Die  elektromagnetische  Masse  hängt  natürlich  von  der  Ge- 
stalt und  der  Ladungsverteilung  des  Elektrons  ab.  Was  diese 
anbelangt,  so  werden  wir  die  möglichst  einfachen  Annahmen 
machen.  Wir  werden  das  Elektron  als  Kugel  betrachten, 
mit  einer  in  konzentrischen  Schichten  gleichförmigen  Vertei- 
teilung  der  Ladung;  insbesondere  werden  wir  zwei  Grenzfälle, 
nämlich  die  gleichförmige  Raumladung  und  die  gleichförmige 
Flächenladung,  bevorzugen. 

Halten  wir  an  der  kinematischen  Grundgleichung  (VII)  fest, 
80  brauchen  wir  von  „Kräften",  welche  die  Teile  des  Elektrons 
aufeinander  ausüben,  überhaupt  nicht  zu  reden.  Die  einzigen 
„Kräfte",  die  in  Frage  kommen,  sind  die  elektromagnetischen 
Kräfte,  welche  durch  die  Vektoren  f}  und  Jf"  bestimmt  sind; 
diese  Vektoren  sind  nur  Hilfsgrößen,  die  durch  die  elektromag- 
netischen Grundvektoren  ^,  §  und  durch  den  Geschwindigkeit?- 
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vektor  ti  bestimmt  sind.  Die  resultierenden  Kräfte  und  Kraft- 
momente des  äußeren  und  inneren  Feldes  allein  sind  es,  die  in 
die  dynamisclien  Grundgleichungen  (VI  und  Via)  eingehen. 
Von  „Kräften"  aber,  welche  das  Elektron  zu  deformieren  bestrebt 
sind,  spricht  unsere  Dynamik  des  Elektrons  überhaupt  nicht. 
Die  kinematische  Grundgleichung  bedingt  es,  daß  solche  Kräfte 
niemals  Arbeit  leisten  können;  von  unserem  Standpunkte  aus 
ist  die  Einführung  solcher  Kräfte  überflüssig. 

Anders  liegt  hingegen  die  Sache,  wenn  man  die  kinema- 
tische Gnindgleichung  (VII)  fallen  läßt  und  eine  Formänderung 
des  Elektrons  als  möglich  ansieht.  Dann  müssen  nicht  nur  die 
resultierenden  Kräfte  und  Kraftmomente  am  Elektron  im  ganzen 
sich  das  Gleichgewicht  halten,  sondern  es  muß  für  jedes  Stück 
des  Elektrons  Gleichgewicht  bestehen,  da  ja  eine  „materielle" 
Masse  nicht  angenommen  werden  soU.  Dann  muß  man  schon 
für  das  ruhende  Elektron  annehmen,  daß  neben  den  elektrischen 
noch  innere  elastische  Kräfte  wirken,  welche  es  verhindern,  daß 
seine  Teile  ihrer  pjeofenseitio-en  Abstoßuno^  Folc^e  leisten.  Diese 
Kräfte  müssen  sehr  groß  sein;  denn  die  elektrischen  Kräfte, 
welche  an  der  Oberfläche  des  Elektrons  angreifen,  übertreffen, 
weil  die  Abmessungen  des  Elektrons  außerordentlich  klein 
sind,  die  experimentell  herstellbaren  elektrischen  Kräfte  um  das 
Billionenfache.  Bewegt  sich  nun  das  Elektron  als  Ganzes  trans- 
latorisch oder  rotatorisch,  so  werden  die  elektromagnetischen 
Kräfte  abgeändert  werden  und  mit  ihnen  die  elastischen,  derart, 
daß  an  jedem  Stücke  die  elektrischen  und  die  elastischen  Kräfte 
sich  das  Gleichgewicht  halten.  Die  Abänderung  der  elastischen 
Kräfte  wird  von  einer  Formänderung  begleitet  sein.  Der  Trans- 
ki tionsbewecrunt?  und  der  Rotati onsbeweorunff  wird  sich  demnach 
eine  innere  Formänderunofsbewet]Cunor  überlasjern,  die  ihrerseits 
das  innere  Feld  beeinflußt.  Man  hat,  neben  den  Gleichgewichts- 
bedingungen noch  die  Feldgleichungen  (I  bis  IV)  zu  erfüllen. 
Eine  solche  Theorie  deformierbarer  Elektronen  ist  bisher  nicht 
entwickelt  worden.  Die  Lagrangesche  Funktion  und  daher  auch 
die  Bewejrunorsorröße  und  die  Masse  solcher  Elektronen  würde 
natürlich  nicht  nur  von  der  elektromagnetischen,  sondern  auch 
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von  der  Deformatiousenergie  abhängen;  ihre  Masse  wäre  mithin 
nicht  als  rein  elektromagnetische  anzusprechen. 

Der  Begriif  der  elektromagnetischen  Masse  ist  allerdings 
jetzt  etwas  in  den  Hintergrund  getreten.  Man  stellt  sich  vor^ 
daß  auch  die  Masse  materieller  Atome  nicht,  wie  es  die  klassi- 
sche Mechanik  annahm,  konstant,  sondern  daß  sie  ebenfalls  von 
der  Geschwindigkeit  abhängig  sei.  Dann  würde  der  Unterschei- 
dung zwischen  „materieller"  und  „elektromagnetischer"  Masse 
keine  prinzipielle  Bedeutung  zukommen. 

Wir  werden  unten  (in  §  22  u.  23)  Theorien  erörtern,  welche 
die  kinematische  Grundhypothese  VII  fallen  lassen,  und  dem- 
entsprechend Energie  und  Bewegungsgröße  nicht  elektromag- 
netischer Art  einführen.  Diese  Theorien  beziehen  sich  indessen 
nur  auf  translatorische  Bewegungen.  Bei  der  Behandlung  der 
Rotation  von  Elektronen  und  Elektronensystemen  (§  25 — 27) 
werden  wir  nicht  umhin  können,  wiederum  die  Hypothese  der 
Starrheit  zugrrunde  zu  lej^en. 

^m    §  17.  Die  Beweguugsgleiehungeu  des  Elektrons. 

9'  Ist  das  „äußere  Feld"  gegeben  und  die  jeweilige  Lage,  Ge- 
schwindigkeit und  Drehgeschwindigkeit  des  Elektrons,  so  sind 
die  resultierende  äußere  Kraft 

(90)  r  =-fdvQ^-  ^JdvQ  [(B-  +  |-  [ti§^]\  , 

und  die  resultierende  äußere  Drehkraft 

(90a)      »«  ==/cZtu;[rr]  -J dvQ  [t,®-  +  ]  [ti§^]\ 

gleichfalls  bestimmt.  Für  das  kugelförmige  Elektron  wird  man 
als  Momentenpunkt  den  Mittelpunkt  desselben  wählen,  und  von 
diesem  aus  den  Fahrstrahl  t  ziehen.  In  der  kinematischen 
(irundgleichung  gibt  dann  ö^  die  Geschwindigkeit  dieses  Mittel- 
punktes, u  die  Dreh gesch windigkeit  des  Elektrons  um  seinen 
Mittelpunkt  an.  ^ 
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Nimmt  man  die  Ladungs Verteilung  im  Elektioü  nicht  ah 
allseitig  symmetrisch  an,  so  wird  man  als  Momentenpunkt  dwi 
durch  die  Gleichung  .,  j 

(90b)  JdvQt  =  0 

bestimmten  Punkt  wählen,  der  dem  ^^Massenmittelpunkte'*  dei 
Mechanik  entspricht,  und  der  als  „Ladungsmittelpunkt"  be- 
zeichnet werden  mag. 

Bei  einer  Translationsbewegung  (u  =  0)  ist  die  äußere  Kralt 

(91)  &',^fdVQ^-+'^[r>„fdVQ§'']. 

Ist  das  äußere  Feld  innerhalb  des  vom  Elektron  einge- 
nommenen Bereiches  merklich  gleichförmig,  so  wird  der  Trans- 
lationsbestandteil der  äußeren  Kraft 

(91a)  Ä?  =  e{e"  +  ^-[Bor]}. 

Die  experimentell  herstellbaren  konstanten  elektrischen  und 
magnetischen  Felder  sind   stets   auf  Strecken  von  der  Größen- 
ordnung eines  Elektrondurchmessers  als  gleichförmig  anzusehen;  \ 
die  von  ihnen  ausgeübte  Kraft  wird  daher  stets  mit  genügender  ; 
Annäherung  durch  (91a)  angegeben.  i 

Die  äußere  Drehkraft  ist  bei  reiner  Translation  ■ 

(91  b)  91?  =  fdvQ  [t  6"]  +  ifdvQ  [r  [»„§"]] . 

Dieser  Ausdruck  verschwindet  für  ein  gleichförmiges  äußeres^] 
Feld,  da  hier  sowohl  ^'^  wie   [Öq^'^I  ^or  das  Integralzeichen 
zu  ziehen  sind,  gemäß  (90b).    Im  gleichförmigen  Felde  ist 
der    Translationsbestandteil     der    äußeren    Drehkrafs 
gleich  Null. 

Dreht  sich  indessen  das  Elektron  um  seinen  Mittelpunkt, 
so  kommt  im  magnetischen  Felde  der  Rotationsbestandteil  der 
äußeren  Kraft  hinzu:  ^ 

^,=  lJdvQ[[uxl§'], 

welcher  gemäß  den  Regeln  (ß)  und  (ö)  der  Formelzusammen- 
stellung in  Bd.  I  zu  schreiben  ist 

(91c)  Qi^lfdvQ{-u(x§'')  +  t(u^')\. 
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Der    Rotationsbestandteil    der    äußeren    Kraft    ver- 
schwindet im  gleichförmigen  magnetischen  Felde. 

Der    Rotationsbestandteil    der    äußeren    Drehkraft 
jedoch 

(91d)    *B|  =  iJdvQlux]  (tg")  =  l[u,JdvQt  (tr)] 

ist  auch  im  gleichförmigen  magnetischen  Felde  im  all- 
gemeinen von  Null  verschieden. 

Führen  wir  die  nunmehr  als  bekannt  anzusehenden  Vektoren 
Ä*  und  91"  in  die  dynamischen  Grundgleichungen  (VI,  Via)  ein, 
80  lauten  diese: 
(92)  ^'^  +fdvQ^  =  0, 

(92a)  91^  -i-fdvQ  [tJJ]  =  0. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  den  Vektor  Jf,  d.  h.  die  elek- 
tromagnetische Kraft  des  vom  Elektron  selbst  erregten  Feldes, 
■||L  ermitteln. 

^B  Wir  haben  bereits  im  ersten  Kapitel  (§  8)  in  allgemeinster 
^SVeise  die  Fortpflanzung  einer  elektromagnetischen  Störung  be- 
handelt. Wir  haben  gesehen,  daß  das  Feld,  welches  zur  Zeit  t 
in  irgendeinem  Aufpunkte  herrscht,  sich  aus  Beiträgen  zu- 
sammensetzt, welche  eine  mit  Lichtgeschwindigkeit  sich  zu- 
sammenziehende Kugel  dem  Aufpunkte  zuführt.  Und  zwar 
hängen  die  elektromagnetischen  Potentiale  von  den  Dichten  der 
Elektrizität  und  des  Konvektionsstromes  ab,  welche  die  Kugel 
antrifft;  die  Feldstärken  werden  mithin  von  der  Dichte,  Ge- 
schwindigkeit und  Beschleunigung  der  Elektrizität  abhängen, 
über  welche  die  Kugel  hinweggestrichen  ist.  Das  vom  Elektron 
erregte  Feld  wird  sich  demnach  durch  ein  Zeitintegral  über 
die  Latenszeit  r  oder  den  Latensweg  X  darstellen  lassen.  All- 
gemeine Darstellungen  für  das  Feld,  insbesondere  dasjenige 
eines  kugelförmigen  Elektrons  haben  A.  Sommerfeld^)  und  G. 
A.  Schott^)  gegeben. 


1)  A.  Sommerfeld,  Gott.  Nachr.  (1904)  S.  99,  36:^. 

2)  G.  A.  Schott,  Ann.  d.  Phya.  24  (1907)  S.  637. 
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In  die  Ausdrücke  der  inneren  Kraft  und  Drehkraft  gehen 
nun  die  Feldstärken  ein,  welche  in  dem  gerade  vom  Elektron 
eingenommenen  Bereiche  herrschen,  und  die  vom  Elektron 
selbst  erregt  sind.  Um  sie  allgemein  zu  bestimmen,  müßte  man 
für  jeden  Punkt  des  Elektrons  das  Feld  ermitteln  und  sodann 
'die  elektromagnetischen  Kräfte,  welche  auf  die  einzelnen  Stücke 
des  Elektrons  wirken,  nach  den  Regeln  der  Mechanik  starrer 
Körper  zusammensetzen.  Hat  sich  das  Elektron  vorher  mit  Unter- 
lichtgeschwindigkeit bewegt,  so  wird  für  jeden  zur  Zeit  t  in 
sein  Inneres  fallenden  Aufpunkt  das  Feld  von  der  Bewegung 
abhängen,  welche  das  Elektron  in  der  endlichen,  der  Zeit  i 
vorangegangenen  Zeitspanne  ausgeführt  hat,  während  deren  die 
mit  Lichtgeschwindigkeit  zusammenschrumpfende  Kugel  über 
das  Elektron  hinweggestrichen  ist.  Auch  bei  Bewegung  mit  Über- 
lichtgeschwindigkeit wird  das  gleiche  gelten;  die  Abweichung 
liegt  darin,  daß  hier  das  Elektron  von  außen  in  die  Kugel  hinein- 
tritt. Nur  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Elektrons  der  Licht- 
lijeschwindigkeit  gleich  ist  oder  um  diese  schwankt,  liegt  ein 
Ausnahmefall  vor.  Im  allgemeinen  wird  die  elektromagnetische 
Kraft  im  Inneren  des  Elektrons  von  der  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  abhängen,  die  das  Elektron  in  einer  endlichen, 
Zeitspanne  erfahren  hat.  Das  gleiche  wird  von  der  resultierenden 
inneren  Kraft  und  Drehkraft  gelten. 

Aus   diesen   allgemeinen  Überlegungen  gewinnen    wir  eine 
Einsicht  in  den  Sinn  unserer  dynamischen  Grundgleichungen. 
Wir  erkennen,   daß   diese  Gleichungen  im  Grunde  etwas  ganz 
anderes  aussagen,  als  die  Prinzipien  der  gewöhnlichen  Mechanik.  ■ 
Während  die  Mechanik  starrer  materieller  Körper  die  zeitliche 
Änderung  der  jeweiligen  Geschwindigkeit  und  Dreh  geschwindig 
keit   durch   die   äußere   Kraft  und  Drehkraft   bestimmt,    wenn  /<. 
die  Gestalt  und  die  Massen  Verteilung  des  Körpers  gegeben  ist,  | 
ist  die  Aussage  der  Grundgleichungen  der  Dynamik  des  Elektrons  \ 
eine  weit  verwickeitere.  Diese  sind  Integralgleichungen,  welche  | 
die  Lage  sowie   die  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  der   ; 
Translation  und  Rotation,  die  in  einer  gewissen,  endlichen  Zeit  l 
herrschen,    zueinander   in   eine   äußerst  verwickelte  Beziehung  % 
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setzen.  Man  darf  dalier  nicht  hoffen,  Bewegangsgleichungen  zu 
erhalten,  welche  gleichzeitig  in  Strenge  gültig  sind  und,  ähnlich 
wie  die  Bewegungsgleichungen  des  starren  Körpers,  die  Be- 
schleunigung der  Translation  und  Rotation  allein  durch  die  jeweils 
herrschenden  äußeren  Kräfte  bestimmen.  Nur  indem  man  be- 
\  sondere  Fälle  herausgreift  und  sie  passend  idealisiert,  kann  man 
erwarten,  zu  übersichtlichen,  für  die  Darstellung  der  beobacht- 
baren Bewegungen  geeigneten  Ergebnissen  zu  gelangen. 

Dieses  war  das  Ziel,  welches  ich  bei  meinen  Untersuchungen 
über  die  Dynamik  des  Elektrons  verfolgt  habe.  Es  zeigt  sich, 
daß  die  in  den  Kathodenstrahlen  und  den  Becquerelstrahlen  statt- 
findenden Elektronenbewegungen  so  wenig  beschleunigt  sind,  daß 
sie  als  „quasistationär"  gelten  können,  d.  h.  daß  das  Feld  des 
Elektrons  merklich  dem  bei  gleichförmiger  Bewegung  mitge- 
führten Feld  entspricht  (vgl.  §  24).  Für  solche  quasistationäre 
Translationsbewegungen  gelten  Bewegungsgleichungen,  welche 
von  den  in  der  Mechanik  geltenden  nicht  so  sehr  verschieden 
sind.  Hier  läßt  sich  das  Verhalten  des  Elektrons  auch  bei  Ge- 
schwindigkeiten, die  von  der  Ordnung  der  Lichtgeschwindigkeit, 
aber  immerhin  kleiner  als  diese  selbst  sind,  durch  eine  von  der 
jeweiligen  Geschwindigkeit  abhängige  „elektromagnetische 
Masse'^  kennzeichnen.  Dabei  ist  jedoch  eine  andere  träge  Masse 
in  Rechnung  zu  setzen,  wenn  es  sich  um  Beschleunigung  parallel 
der  Bewegungsrichtung  oder  senkrecht  zu  ihr  handeltr  Beide 
Massen,  die  „longitudinale"  sowohl  als  auch  die  „transver- 
sale", lassen  sich  mit  Hilfe  des  elektromagnetischen  Impulses  (§  5) 
in  übersichtlicher  Weise  darstellen.  In  entsprechender  Weise  läßt 
sich  aus  dem  elektromagnetischen  Impulsmomente  für  quasista- 
tionäre Drehbewegungen  ein  „elektromagnetisches  Träg- 
heitsmoment" ableiten. 

Wir  gewinnen  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  quasista- 
tionären Bewegungen  des  Elektrons,  indem  wir  die  elektromag- 
netische Bewegungsgröße  des  vom  Elektron  erregten  Feldes 
einführen.    Deren  Dichte  ist  nach  Gleichung  (17): 

(93)  9-f.®  =  ,L:[e#]- 
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Der  gesamte  Impuls  des  Feldes  beträgt 
(93a)  ^=Jdv%j        und  der  Drehimpuls 

(93b)  ?  -fdvln\. 

Die  Umformungen,  die  zu  den  Ausdrücken  (20)  und  (26  a) 
für  die  resultierende  Kraft  und  die  resultierende  Drehkraft  eines 
beliebigen  elektromagnetischen  Feldes  führten,  gelten  natürlich 
auch  für  das  Feld  eines  einzelnen  Elektrons;  denn  dieses  Feld 
erfüllt  die  Grundgleichungen  (I  bis  IV),  auf  denen  jene  Um- 
formungen beruhten.  Wir  erhalten  demnach  als  resultierende 
innere  Kraft 


(93c)  ^^JdvQ^ 


dt 


Bei  der  Berechnung  des  resultierenden  Momentes  des  vom 
Elektron  erregten  Feldes  ist  zu  beachten,  daß  als  Momenten- 
punkt nicht  wie  in  §  5  ein  im  Räume  fester  Punkt,  sondern 
der  mit  der  Geschwindigkeit  Öq  bewegte  Mittelpunkt  des  Elek- 
trons gewählt  wurde.  Auf  diesen  Momentenpunkt  soll  auch  das 
elektromagnetische  Impulsmoment  ^  bezogen  werden.  Wir  kön- 
nen, da  das  Integral  in  (93  b)  über  den  ganzen  Raum  zu  er- 
strecken ist,  unter  r  den  Fahrstrahl  verstehen,  der  vom  Mittel- 
punkt des  Elektrons  aus  nach  einem  im  Räume  festen  Punkte 
gezogen  ist;  dann  gilt:      dt 

dt  =  -  ^0- 

Hieraus  folgt  als  zeitliche  Änderung  des  Impulsmomentes 


d^  _d, 

dt   ~  dt 


:fdv[vi]  =  -[ü,®]+fdü[t%] 


Das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  war  es,  auf  welches  sich 
die  Umformung  des  §  5  bezogen,  die  zu  den  Gleichungen  (26) 
und  (26a)  führten;  denn  dieses  Glied  stellt  die  zeitliche  Ände- 
rung des  auf  einen  im  Räume  festen  Momentenpunkt  bezogenen 
Impulsmomentes  dar. 

Wir  haben  daher  hier  zu  schreiben 


'«  =  ->[*W 
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Zwischen    dem    auf  den  bewegten  Mittelpunkt  des 

iktrons  bezogenen  elektromagnetisclien  Impulsmo- 

mte  ?)  und  dem  resultierenden  Momente  der  inneren 

kktromagnetischen  Kräfte  bestellt  demnach  die  Be- 

(hung 

Id)  9l=fdvQ[x%]  =  -[t,,®]-'^^t- 

Führen  wir  die  Ausdrücke  (93  c,  d)  in  die  dynamischen  Grund- 
Lchungen  (92,  92  a)  ein,  so  nehmen  diese  die  Form  an 

Diese  Form   der  dynamischen  Grundgleichungen  entspricht 

•chaus  den  Bewegungsgleichungen  eines  starren  Körpers,  wenn 
Kraft  und  Impulsraoment  auf  einen  mit  der  Geschwindigkeit  ti<y 
wegten  Momentenpunkt  bezogen  sind.  Sie  beruhen  ja  auf  den 
Impulssätzen,  die  für  die  Bewegungsgröße  des  elektromagneti- 
schen Feldes  ebenso  gelten,  wie  für  die  an  den  materiellen  Kör- 
pern haftende  Bewegungsgröße.  Freilich  läßt  sich  für  diese 
'  "rper  ohne  weiteres  der  Impuls  als  Funktion  der  Geschwin- 
. ,  i^rkeit  und  der  Drehimpuls  als  Funktion  der  Drehgeschwindigkeit 
anireben.  In  der  Dynamik  des  Elektrons  hingegen  gewinnt  man 

Beziehungen,  welche  den'Impuls  und  das  Impulsmoment  mit 
der  Geschwindigkeit  und  der  Drehgeschwindigkeit  verknüpfen, 
erst  durch  Integration  der  Feldgleichungen;  erst  nachdem  das 
Feld  der  betreffenden  Bewegung  ermittelt  ist,  lassen  sich  die 
Raum  integrale  (93  a,  b)  auswerten,  wodurch  dann  die  Bewegungs- 
gleichungen eine  zur  Bestimmung  des  Verlaufes  der  Bewegung 
geeignete  Form  annehmen. 

Neben  den  Impulsgleichungen  ist  die  Energiegleichung  für 
die  Dynamik  des  Elektrons  von  Bedeutung.  Wir  hatten  dieselbe 
bereits  in  §  4  in  allgemeiner  Weise  aus  den  Grundgleichungen 
der  Elektronentheorie  hergeleitet.  W,  die  gesamte  Energie  des 
vom  Elektron  erregten  Feldes,  ist  stets  eine  endliche,  wenn  wir 
bei  der  Verfolgung  der  Bewegung  von  einem  anfangs  ruhenden 
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Elektron  ausgehen  und  immer  nur  endliche  äußere  Kräfte  aul 
das  Elektron  wirken  lassen.  Sie  berechnet  sich  in  diesem  Falle 
aus  den  Feldstärken  des  vom  Elektron  erregten  Feldes  durch 
Integration  über  den  Kiiuni: 

(95)  ir=jJ^j(S2  +  §2J. 

Infolge  der  über  den  Aufangszustand  gemachten  Annahme 
können  wir  in  der  Energiegleichung,  ebenso  wie  wir  es  bereits 
in  §  5  in  den  Impulsgleichungen  taten,  die  Oberflächenintegrale 
streichen.  Rücken  wir  nämlich  die  Begrenzungsfläche  so  weit 
fort,  daß  sie  während  des  ganzen  betrachteten  Vorganges  nicht 
von  dem  Felde  erreicht  wird,  so  findet  eine  Strahlung  durch  die| 
Begrenzungsfläche  hindurch  nicht  statt,  und  es  wird  (vgl.  §  4) 

dA 
Hier  bezeichnet  -,.-  die  Arbeitsleistung  der  „inneren"  elek- 
tromagnetischen Kräfte  Jf,  die  vom  Felde  des  Elektrons  selbst 
herrühren;  es  gilt 


dA 
dt 


-JdvQ(ti%)  =  (tioJä^Q^)  +  {%JdvQ[r%]), 


wie  aus  der  kinematischen  Grundgleichung  (VII)  im  Verein  mit  der  j 
Regel  (y)  der  FormelzusammensteUung  in  Bd.  I  folgt.  Mit  Rück-  I 
sieht  auf  die  dynamischen  Grundglei^hungen  (92  a,  b)  ergibt  dieses  \ 

(95b)  'Y^  =  -  (»„«»)  -  (u9l").  j 

Es  ist  demnach  die  Arbeit  der  innneren  elektromag-  I 
netischen  Kräfte  entgegengesetzt  gleich  der  Arbeit  der  i 
äußeren  elektromagnetischen  Kräfte.  Diese  aus  den  Grund-  i 
gleicliungen  unserer  Dynamik  des  Elektrons  folgende  Beziehung  j 
würde  nicht  mehr  erfüllt  sein,  wenn  noch  andere  innere  Kräfte,,! 
außer  den  elektromagnetischen,    mitwirkten.    Durch  die  Wahl 
der  Grundhypothesen  haben  wir  eben  ausgeschlossen,  daß  solche 
Kräfte  jemals  Arbeit  leisten.    Die  Beziehung  (95  b)  und  die  aus 
ihr  und  (95a)  sofort  sich  ergebende  Energiegleichung 

<96)  ^^- =  {r,,m  +  iu9l<-), 
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sind  für  unsere  rein  elektromagnetiscli  begründete  Dynamik  des 
Elektrons  wesentlich. 

Vereinigen  wir  nun  die  Energiegleichung  (96)  mit  den  Im- 
pulsgleichungen (94)  und  (94  a),  indem  wir  die  aus  den  letzteren 
sich  ergebenden  Werte  der  äußeren  Kraft  und  Drehkraft  in  die 
erstere  einführeo,  so  erhalten  wir 

Diese  aus  der  Energiegleichung  und  den  Impuls- 
gleichungen abgeleitete  Beziehung  ist  von  Wichtigkeit 
für  die  Dynamik  des  starren  Elektrons;  denn  sie  ver- 
knüpft in  einer  allgemeinen,  von  den  Werten  der  äuße- 
ren Kräfte  unabhängigen  Weise  den  Impuls,  den  Dreh- 
impuls und  die  Energie  des  Elektrons. 

Wir  wollen,  ehe  wir  zur  Behandlung  besonderer  Bewegungen 
übergehen,  noch  eine  andere,  allgemeine  Beziehung  ableiten, 
welche  sich  gleichfalls  weiterhin  als  wertvoll  erweisen  wird. 
Dieselbe  bezieht  sich  auf  die  Differenz  der  magnetischen  Energie 
T  und  der  elektrischen  Energie  ü  des  Feldes.  Diese  Differenz 
soU  die  „Lagrangesche  Funktion''  genannt  werden: 
(98)  L^T-U. 

Wir  wollen  bei  der  Berechnung  der  beiden  Energiearten  die 
Gleichungen  (28)  und  (29)  heranziehen,  welche  die  elektromag- 
netischen Vektoren  durch  die  elektromagnetischen  Potentiale 
ausdrücken.    Dann  wird 

:98a)  T=/^^#'=/^(§,curia), 

Die  erhaltenen  Ausdrücke  sollen  durch  partielle  Integi-ation 
umgeformt  werden,  wobei  die  über  die  Begrenzungsfläche  er- 
streckten Integrale  ein  für  allemal  gestrichen  werden  sollen.  Es 
liegt  diesem  Verfahren  immer  die  stillschweigende  Voraussetzung 
zugrunde,  daß  die  Grenzfläche  nicht  von  der  Störung  erreicht 
worden  ist;  auf  dieser  Fläche  herrscht  dann  noch  der  elektro- 

Abraham,  Theorie  der  ElektrUltät.  II.   4.  Aufl.  10 
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statisclie  Anfangszustand,  der  zu  einer  früheren  Zeit  einmal  im 
ganzen  Räume  bestanden  hat;  dieses  elektrostatische  Feld  liefert 
keine  Beträge  zu  den  Oberflächenintegralen. 

Aus  Regel  (y)  der  Formelzusammenstellung  in  Bd.  I  folgt 

und,  nach  Einführung  der  Feldgleichung  (I), 

(98c)  r,=  |/<^HW+/^(«,^). 

Andererseits  ergibt  die  Regel  (l)  in  Bd.  I 

woraus  auf  Grund  des  Gaußschen  Satzes  (Regel  (?)  folgt 

I  dv^^O  =  —  I  dv  ^ diY  ^  ^  —  4:7C  I  dvQ0. 
Demgemäß  wird  die  elektrische  Energie 

(98d)  ^  =  |>.^-/£(«f)- 

Wir  wollen,  zur  Abkürzung,  den  Skalar 
(99)  ^=.^-^  (t,^) 

einführen  und  das  Raumintegi-al 

(99  a)  V^^f^^^^ 

die  „Kräftefunktion"  der  Elektronen  nennen.  Nach  Gleichung 
(10)  können  wir  auch  schreiben: 

(99b)  V=-^J  dvQ^-  l-fdv{m). 

Es  folgt  daher  durch  Subtraktion  von  (98  c,  d),  gemäß  (98):' 

(100)  L  =  -r  +  ^f^^{m). 

Diese  wichtige  Beziehung  zwischen  der  Lagrange- 
schen Funktion  und  derKräftefunktion  gilt  in  derElek- 
tronentheorie  für  ein  beliebiges  elektromagnetisches 
Feld. 
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§  18.  Gleichförmige  Translation  elektrischer  Ladungen. 

Wir  wollen  die  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  etwas 
allgemeiner  halten,  als  es  für  die  Theorie  des  translatorisch  be- 
wegten Elektrons  unbedingt  erforderlich  wäre.  Wir  wollen  uns 
ein  beliebiges  System  elektrischer  Ladungen  in  gleichförmiger 
translatorischer  Bewegung  begriffen  denken.  Das  System  soll 
bereits  seit  so  langer  Zeit  in  dieser  Bewegung  begriffen  sein,  daß 
in  aUen  betrachteten  Aufpunkten  die  frühere,  der  gleichförmigen 
Bewegung  vorangegangene  Bewegung  ohne  Einfluß  geworden 
ist;  die  Bedingungen,  unter  denen  dieses  der  Fall  ist,  lassen  sich 
auf  Grund  der  allgemeinen  Sätze  über  die  Fortpflanzung  der  elek- 
tromagnetischen Störungen  (§  8)  ohne  Schwierigkeit  angeben. 
Diese  Sätze  führen  ebenso  wie  in  dem  besonderen  Falle  der  Punkt- 

«adung  (§  12)  auch  in  dem  jetzt  vorliegenden  allgemeinen  Falle 
;ur  Lösung  der  gestellten  Aufgabe;  es  wäre  nicht  schwer,  die 
Bestimmung  der  elektromagnetischen  Potentiale  auf  Grund  der 
^'ormeln  (50)  und  (50  a)  durchzuführen.  Man  sieht  ohne  weiteres 
Iein,  daß  das  gleichförmig  bewegte  System  elektrischer  Ladungen 
lein  Feld  einfach  mitführt.  In  der  Tat,  denken  wir  uns  ein 
Ben  Ladungen  gleichförmig  mitbewegtes  Bezugssystem  und  in 
diesem  einen  Punkt  P,  so  werden  die  Werte  der  elektromagne- 
tischen Potentiale  0  und  %  in  einem  solchen  Punkte  von  der 
Zeit  unabhängig  sein;  denn  welche  Zeit  t  man  auch  wählt,  die 
Bewegung,  nach  rückwärts  verfolgt,  ist  stets  die  gleiche,  und  die 
auf  den  betreffenden,  zur  Zeit  t  mit  P  zusammenfallenden  Auf- 
punkt sich  zusammenziehende  Kugel  führt  stets  die  gleichen 
Beiträge  mit.  Es  ist  demnach  das  elektromagnetische 
Feld  des  gleichförmig  bewegten  Systemes  elektrischer 
Ladungen  stationär,  wenn  es  von  einem  mitbewegten 
Bezugssystem  aus  beurteilt  wird.  Freilich  gilt  das  nur  für 
solche  Aufpunkte,  welche  nicht  von  denjenigen  elektromagne- 
tischen Wellen  bestrichen  werden,  die  vor  Eintritt  des  stationären 
Bewegungszustandes  entsandt  wurden.  Je  größer  die  Zeit  ist, 
welche  seit  dem  Beginn  der  gleichförmigen  Bewegung  verstrichen 
ist,   desto   weiter  wird  die  Wellenzone  sich  von  den  bewegten 

10* 
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Ladungen  entfernt  haben,  wofern,  wie  wir  annehmen  wollen, 
deren  Geschwindigkeit  kleiner  ist,  als  die  des  Lichtes.  Es  wird 
die  mit  Lichtgeschwindigkeit  forteilende  Wellenzone  das  statio- 
näre, konvektiv  mitbewegte,  Feld  einschließen;  lassen  wir  die  Zeit, 
die  seit  Beginn  der  gleichförmigen  Bewegung  verflossen  ist,  be- 
liebig wachsen,  so  dehnt  sich  das  stationäre  Feld  mehr  und  mehr 
aus;  seine  Feldstärken  nehmen  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung 
von  den  bewegten  Ladungen  ab.  Seine  Energie  und  Bewegungs- 
größe können  daher  von  einer  gewissen  Zeit  an  den  endlichen 
Werten  der  Energie  und  Bewegungsgröße  gleichgesetzt  werden, 
welche  sich  ergeben,  wenn  man  das  stationäre  Feld  als  im  ganzen 
Räume  herrschend  annimmt.  Die  so  berechneten  Werte  der  mit- 
geführten Energie  und  Bewegungsgröße  sind  allerdings  nicht 
der  gesamten  Energie  und  Bewegungsgröße  des  Feldes  gleich; 
um  diese  zu  erhalten,  müßten  wir  noch  die  Energie  und  Bewe- 
gungsgröße der  Wellenzone  hinzufügen. 

Bei  der  Berechnung  der  elektromagnetischen  Potentiale  des 
stationären  Feldes  werden  wir  nicht  die  Formeln  (50)  und  (50  a) 
als  Ausgangspunkt  wählen;  es  ist  bequemer,  auf  die  Differential- 
gleichungen (30a,b)  zurückzugehen,  die  sich  hier  erheblich  ver- 
einfachen. Da  die  elektromagnetischen  Potentiale  stationär  sind 
in  bezug  auf  ein  mit  der  Geschwindigkeit  t)  bewegtes  System,  so 
trifft  ein  mit  dieser  Geschwindigkeit  bewegter  Punkt  überall  die 
gleichen  Werte  der  elektromagnetischen  Potentiale  an;  dem- 
nach gilt,  wenn  die  o;- Achse  der  Bewegungsrichtung  parallel  ge- 
legt wird  a^  ,  ,  a$     •  , 


dt    '    "^  dx 
'W  "^  ^*  Tx 


IM 


n. 


Setzen  wir  wieder        ß  ==  - — ^  ==  —  . 
^         c         c  * 

so  wird  ^-  =  -  Ci3  ^-,     -^  =  ~cß  -^  , 

dt  '^  dx  ^       dt  ^    dx  * 

und  es  nehmen  die  Differentialgleichungen  (30a,b)  der  elektro- 
magnetischen Potentiale  die  Form  an: 
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(101)  (l-^VJ+^.  +  P  =  -4.(., 

3*51         d^%         d^U 

(lou)      (1-^^)1^;  +  ^  +  ^-/=.- 4.,^. 

Die  zur  Bewegungsrichtung  senkrechten  Komponenten  des 
elektromagnetischen  Vektorpotentiales  sind  nach  (50  a)  gleich 

N""'  ^«'1  »,  =  >.  =  0  war; 

da  aber  K^  Q  ~^  ^  9ß 

ist,  so  wird  im  Einklang  mit  (101,  101a): 

(101b)  «.  =  ^^,     5t,  =-«,  =  0. 

Hieraus  ergeben  sich  für  die  Komponenten  der  Feldstärken 
Beziehungen,  die  den  in  §  12  (Gl.  67  b,  e)  für  eine  gleichförmig  be- 
wegte Punktladung  abgeleiteten  vollkommen  entsprechen.  Es  wird 


(101  d) 


LOle)  §,=        0, 

lOlf) 


■      Auch  folgt  für  den  Vektor  5,  welcher  die  elektromagnetische 
Kraft  auf  die  mitbewegte  Einheit  der  Ladung  bestimmt,  die  der 
Gleichung  (68)  entsprechende  Beziehung 
(102)  ^^-VF,      ^ff- (1-/32)^. 

Dabei  ist  ^,  das  „Konvektionspotential",  der  allgemein 
durch  Gleichung  (99)  des  vorigen  Paragraphen  bestimmte  Skalar. 
In  dem  vorliegenden  Falle  der  gleichförmigen  Bewegung  hat  er 
der  partiellen  Differentialgleichung  zu  genügen: 

(102a)  x^  -y^,  +  j^,  f  -^^,  =  -  4^rpx^ 

wobei  abkürzungsweise  gesetzt  ist 


(102  b)  x=yi-/3*. 
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Da  /3  <  1  angenommen  wird,  so  ist  x  eine  reelle  positive  Zahl. 

Die  einfachste,  einer  gleichförmig  bewegten  Punktladung 
entsprechende  Lösung  der  Differentialgleichung  (102  a)  haben 
wir  bereits  in  §  12  kennen  gelernt. 

Für  die  der  Bewegungsrichtung  parallele  Komponente  des 
Vektors  . 

welcher  nach  Gleichung  (17)  die  Dichte  der  elektromagnetischen 
Bewegungsgröße  bestimmt,  erhalten  wir  aus  (101  f) 

Dabei  ist  nach  (101  e)  die  magnetische  Energiedichte  gleich 

Integrieren  wir  über  das  ganze  Feld,  so  erhalten  wir 

(103)  2T=|ti|®,==(b@). 

Die  doppelte  magnetische  Energie  des  gleichförmig 
bewegten  Systemes  elektrischer  Ladungen  ist  gleich 
dem  skalaren  Produkte  aus  der  Geschwindigkeit  und 
der  elektromagnetischen  Bewegungsgröße. 

Die  durch  Gleichung  (99a)  bestimmte  „Kräftefunktion" 
der  bewegten  Ladungen 

(104)  V=^fdvQ^ 

ist  von  großer  Wichtigkeit  für  die  Theorie  der  konvektiv  be- 
wegten Elektrizität.  Es  spielt  ja  das  Konvektionspotential  5^ 
hier  dieselbe  Rolle,  wie  das  elektrostatische  Potential  cp  in  der 
Theorie  der  ruhenden  Elektrizität.  Wie  der  negative  Gradient 
von  (p  die  Kraft  angibt,  die  auf  die  ruhende  Einheit  der  Ladung 
wirkt,  so  wird  in  unserem  gleichförmig  bewegten  Systeme  die 
Kraft  auf  die  mitbewegte  Einheit  der  Ladung  durch  den  ne- 
gativen Gradienten  von  ^  angezeigt  (GL  102).  Wie  die  Abnahme 
der  elektrostatischen  Energie 

(104a)  U==jJdvQ(p 


V: 
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der  Arbeit  gleich  ist,  die  bei  einer  Verrückung  ruhender  La- 
dungen gewonnen  wird,  so  bestimmt  die  Abnahme  der  Kräfte- 
funktion V  die  Arbeit,  welche  bei  einer  Änderung  der  Verteilung 
der  elektrischen  Ladungen  in  unserem  gleichförmig  bewegten 
Systeme  zu  gewinnen  ist.  Diese  Änderung  ist  selbstverständlich 
unendlich  langsam  vorgenommen  zu  denken,  so  daß  unser  System 
jeweils  als  ein  mit  der  Geschwindigkeit  ti  gleichförmig  bewegtes 
gelten  kann.  Die  für  unser  stationäres  Feld  aus  (100)  und  (98) 
folgende  Beziehung 
(104b)  V==-L=U-T 

gestattet  folgende  Deutung:  Zu  der  elektrischen  Energie  U 
des  Ladungssystemes  tritt  das  elektrodynamische 
Potential  —  T  der  Konvektionsströme,  welches  ebenso 
wie  bei  geschlossenen  Leitungsströmen  (Bd.  I,  §  65)  der 
negativen  magnetischen  Energie  gleich  ist.  Die  so  er- 
haltene Kräftefunktion  gibt  die  Arbeit  an,  welche  bei 
einer  Änderung  der  räumlichen  Verteilung  der  beweg- 
ten Ladungen  gewonnen  wird. 
Es  folgt  übrigens  aus  (101  e,f) 

Hieraus  ergibt  sich  für  die  Kräftefunktion  der  Ausdruck 

;io4c)       r=-L  =ßl  { ei  +  jc^  (m  +  m)}- 

Für  die  wirkliche  Berechnung  eignet  sich  allerdings  besser 
die  Formel  (104),  welche  die  Kräftefunktion  durch  ein  über 
die  elektrischen  Ladungen  erstrecktes  Integral  darstellt;  dieses 
Integral  läßt  sich  auswerten,  sobald  das  Konvektionspotential  ^ 
bekannt  ist.  Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  durch  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichung  (102  a)  das  Konvektionspotential 
zu  bestimmen. 

Man  sieht  sofort  ein,  daß  diese  Differentialgleichung  in  die 
Poissonsche  Gleichung  übergeht,  wenn  man  durch  die  Substitution 
(105)  X  =  XqX,  y  =  yQ,z^ZQ 
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neue  unabhängige  Variable  einführt.  Wir  wollen  gleichzeitig  setzen 
(105a)  Q  =  'f- 

Dann  ist  die  Differentialgleichung  des  Konvektionspotentiales 
zu  schreiben 
(105  b)  VIW=-47CQq7c. 

Wir  wollen  unser  gleichförmig  bewegtes  System  ZI  ver- 
gleichen mit  einem  ruhenden  Systeme  Uq  von  elektrischen 
Ladungen.  Es  sollen  Xq,  y^j  Zq,  Qq  Raumkoordinaten  und  elek- 
trische Dichte  in  Sq  sein,  d.  h.  es  soll  2Jq  aus  U  durch  eine 
Streckung  parallel  der  Bewegungsrichtung  hervorgehen,  durch 
welche  alle  der  a?- Achse  parallelen  Strecken  im  Verhältnis 

^-^  =  (1  -  ß')-i 

verlängert  werden;  die  Dichte  der  Elektrizität  soll  gemäß  (105a) 
im  Verhältnis  tc  bei  dieser  Dehnung  verkleinert  werden,  so  daß 
entsprechende  Raumteile  in  27  und  2Jq  dieselbe  Ladung  enthalten. 
Das  elektrostatische  Potential  cpQ  in  27^  wird  der  Poissonschen 
Gleichung  zu  genügen  haben 
(105c)  V^9o  =  —  4:r()(j,  welche  durch 

(io5d)  ,p„=jr^o_j^ 

allgemein  integriert  wird.  Vergleichen  wir  nun  (105  b)  und 
(105  c)  und  bemerken,  daß  die  Ladungen  entsprechender  Raum- 
teile in  Uq  und  2J  die  gleichen  sind,  so  erhalten  wir 


(106)  w=,^^^,f^  =  ,f^, 


wo 


(106a)       r.  =]/(^„  -  ^y  +  {y,  -  r,,y  +  {z,  -  ?„)» 

die  Entfernung  der  Punkte  {x^y^is^  und  (lo''?o5o)  ^^t,  welche  in 
dem  ruhenden  Systeme  E^  dem  Aufpunkte  {xyz)  und  dem  Quell- 
punkte (5'»?S)  des  bewegten  Systemes  ZI  entsprechen.  Hierdurch 
ist  allgemein  die  Bestimmung  des  Konvektionspoten- 
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;iales  in  U  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung  des  elek- 
;rostatischen  Potentiales  in  ZJ,. 

Das  KonvektioDspotential  einer  im  Koordinatenanfange  be- 
indlichen  Punktladung  e  wird  hiemach 

106b)  gr  = 


ras  vollkommen  mit  den  Gleichungen  (68)  und  (67  a)  des  §  12 
ibereinstimmt.  In  Entfernungen  von  dem  bewegten  Ladungs- 
ygteme,  in  welchen  dasselbe  wie  eine  Punktladung  wirkt,  ist 
lie  Formel  (106b)  für  das  Konvektionspotential  zu  verwenden; 
der  sind  die  Flächen  konstanten  Konvektionspotentiales  in  U 
leaviside-Ellipsoide,  welche  aus  den  kugelförmigen  Äqui- 
ijotentialflächen  einer  ruhenden  Punktladung  in  Uq  durch  die 
?ransformation  (105)  entstehen. 

Vergleichen  wir  die  Komponenten  der  elektrostatischen 
Craft  <So  =  -Vo9)o     in  2J, 

lit  denen  der  elektromagnetischen  Kraft 
^  =  -^^    in  2;, 

lalten  wir  gemäß  (105)  und  (106) 

^^~~        dx  ~  dx,   ~    ^0*' 

3f.  =  --^-,  =-^-^  =  '«®o.- 

Es  wirken  demnach  auf  zwei  einander  entsprechende 
adungen  des  bewegten  Systemes  2J  und  des  ruhenden 
ystemes  2Jq  Kräfte,  die  bezüglich  der  Komponenten 
arallel  der  Bewegungsrichtung  einander  gleich  sind, 
'ährend  die  zur  Bewegungsrichtung  senkrechten  Kom- 
onenten  in  2  im  Verhältnis  x  =yi  —  ß^  kleiner  sind 
U  in  2Jq.  V 

Hat  man  nun  für  ein  ruhendes  System  Zq  das  elektrostatische 
roblem  gelöst,  d.  h.  die  Gleichgewichtsverteilung  der  Elektri- 
tät  auf  einem  Leitersystem  ermittelt,  so  kann  sofort  aus  dieser 


! 
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Lösung  die  Gleichgewichtsverteilung  der  Elektrizität  in  de  J 
gleichförmig  bewegten  Systeme  27  ermittelt  werden,  welches  a;^ 
Uq  durch  eine  Verkürzung  parallel  der  Bewegungsrichtung  i| 
Verhältnis  x  entsteht.  Im  Innern  der  Leiter  in  Uq  ist  das  elel 
trostatische  Potential  konstant,  die  Feldstärke  (Bq  gleich  Nal 
dementsprechend  ist  in  U  auf  den  Leitern  das  Konvektionspote  i 
tial  konstant  und  die  elektromagnetische  Kraft  JJ  gleich  Nu'l 
Wie  die  Gleichgewichtsverteilung  in  Zq,  dem  Satze  v(  i 
W.  Thomson  gemäß  (vgl.  I,  §  41),  durch  ein  Minimum  d(j 
elektrostatischen  Energie  27^,  ausgezeichnet  ist,  so  b| 
sitzt  die  Verteilung  der  Elektrizität  auf  den  Leiteii 
des  bewegten  Systemes  27  die  Eigenschaft,  die  Kräft| 
funktion  l 

(106d)  V=^^jclvQW=  i/dv^Q^xifQ  =  xü^ 


0 


zu  einem  Minimum  zu  machen. 

Wir  denken  uns  in  Uq  die  Ladung  e  mit  gleichförmiger  räuEji 
lieber  Dichte  verteilt  über  eine  von  zwei  konzentrischen,  äh.| 
liehen  und  ähnlich  liegenden  EUipsoiden  begrenzte  Schicht.  Dj 
elektrostatische  Potential  nimmt  in  dem  Grenzfalle  einer  sehr  dü]j 
nen  Schicht  im  Innern  des  Ellipsoides  den  konstanten  Wert  an^i 


OD 

(107)  9.-\epß, 


WO  abkürzungs weise 


(107  a)  D  =  y{al  +  s)  {hl  H-  s)  (c»  +  s)  ,| 

gesetzt  ist.   Die  entsprechende,  im  GrenzfaUe  flächenhafte  Ve;i 
teilung  der  Elektrizität  ist,  eben  weil  sie  im  Innern  des  Ellij' 
soides  ein  konstantes  elektrostatisches  Potential  ergibt,  diejenig 
welche   sich  auf  einem  leitenden  ruhenden  EUipsoide  von  d 
Halbachsen  a^,  &o,  c^  wirklich  herstellt. 

Durch  gleichförmige  Kontraktion  im  Verhältnis  x  paral 
irgendeiner  Geraden  entsteht  nun  aus  diesem  EUipsoide  wied 
um  ein  EUipsoid  von  den  Halbachsen  a,  h,  c.  Wird  dieses  paral 

1)  Vgl.  Riemann -Weber,  Die  partiellen  Differentialgleichungen 
math.  Physik.    I,  §  108,  S.  259  (erste  Auflage). 
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ener  Geraden  gleichförmig  bewegt  mit  einer  dem  Werte  von  k 
mtsprechenden  Geschwindigkeit,  so  ordnet  es  sich  dem  ruhenden 
Ellipsoide  ZJ,  (a^,  &o,  Cq)  als  bewegtes  2J  (a,  h,  c)  zu;* auf  ihm  ist 
>  Konvektionspotential  ^=  x9?o  konstant.  Da  die  Gleichge- 
-vichtsverteilung  der  Elektrizität  auf  einem  bewegten  Leiter  da- 
lurch  gekennzeichnet  ist,  daß  im  Innern  des  Leiters  der  Vektor  % 
rerschwindet,  d.  h.  das  Konvektionspotential  konstant  ist,  so  er- 
lalten  wir  durch  Kontraktion  des  ruhenden  leitenden  Ellip- 
ioides  Zq  ein  bewegtes  leitendes  EUipsoid  27,  auf  dem  das  kon- 
Tektive  Gleichgewicht  der  Elektrizität  sich  hergestellt  hat.  Be- 
ichten wir  nun,  daß  die  Elektrizitätsverteilung  in  27^  sich  als 
Grrenzfall  einer  räumlichen  gleichförmigen  Verteilung  zwischen 
iwei  konzentrischen,  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Ellipsoiden 
iuffassen  läßt,  und  daß  durch  die  vorgenommene  Kontraktion 
diese  Ellipsoide  wieder  in  ähnliche,  konzentrische  und  ähnlich 
Liegende  Ellipsoide  übergehen,  so  erkennen  wir  folgendes:  Die 
3rlialtene  Elektrizitäts Verteilung  auf  dem  Ellipsoide  2J  (a,  b,  c) 
wäre  auch  dann  im  Gleichgewichte,  wenn  das  EUipsoid  ruhte. 
Die  Elektrizitätsverteilung  auf  einem  leitenden  Ellip- 
soide wird  durch  gleichförmige  Bewegung  desselben 
nicht  beeinflußt.^) 

Auf  unserem  kugelförmigen  Elektron  wurde  die  Flächen- 
iadung  als  gleichförmig  angesehen,  und  es  wurde  angenommen 
daß  die  Ladung  fest  an  der  Fläche  haftet.  Obgleich  dieser  Fall 
physikalisch  wesentlich  verschieden  ist  von  demjenigen  des  ge- 
ladenen Leiters,  so  zeigt  doch  der  obige  Satz,  daß  beide  Fälle  zu 
demselben  Ergebnis  führen,  wenigstens  für  stationäre  und  quasi- 
stationäre Bewegungen;  denn  es  bleibt  ja  auch  auf  dem  bewegten 
leitenden  Ellipsoide  die  Elektrizitätsverteilung,  obwohl  sie  einer 
Änderung  fähig  wäre,  im  Falle  des  konvektiven  Gleichgewichtes 
die  gleiche  wie  auf  dem  ruhenden.  So  erklärt  es  sich,  daß  die 
Untersuchungen  von  W.  B.  Morton*)  und  G.  F.  C.  Searle*)  über 

1)  W.  B.  Morton.    Phil.  Mag.  41  (1896)  S.  488. 

2)  W.  B.  Morton.    Phil.  Mag.  41  (1896)  S.  488. 

3)  G.  F.  C.  Searle.  Phil.  Trans.  A.  187  (1896)  S.  675,  Phil.  Mag.  44 
(1897)  S.  329. 


148   ■  Die  Mechanik  der  Elektronen 

das  Feld  und  die  Feldenergie  gleichförmig  bewegter  ellipsoid 
scher  Leiter  für  die  Dynamik  des  Elektrons  sich  haben  ve 
werten  lassen,  obwohl  sie  von  wesentlich  anderen  Gmndhypi 
thesen  ausgehen. 

Durch  (107)  und  (106)  ist  das  Konvektionspotential  ein«;! 
bewegten  ellipsoidischen  Flächenladung  bestimmt.  Wie  die  B<i| 
wegung  auch  gegen  die  Hauptachsen  (2  a,  2 &,  2c)  gerichtet  sei;^ 
mag,  die  Streckung  (105)  ergibt  stets  wiederum  ein  EIlipsoi(,| 
durch  dessen  Hauptachsen(2ao,  2&o,  2co)  sich  das  elektrostatisch  IJ 
Potential  cpQ  gemäß  (107)  berechnet.  Die  elektrostatisch  J 
Energie  dieses  flächenhaft  geladenen  Ellipsoides  ist   11 

(107b)  Uo^lfoe-'l/^;  l 

0 

aus  ihr  bestimmt  sich  nach  (106  d)  die  Kräftefunktion  des  be 
wegten  Ellipsoides. 

Wir  wollen  dem  Falle  der  Flächenladung  den  Fall  gleich 
förmiger  üaumladung  eines  bewegten  Ellipsoides  gegenüber 
stellen.  Sind  die  Halbachsen  a,  h,  c  dieses  Ellipsoides  dieselbe! 
wie  die  des  soeben  betrachteten,  und  ist  die  Richtung  der  Be-i 
wegung  gegen  die  Achsen  die  gleiche,  so  sind  auch  die  Halb- 
achsen «0,  &o,  Cq  des  beim  Übergang  zum  gestreckten  Systeme  ^ 
entstehenden  EUipsoides  die  gleichen  wie  dort.  Es  wird  hier  dai 
elektrostatische  Potential  in  2Jq  für  das  Innere  des  EUipsoides  * 

(1070)    n  =  ^efy{i-^-^-^, 

0 

und  somit  die  elektrostatische  Energie  der  Raumladung 

00  ■? 

0  3 

Die  Integration  über  das  Ellipsoid  läßt  sich  leicht  ausführend 


1)  Riemann -Weber,  Die  partiellen  Differentialgleichungen  d.  mathJ 
Physik,  I,  §  107,  S.  256  (1.  Auflage).  ■ 


1 
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T'Vfan  findet 

0 

Wir  wollen  die  elektrostatische  Energie  (107  d)  des  gleich- 
[iormig  räumlich  geladenen  Ellipsoides  vergleichen  mit  derjenigen 
las  flächenhaft  geladenen  (107  b).  Wir  können  die  letztere  als 
jFunktion  der  Größen  a^,  hl,  cl  auffassen,  und  zwar  als  homogene 
jS'unktionen  vom  Grade  (—  j).  In  der  Tat,  erinnern  wir  uns  der 
Bedeutung  der  Größe  D,  die  in  (107  a)  angegeben  war,  und  setzen 
ijtatt  aj,  &o,  cl  die  a-fachen  Werte,  so  geht  durch  die  Substitution 
i  =  s'a  die  rechte  Seite  von  (107  b)  über  in  ein  ganz  gleiches, 
lach  s'  genommenes  Integral  zwischen  denselben  Grenzen,  multi- 
}liziert  mit  a~'^.  Nach  einem  Satze  von  Euler  über  homogene 
Funktionen  ist  demnach 

'107  e^  «2  ?_Eo     ,     1,2  ^Eo  _,       2  ^Eo  _  _  _^    TT 

Was  nun  die  elektrostatische  Energie  der  Raumladung  (107  d) 
betrifft,  so  können  wir  schreiben 

m=,?Hü  4.^(a'^^4.  h'  ?-^  4-  c'  ^^A] 
^0  =  2  l  ^0  +  5  (^«0  ^al  +  ^0  ^bi  +  ^0  ^cl/l  ' 

^as  nach  (107  e)  ergibt 

:i07f)  J7*  =  f  Uo. 

Von  der  elektrostatischen  Energie  in  2Jq  auf  Grund  von 
106  d)  sogleich  zur  Kräftefunktion  in  2J  übergehend,  erhalten  wir 

108)  y*-i-v 

Es  verhalten  sich  die  Kräftefunktionen  zweier  El- 
ipsoide  derselben  Form,  Ladung,  Bewegungsrichtung 
md  Geschwindigkeit,  von  denen  das  erste  mit  gleich- 
ormiger  Raumladung  versehen  ist,  während  im  zweiten 
lie  Ladungsverteilung  der  Flächenladung  des  leitenden 
iillipsoidesentspricht(d.  h.  als  Grenzfall  einer  gleichförmigen 
Äumlichen  Verteilung  in  einer,  vdk  zwei  ähnlichen  und  ähnlich 
legenden  EUipsoiden  begrenzten  Schicht  anzusehen  ist)  wie  6  : 5. 
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Dieser  Satz  führt  den  Fall  der  Raumladung  auf  denjenigen  de 
Flächenladung  zurück,  so  daß  wir  uns  weiterhin  nur  mit  den 
letzteren  zu  beschäftigen  brauchen. 

i 

i; 
§  19.  Bewegungsgröße  und  Energie  des  gleichförmig    i 

bewegten  Elektrons.  1 

Wir  betrachten  ein  ellipsoidisches  Elektron  in  gleichförmige]  | 
geradliniger  Bewegung;  ist  genügend  lange  Zeit  seit  dem  Einl 
tritt  dieser  Bewegung  verflossen,  und  ist  die  Geschwindigkeiif 
der  Translation  kleiner  als  die  Lichtgeschwindigkeit,  so  wircl 
die  gesamte  Energie  und  Bewegungsgröße  des  Feldes  konstanlj 
sein.  Sie  wird  sich  zusammensetzen  aus  der  Energie  und  Bewel 
gungsgröße  der  vor  Eintritt  der  gleichförmigen  Bewegung  enif 
sandten  Wellen,  und  der  vom  Elektron  mitgeführten  Energie 5 
und  Bewegungsgröße.  Die  weitere  Bewegung  des  Elektrons  isti 
ausschließlich  durch  die  mitgeführte  Bewegungsgröße  und  Energie I 
bestimmt. 

Da  der  gesamte  elektromagnetische  Impuls  und  der  auf  den 
Mittelpunkt  des  Elektrons  bezogene  Drehimpuls  des  mitgeführten 
Feldes  konstant  sind,  so  ergeben  die  Impulssätze  (94,  94a):  j 
(109)  t«  =  0,  91'^  =  [00®].  (109a) 

Es  bedarf  demnach  keiner  äußeren  Kraft,  um  diej 
gleichförmige  Bewegung  des  ellipsoidischen  Elektroni 
aufrechtzuerhalten,    wohl   aber  im   allgemeinen   eine] 
äußeren  Drehkraft.     Eine    äußere   Drehkraft   ist  steti 
erforderlich,  wenn  der  Impulsvektor  ®  nicht  der  Bei 
wegungsrichtung  parallel  weist.  Man  überzeugt  sich  leich 
davon,  daß  dieses  eine  Folge  der  allgemeinen  Impulssätze  de( 
§  5  ist.  Es  war  ja  die  elektromagnetische  Bewegungsgröße  übe: 
den  Raum  verteilt  zu  denken  und  dementsprechend  das  Impul» 
moment  auf  einen  im  Räume  festen  Punkt  zu  beziehen.    Eincf 
äußere  Drehkraft  ist  dann  erforderlich,  wenn  das  auf  den  ruhenden^ 
Momentenpunkt  bezogene  Moment  der  elektromagnetischen  Be-| 
wegungsgrÖße  sich  ändert;  das  ist  aber  hier  der  Fall;  denn  efl| 
führt  das  gleichförmig  bewegte  Elektron  sein  Feld  und  die  üben 


19    Bewegungsgröße  u.  Energie  d.  gleichförm.  bewegt.  Elektrons     151 

ieses  Feld  verteilte  Bewegungsgröße  einfach  mit  sich,  es  ändert 
ich  also  der  von  dem  ruhenden  Bezugspunkte  aus  gezogene 
lebelarm,  an  dem  der  Impulsvektor  anzubringen  ist,  und  zwar 
Ir  das  ganze  Feld  mit  derselben  Geschwindigkeit  d  =  Üq.  Die 
eitliche  Änderung  des  gesamten  auf  den  ruhenden  Momenten- 
unkt  bezogenen  Impulsmomentes  ist  demnach  gleich  dem  äußeren 
*rodukte  aus  Öq  und  dem  gesamten  Impulse  des  mitgeführten 
i^eldes,  wie  Gleichung  (109  a)  behauptet.  Was  aber  die  Bewegungs- 
pröße  der  entsandten  Wellen  anbelangt,  so  ist  diese,  wie  wir  ge- 
eigt  haben,  der  Strahlrichtung,  d.  h.  dem  vom  Orte  des  Ent- 
endens  aus  gezogenen  Fahrstrahl  parallel.  Ihr  Moment  in  be- 
ug auf  diesen  im  Räume  festen  Punkt  ist  dauernd  gleich  NuU^ 
0  daß  die  Bewegungsgröße  der  WeUen  in  (109  a)  nicht  eingeht. 
Es  ist  aus  Symmetriegründen  ersichtlich  und  wird  durch 
genauere  Überlegung  bestätigt,  daß  der  elektromagnetische  Im- 
)uls  @  des  mitgeführten  Feldes  parallel  der  Bewegungsrichtung 
veist,  wenn  ein  ellipsoidisches  Elektron  einer  der  drei  Haupt- 
ichsen  parallel  bewegt  wird.  Geschieht  hingegen  die  Bewegung 
les  Ellipsoides  in  einer  anderen  Richtung,  so  bedarf  es  einer 
iußeren  Drehkraft,  um  die  gleichförmige,  rotationslose  Bewegung 
lufrechtzuerhalten.  Eine  Translation  des  ellipsoidischen 
Elektrons  in  einer  zu  den  Hauptachsen  schiefen  Rich- 
tung erfüllt  also  nicht  das  erste  Axiom  der  Newton- 
ichen  Mechanik;  sie  kann  nicht  ohne  Einwirkung  äußerer 
Kräfte  vor  sich  gehen.^)  Was  aber  die  Bewegung  parallel 
den  Hauptachsen  anbelangt,  so  sind  stabile  und  labile  Bewegungen 
VI  unterscheiden.  Eine  translatorische  Bewegung  wird  als  stabil 
zu  bezeichnen  sein,  wenn  beim  Herausdrehen  der  Hauptachse 
aus  der  Bewegungsrichtung  eine  innere  Drehkraft  erweckt  wird, 
welche  die  Hauptachse  wieder  in  die  Bewegungsrichtung  einzu- 
stellen strebt,  d.  h.  wenn  die  durch  (109  a)  angegebene  äußere 
Drehkraft  91%  welche  jener  inneren  Drehkraft  das  Gleichgewicht 
hält,  das  EUipsoid  aus  der  Bewegungsrichtung  herauszudrehen 
sucht.  Ist  hingegen  eine  äußere  Drehkraft  erforderlich,  welche 

1)  Vgl.  hierzu  indessen  §  23. 
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die  betreffende  Hauptachse  in  die  Bewegungsrichtung  einzustelle 
sucht,   d.  h.  streben   die  durch  eine  kleine  Drehung  erweckte 
inneren  Drehkräfte  den  Winkel  zwischen  der  Achse  und  der  Bi 
wegungsrichtung  zu  vergrößern,  so  wird  die  betreffende  Bewegun 
eine  labile  zu  nennen  sein.  Wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  g( 
sehen  haben,  gibt   die  Kräftefunktion  V  des  Elektrons  durc 
ihre  Abnahme  die  bei  konstant  gehaltener  Geschwindigkeit  bei 
einer  Verrückung  der  Ladungen  zu  gewinnende  Arbeit  an.   Demi 
entsprechend  werden  sich  die  stabilen  und  labilen  Translations| 
bewegungen  dadurch  unterscheiden  lassen,  daß  erstere   einen 
Minimum,  letztere   einem  Maximum   der  Kräftefunktion  V  be 
gegebener  Geschwindigkeit  entsprechen,  gerade  so,  wie  in  de; 
Mechanik    die   stabilen  und  labilen  Gleichgewichte  durch  eii 
Minimum  bzw.  ein  Maximum  der  potientiellen  Energie  sich  aus 
zeichnen.  Die  genauere  Untersuchung  bestätigt  dies;  sie  ergibt 
daß  die  Bewegung  des  Ellipsoides  parallel  der  größtec 
der  drei  Achsen  einem  Minimum  der  Kräftefunktion  V  (oder 
nach  (104b)  einem  Maximum  der  Lagrangeschen  Funktion)  ent- 
spricht und  demnach  stabil  ist.   Die  Bewegung  parallel  der 
kleinsten  der  drei  Achsen  hingegen,  welche  einem  Maximum 
von  V  entspricht,  ist  instabil.  Was  schließlich  die  Beweguug 
parallel  der  mittleren  Achse  des  dreiachsigen  Ellipsoides  anbe-. 
langt,  so  ist  dieselbe  offenbar  stabil  gegenüber  solchen  Drehungeni 
welche  die  kleinste  Hauptachse,  aber  labil  gegenüber  solchen, 
welche  die  größte  Hauptachse  der  Bewegungsrichtung  paralle 
zu  stellen  suchen.  Auch  eine  Bewegung  parallel  dieser  mittlere! 
Achse  wird  labil  zu  nennen  sein. 

Unser  kugelförmiges  Elektron  ist  offenbar  bezüglich  einei 
Drehung  in  indifferentem  Gleichgewicht.  Der  Impuls  weist  stetsj 
parallel  der  Bewegungsrichtung,  und  es  ist  keine  äußere  Dreh-ij 
kraft  erforderlich,  um  die  gleichförmige  Translation  aufrecht] 
zu  erhalten.  Die  gleichförmige  Translationsbewegung;; 
,unseres  kugelförmigen  Elektrons  mit  Unterlichtge-^ 
schwindigkeit  ist  demnach  eine  kräftefreie  Bewegung.? 
Es  gilt  für  ein  solches  Elektron,  sei  es,  daß  die  Ladung;] 
gleichförmig    über    die   Oberfläche   oder  gleichförmig] 
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über  den  Raum  verteilt  ist,  das  erste  Axiom  der  New- 
tonschen  Mechanik. 

Wir  gehen  nunmehr  zur  Berechnung  der  elektromagneti- 
schen Bewegungsgröße  und  Energie  über,  welche  das  Elektron 
bei  seiner  gleichförmigen  Translation  mit  sich  führt.  Die  Be- 
atimmung  der  Kräftefunktion  F bzw.  der  Lagrangeschen  Funktion 
L  ist  ja  durch  (106  d)  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung  der 
elektrostatischen  Energie  Üq  des  im  Verhältnis  k~^  seiner  Be- 
wegungsrichtung parallel  gestreckten  Elektrons: 

(110)  V L  =  xUo. 

Aus  der  Lagrangeschen  Funktion  leiten  wir  nun  sowohl  die 
Bewegungsgröße  wie  die  Energie  unseres  kugelförmigen  Elek- 
trons ab.    Wir  gehen  dabei  aus  von  der  Formel  (104c): 

(iioa)    L  =  -ßl  j 61  +  (1  -  ß')  (ej  +  m)\  ■ 

Dieselbe  nach  ß  differentiierend,  erhalten  wir 

(iiob)     ^  =  ßf£lm  +  ^i] 


Wir  betrachten  zuerst  das  zweite  der  hier  auftretenden  In- 
tegrale; die  partielle  Differentiation  nach  ß  bezieht  sich  auf  das 
Feld,  welches  in  einem  gegebenen  Punkte  des  stationären  vom 
Elektron  mitgeführten  Feldes  herrscht,  d.  h.  es  sind  die  Koordi- 
naten (x,  2/,  2)  im  bewegten  Systeme  bei  der  Differentiation  nach 
ß  konstant  zu  halten.  Nach  (101c,  d)  und  (102)  können  wir 
das  Litegral  schreiben 

Nach  der  Regel  (t)  der  Formelzusamm^nstellung  in  Bd.  I  ist 
Der  Satz  von  Gauß  ergibt  demgemäß 

Abraham,  Theorie  der  ElektriaiUt    II.   4.  Aufl.  11 
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.1 

c  S    j 
wenn    man   beachtet,  daß  das   Oberflächenintegral  von    ^  -^  ^ 

über  die  Begrenzungsfläche  des  stationären  Feldes  zu  vernach-  |i 

lässigen  ist,  da  ^  mit  der  (—  1)*%  (§;  mit  der  (—  2)*«^  Potenz  ^ 

der  Entfernung  vom  Elektron  abnehmen;  hat,  wie  wir  voraus-  ll 

setzen^  das  stationäre  Feld  sich  bis  zu  Entfernungen  ausgedehnt,  l 

die   groß  sind  gegen  den  Radius   des  Elektrons,  so  ist  dieses  | 

Oberflächenintegral  in  der  Tat  zu  streichen;  das  geschieht  mit  t 

demselben  Rechte,  mit  dem  wir  die  Energie  und  die  Bewegungs-  [ 

große  des  mitgeführten  Feldes  so  berechnen,  als  ob  im  ganzen  | 

Räume  das  stationäre  Feld  herrschte.  I 

Die  partielle  Differentiation  nach  ß  bezieht  sich  auf  einen  | 

Punkt,  der  eine  feste  Lage  in  einem  mit  dem  Elektron  bewegten  | 

Bezugssystem  hat.    Haftet  nun,  wie  angenommen  wurde,    die  f 

Elektrizität  starr  am  Elektron,  so  ist  die  Ladungsverteilung  von  | 
der  Geschwindigkeit  unabhängig,  und  es  wird 

ö^  =  0,  und  daher  auch 

Wir  erhalten  demnach  aus  (110b)  mit  Rücksicht  auf  (101  f) 

Es  wird   die   der  Bewegungsrichtung   parallele  Im- 
pulskomponente erhalten,  indem  man  die  Lagrangesche 
Funktion  nach  dem  Betrage  |  ti  |  =  c^  der  Geschwindig-   j 
keit  differentiiert.  Insbesondere  für  unser  kugelförmiges  Elek-   \ 
troD,  dessen  Impuls  stets  seiner  Bewegungsrichtung  parallel  ist,   i 
wird 

Die  Gültigkeit  dieser  bedeutungsvollen  Beziehung  I 
für  die  elektromagnetische  Bewegungsgröße  fußt  we-  | 
sentlich  auf  der  kinematischen  Grundhypothese  (VII),  | 
welche  aussagt,  daß  die  Elektrizität  an  dem  starren  | 
Elektron  haftet.    Würden  wir  hingegen  eine  Formänderung   | 


T 
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Elektrons  zulassen  und  annehmen,  daß  mit  wachsender  Ge- 
schwindigkeit die  Form  des  Elektrons,  d.  h.  die  Ladungsvertei- 
I  lung  im  bewegten  Systeme  sich  änderte,  so  wäre  q  als  Funktion 
>n   ß  anzusehen;  alsdann   würde   die   Beziehung  (110c)  nicht 
thr  gelten,  das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  (110b) 
iirde  nicht  mehr  fortfallen.    Es  beruht  mithin  die  Gleichung 
(llOd)  auf  unserer  kinematischen  Grundhypothese  (VII);  diese 
Gleichung  geht  in  (111)  über,  wenn  der  Impuls  der  Bewegungs- 
richtung parallel  weist,  d.  h.  wenn  keine  äußere  Drehkraft  zur 
Aufrechterhaltung  der  gleichförmigen  Translation  erforderlich 
ist.    Für  unser  kugelförmiges  Elektron  ist  diese  Bedingung,  wie 
wir  gesehen  haben,  erfüllt. 

Die  Lagrangesche  Funktion  ist  als  Differenz  der  magnetischen 
Energie  T  und  der  elektrischen  Energie  ü  definiert.   Es  ist  mit- 

Idie  gesamte  elektromagnetische  Energie  des  Elektrons 
W='2T-L, 
Führen  wir  hier  für  2T  den  allgemeinen,  im  vorigen  Paragra- 
phen erhaltenen  Ausdruck  (103)  ein,  so  erhalten  wir 

oder  mit  Rücksicht  auf  (llOd) 

(lila)  W=\,\^-L. 

Es  drückt  sich  demnachauch  die  elektromagnetische 
Energie  eines  der  kinematischen  Grundgleichung  (VII) 
gehorchenden  Elektrons  allgemein  durch  die  Lagran- 
gesche Funktion  aus.  Wir  merken  noch  die  aus  (111)  und 
(lila)  folgende  Beziehung  an 

deren  Bedeutung  wir  im  nächsten  Paragraphen  erläutern  werden. 
Die  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  gestatten  es 
nun  ohne  weiteres,  das  Feld  und  die  Lagrangesche  Funktion 
eines  kugelförmigen  Elektrons  zu  ermitteln,  sowohl  für  den  Fall 
der  gleichförmigen  Flächenladung  als  auch  für  den  Fall  der 
gleichförmigen  Raumladung. 

11* 
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Durch  die  Transformation  (105)  wird  die  bewegte  Kugel  i 
vom  Radius  a  abgebildet  auf  ein  ruhendes  Ellipsoid  von  den  '\ 
Halbachsen  i^ 

(112)  «o  =  f,  ^o  =  <^  =  «;  i; 

dies  ist  ein  gestrecktes  Rotationsellipsoid,  dessen  Rotationsachse  \ 

der  Bewegungsrichtung  des  Elektrons  entspricht.    Das  elektro-  ti 
statische  Potential  dieses  Ellipsoides  würde  sich  für  den  Fall 

der   Flächenladung   aus   (107),   für  den   Fall  der  Raumladung  i 

aus  (107  c)  durch  Einführung  der  Halbachsen  (112)  auswerten  i 

lassen.    Durch  (106)   wäre  dann  das  Konvektionspotential  J 
des  bewegten  Elektrons  bestimmt  als 

(112a)                                  ^=«<Po,  l 

und    durch    (102)  bzw.  (101b)    die    elektromagnetischen 

Potentiale 

(112b)  ^  =  ;<-2^=x-^9o  und 

(112c)  5(  =  ^^  =  A^^  I 

Anstatt  (pQ  aus  (107)  bzw.  (107  c)  zu  berechnen,  ziehen  wir  I 
es  vor,  zunächst  den  Fall  der  Flächenladung  zu  erledigen,  in-  '* 
dem  wir  uns  auf  die  im  ersten  Bande  (§31)  gegebene  Ableitung  ) 
des  elektrostatischen  Potentiales  eines  gestreckten  Rotations-  \ 
ellipsoides  beziehen.  Die  Verteilung  der  Ladung  auf  dem  lei-  i^ 
tenden  Ellipsoide  ist  ja  als  Grenzfall  einer  gleichförmigen  räum-  \ 
liehen  Verteilung  zwischen  zwei  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  j 
Ellipsoiden  anzusehen,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  bemerkten,  j 
Diese  Verteilung  ist  gerade  die  hier  in  Betracht  kommende,  \ 
nämlich  diejenige,  die  durch  Streckung  des  mit  einer  gleichför- 
migen Flächenbelegung  versehenen  Elektrons  entsteht.  Das  \ 
elektrostatische  Potential  des  leitenden  Ellipsoides  ist  in  Bd.  I,  \ 
§  31,  Gl.  (124)  angegeben;  dort  war  die  Rotationsachse  der  £;-Achse  \ 
parallel;  es  bezeichnete  c  den  halben  Abstand  der  Brennpunkte,  \ 
der  hier  gleich  l 

zu  setzen  ist;  es  stellen  ferner  r^   und  r^  die  Abstände  eines  \ 
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|Äufpunktes  von    den  Brennpunkten    dar,    die    in  der  jetzigen 
Schreibweise  sind 

*'i  =  l/(^o  +  «9  +  yJ  +  ^J, 

r2=-y(xQ  —  a  ^)  +  yl-i-  4'  Demgemäß  wird 


9^0 


2ßa 


In 


^o  +  «-^4-n 


^0  — «  J  +  ''« 


im  äußeren  Felde  das  elektrotastische  Potential  des  gestreckten 
Rotationsellipsoides.  Zum  bewegten  Elektron  zurückkehrend, 
erhalten  wir  aus  (112b,  c)  die  elektromagnetischen  Poten- 
tiale des  mitgeführten  äußeren  Feldes 

x-\-aß-\-xry_ 


12  e) 

i2f) 

i2g) 


0 


In 


ji. 


2ßa        [x  —  a/S-j-x 


a  =  ^  In  ^±11+^1  \    wobei  nach  (105) 
2ßac       \x  —  aß-\-ür^\  ^  ^        ^ 


xn=l/(a;  +  a^y  +  x='(2/='  +  ^'') 


ZU  setzen  ist.  Aus  diesen  Werten  der  elektromagnetischen 
Potentiale  ist  das  äußere  Feld  des  Elektrons  nach  den  Formeln 
(101  c,  d,  e,  f)  abzuleiten.  Das  Konvektionspotential,  dessen 
negativer  Gradient  die  auf  die  Einheit  der  mitbewegten  Ladung 
ausgeübte  Kraft  bestimmt,  ist  außerhalb  des  Elektrons, 
nach  (112  a,  d) 

Die  Äquipotentialflächen  des  ruhenden  gestreckten  Rota- 
tionsellipsoides sind  konfokale  EUipsoide,  die  sich  mit  wachsen- 
der Entfernung  mehr  und  mehr  der  Kugelgestalt  nähern.  Im 
äußeren  Felde  des  bewegten  Elektrons  sind  die  Flächen  kon- 
stanten Konvektionspotentials  eine  Schar  von  EUipsoiden,  welche 
aus  jenen  durch  eine  Kontraktion  parallel  der  rr- Achse  entstehen; 
mit  wachsender  Entfernung  vom  Elektron  nähern  sie  sich 
asymptotisch  Heaviside  -  EUipsoiden. 


r 
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Wie   die  Oberfläche  des  leitenden  Rotationsellipsoides  eine  ij 

Aquipotentialfläclie  ist,  so  ist  die  Oberfläche  des  Elektrons  eine  it 

Fläche  konstanten  Konvektionspotentiales.    Nach  Bd.  I,  §  31.  | 

GL   (124  b)    ist    das    elektrostatische    Potential    des    leitenden  i 

EUipsoides  !i 

Nach.  (112,  112a)  wird  demnach  der  an  der  Oberfläche  i 
des  Elektrons  herrschende  Wert  des  Konvektions-  f 
potentiales  k 

Im  Innern  des  flächenhaft  geladenen  Elektrons  sind  sowohl  j 
das  Konvektionspotential  wie  die  elektromagnetischen  Potentiale  | 
konstant;  demgemäß  besteht  im  Innern  des  gleichförmig  be-  ^ 
wegten  Elektrons,  in  dem  hier  behandelten  Falle  der  Flächen-  p 
ladung,  überhaupt  kein  elektromagnetisches  Feld. 

Aus  (104)  bzw.  (104b)  folgt  jetzt  ohne  weiteres  der  Wert 
der  Kräftefunktion  bzw.  der  Lagrangeschen  Funktion 
des  kugelförmigen  Elektrons 

für  den  Fall  der  Flächenladung.  j 

Aus  (111)  folgt  der  Betrag  des  Impulses 

ai3a)      |®|  =  ^=.^^^{(i±l)l.(i±i)-l}, 

und  aus  (lila)  die  Energie  des  Elektrons  | 

(113b)      TF=|.|^-i  =  |^{)ln(li|)-l}.  I 

Da  die  Kräftefunktion  gleich  der  Difi^renz  der  elektrischen  | 
Energie  U  und  der  magnetischen  T  ist,  so  erhalten  wir  durch 
Addition  und  Subtraktion  von  (llSb^l  und  (113) 
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Die  letztere  Formel  hätte  natürlich  auch  aus  (113  a)  ab- 
geleitet werden  können,  da  ja  nach  (103)  die  doppelte  magne- 
tische Energie  dem  Produkte  aus  Geschwindigkeit  und  Impuls 
gleich  ist.  Entwickelt  man  die  beiden  letzten  Ausdrücke  in 
Reihen,  die  nach  Potenzen  von  ß^  fortschreiten,  und  vernach- 
lässigt Größen  der  Ordnung  ß^,  so  wird 

(113e)  U=U,  =  f^,  T^f^.ßl 

Für  Bewegungen  des  Elektrons,  deren  Geschwindigkeit 
klein  gegen  die  Lichtgeschwindigkeit  ist,  ist  die  elektrische 
Energie  von  der  Geschwindigkeit  unabhängig,  während  die 
magnetische  Energie  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  pro- 
portional ist.  Erstere  ist  mithin  der  potentiellen,  letztere  der 
kinetischen  Energie  der  gewöhnlichen  Mechanik  zu  vergleichen. 
Diese  Analogie  ist  nicht  auf  geringe  Geschwindigkeiten  be- 
schränkt; die  Ableitung  der  Gesamtenergie  und  des  Impulses 
aus  der  als  Differenz  der  beiden  Energiearten  bestimmten  La- 
grangeschen Funktion,  die  für  beliebige  Geschwindigkeit  galt, 
erinnert  an  Beziehungen,  die  aus  der  analytischen  Mechanik 
bekannt  sind;  wir  kommen  hierauf  im  nächsten  Paragraphen 
irück. 

Haben  wir  es  nicht  mit  dem  Falle  der  Flächenladung, 
andern  mit  dem  FaUe  der  Raumladung  des  kugelförmigen 
Uektrons  zu  tun,  so  können  wir  die  Lagrangesche  Funktion, 
lie  Energie  und  den  Impuls  sofort  angeben,  auf  Grund  des 
latzes,  den  wir  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  bewiesen 
haben  (Gl.  108).  Im  Falle  der  Raumladung  T^erden  die 
Werte  derKräftefunktion,  und  demnachauchdiejenigen 
der  Energie  und  des  Impulses,  aus  den  im  Falle  der 
Flächenladung  geltenden  einfach  durch  Multiplikation 
mit  der  Zahl  6:5  abgeleitet.  Mit  diesem  Faktor  sind  also 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (113)  bis  (113e)  beim  Über- 
gänge zur  Raumladung  zu  multiplizieren. 

Aus  dem  am  Eingange  dieses  Paragraphen  und  in  dem 
des  vorigen  Gesagten  geht  ohne  weiteres  hervor,  daß  diese 
Formeln   nur  für  den  Fall  der  Unterlichtgeschwindigkeit 
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die  Energie  und  die  Bewegungsgröße  des  mitgeführten  Feldes 
bestimmen. 

Die  magnetische  Energie  einer  langsam  bewegten,  flächen- 
haft  geladenen  Kugel  wurde  zuerst  von  0.  Heaviside  richtig 
angegeben  (1889).  Die  Gesamtenergie  der  leitenden  Kugel 
wurde  von  G.  F.  C.  Searle  ermittelt  (1897).  Die  Bewegungs- 
größe des  kugelförmigen  Elektrons  und  die  Beziehungen  zwischen 
Lagrangescher  Funktion,  Energie  und  Bewegungsgröße  wurden 
vom  Verfasser  angegeben  (1902),  der  auch  den  FaU  der  Raum- 
ladung in  der  hier  wiedergegebenen  Weise  erledigte. 

§  20.  Die  elektromagnetische  Masse, 

Wir  haben  im  letzten  Paragraphen  bewiesen,  daß  das  Elektron, 
wenn  äußere  Kräfte  nicht  wirken,  in  seiner  gleichförmigen  rein 
translatorischen  Bewegung  verharrt,  wofern  seine  Geschwindig- 
keit kleiner  ist  als  die  Lichtgeschwindigkeit.  Diese  Folgerung 
aus  den  angenommenen  Grundhypothesen  ist  in  Übereinstimmung 
mit  den  bei  Kathoden  strahlen  und  Radiumstrahlen  gewonnenen 
experimenteUen  Ergebnissen;  werden  die  Strahlen  durch  kein 
äußeres  Feld  beeinflußt,  so  erfolgt  ihre  Fortpflanzung  geradlinig 
mit  konstanter  Geschwindigkeit. 

Wie  das  erste,  so  hat  auch  das  zweite  Axiom  der  Mechanik 
Newtons  sich  experimentell  in  gewissem  Sinne  bestätigt.  Die 
träge  Masse  der  Strahlteilchen  ist  zwar  nicht  eine  unabänder- 
liche, wie  die  Masse  der  gewöhnlichen  Mechanik.  Sie  ist  nur 
bei  langsamer  Bewegung  konstant;  bei  den  /3-Strahlen  des 
Radiums  hängt  sie  von  der  Geschwindigkeit  der  Elektronen 
ab.  Immerhin  hat  sich  in  dem  Bereiche,  auf  welchen  sich  die 
Experimente  beziehen,  die  Masse  insofern  als  konstant  erwiesen, 
als  sich  der  Betrag  der  transversalen  Beschleunigung  bei  ge- 
gebener Geschwindigkeit  dem  Betrage  der  transversalen  äußeren 
Kraft  proportional  ergab.  Der  Dynamik  des  Elektrons  erwächst 
die  Aufgabe,  von  diesem  Verhalten  Rechenschaft  zu  geben,  und 
den  Begrifi"  der  elektromagnetischen  Masse  theoretisch  zu  be- 
gründen. 


§  20  Die  elektromagnetische  Masse  161 

Um  das  in  dem  angegebenen  Sinne  erweiterte  zweite  Axiom 

Newtons  aus  den  Grundgleichungen  uuserer  Theorie  abzuleiten, 

fi  müssen  wir  offenbar  von  solchen  Bewegungen  ausgehen,  welche 

!i  dem  ersten  Axiome  Genüge  leisten;  diese  Bedingung  erfüllen  die 

b:  soeben  behandelten  rotationslosen  Bewegungen  des  allseitig  sym- 

r'  metrischen  Elektrons.  Nur  dann,  wenn  die  kräftefreie  Bewegung 

geradlinig  und  gleichförmig  ist,  können  wir  erwarten,  die  erteilte 

Beschleunigung  der  äußeren  Kraft  proportional  zu  finden.   Selbst 

für  ein  kugelförmiges  Elektron  ist  dieses  Verhalten  nur  unter 

wissen  einschränkenden  Voraussetzungen  über  den  Betrag  der 

Beschleunigung  und  der  Geschwindigkeit  möglich. 

Wie  nämlich  in  §  17  dargelegt  wurde,  ist  die  Aussage  der 
dynamischen  Grundgleichungen  eine  äußerst  verwickelte.    Auch 
I  bei  rein  translatorischen  Bewegungen  hängt  die  innere  Kraft- 
weiche das  Elektron  auf  sich  selbst  ausübt,  von  der  Geschwin- 
!  digkeit  und  von  der  Beschleunigung  ab,  welche  das  Elektron 
I  während  einer  gewissen,  dem  betreffenden  Zeitpunkte  vorange- 
gangenen Zeit  erfahren  hat.  Eine  Proportionalität  der  Kraft  zur 
I^weiligen  Beschleunigung  und  eine  Abhängigkeit  der  Masse  von 
^■jeweiligen  Geschwindigkeit  allein  kann  daher  in  Strenge  nicht 
stattfinden.  Nur  wenn  die  Beschleunigung  hinreichend  gering  ist, 
^||in  also  die  Geschwindigkeit  nach  Richtung  und  Betrag  sich 
^P  langsam  ändert,  wird  das  Verhalten  des  Elektrons  durch  eine 
„elektromagnetische  Masse"  zu  kennzeichnen  sein. 

Wir  deuteten  bereits  im  Eingange  dieses  Kapitels  die  Analogie 
an,  die  zwischen  der  elektromagnetischen  Masse  der  konvektiv  be- 
wegten Elektrizität  und  der  Selbstinduktion  eines  Leitungsstromes 
besteht.  Wie  die  Selbstinduktion  mit  der  magnetischen  Energie 
des  Leitungsstromes  zusammenhängt,  so  ist  die  elektromagne- 
tische Masse  mit  der  Bewegungsgröße  und  der  Energie  des  mit- 
geführteu  Feldes  verknüpft.  Nun  war  aber  der  Gültigkeitsbereich 
des  Begriffes  der  Selbstinduktion  auf  langsam  veränderliche,  oder, 
wie  wir  sagten,  „quasistationäre"  Ströme  beschränkt.  Ein  Strom 
wird  quasistationär  genannt  (Bd.  I,  §  62),  wenn  seine  Stromstärke 
sich  nur  relativ  wenig  ändert  in  der  Zeit,  welche  die  elektromag- 
netischen Störungen  gebrauchen,  um  den  Abstand  zwischen  den 
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beiden  entferntesten  Punkten  des  Stromsystemes  zu  durcliniessen.  ^ 
Nur  unter  dieser  Bedingung  kann  die  magnetische  Energie  so  be-l 
rechnet  werden,  als  ob  das  Feld  wie  beim  stationären  Strome  i 
der  jeweiligen  Stromstärke  augenblicklich  folgte.  Auf  solchem 
quasistationäre  Ströme  allein  ist  die  gebräuchliche  Theorie  desi 
Wechselstromes  anzuwenden,  die  im  ersten  Bande  (Abschnitt  lEI,  1 
Kap.  2)  vorgetragen  worden  ist.  Dementsprechend  wird  der  Be-j 
griff  der  elektroniagnetischen  Masse  nur  auf  „quasistationäre  j 
Bewegungen"  des  Elektrons  angewendet  werden  dürfen;  esj 
wird  eine  Bewegung  dann  quasistationär  zu  nennen  sein,  wenn 3 
ihre  Geschwindigkeit  sich  nur  wenig  ändert  in  der  Zeit,  welche': 
das  Licht  gebraucht,  um  über  das  Elektron  hinwegzustreichen.  !j 
Für  quasistationäre  Bewegungen  werden  wir  die  Bewegungsgröße | 
und  die  Energie  so  berechnen,  als  ob  das  mitgeführte  Feld  der! 
jeweiligen  Geschwindigkeit  entspräche,  d.  h.  wir  werden  die-| 
jenigen  Werte  des  Impulses  und  der  Energie  verwenden,  die  wir! 
im  vorigen  Paragraphen  für  gleichförmige  Bewegungen  abge- 
leitet haben.  Die  Gültigkeitsgrenzen  der  Theorie  der  quasista-l! 
tionären  Bewegung  werden  wir  in  einem  späteren  Paragraphen« 
(§  24)  abstecken;  wir  werden  sehen,  daß  diese  Theorie  alle  beob-i 
achtbaren  Ablenku!ngen  und  Beschleunigungen  mit  Unterlichtge-  j 
schwindigkeit  bewegter  Elektronen  umfaßt.  \ 

Dem  Impulssatze  (Gl.  94  in  §  17)  zufolge  ist  die  zeitliche  | 
Änderung  des  Impulsvektors  @  des  Elektrons  der  äußeren  elektro-  j 
magnetischen  Kraft  Ä*  gleich:  I 

(114)  W  =  ^-  I 

Bei  quasistationärer  Bewegung  wird,  wie  bei  gleichförmiger  | 
Bewegung,  der  Betrag  des  Impulses  als  Funktion  des  Betrages  i 
der  Geschwindigkeit    allein    betrachtet    und  die  Richtung  des  i 
Impulses,  wie  bei  einer  jeden  dem  ersten  Axiome  gehorchenden 
Bewegung,  der  Bewegungsrichtung  parallel  vorausgesetzt.    Es 
liegt  mithin  der  Vektor,  welcher  die  zeitliche  Änderung  des 
Impulses   angibt,  stets  in  der  Oskulationsebene  der  Bahn.    Es 
ist  zweckmäßig,  ihn  in  zwei  Vektoren  zu  zerlegen,  von  denenj 
der    erste    der    Bewegungsrichtung    parallel    ist,    während    den 


f 
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zweite  nach  dem  Krümmungsmittelpunkt  der  Bahn  weist;  die 
Richtungen,  nach  denen  zerlegt  wird,  sollen  durch  zwei  Ein- 
heitsvektoren t  und  n  gekennzeichnet  werden,  welche  der  Tangente 
bzw.  der  Hauptnormale  der  Bahn  parallel  sind.  Ersterem  parallel 
ist  der  Geschwindigkeitsvektor: 

ll  =  t|B|. 
In  der  Punktkinematik  wird  nun  der  Beschleunigungsvektor 
in  zwei,  der  Tangente  bzw.  der  Hauptnormalen  parallele  Vek- 
toren zerlegt: 
(114a)  ü  =  tu,  -f  itü^, 

wo  ö,  =    iV  ,  Ü^  =  -    • 

*         dt   '     ^        r 

Es  ist  nämlich 

tnn  die  vektorieUe  Differenz  d  t  zwischen  den  Einheitvektoren  t 
Hche  zwei  benachbarten  Tangenten  entsprechen,  ist  der  Haupt- 
tmalen  parallel,  und  dem  Betrage  nach  gleich  dem  Winkel 
r  beiden  Tangenten,  d.  h.  gleich  dem  Abstand  ds  ihrer  Be- 
rührungspunkte, geteilt  durch  den  Krümmungsradius  r  der  Bahn- 
•ve. 

In   ganz  entsprechender  Weise,   wie  den  Geschwindigkeits- 
:tor,  können  wir  den  Impulsvektor 
.4c)  @  =  t|®| 

5h  der  Zeit  differentiieren. 
Eswird  ^  =  @  =  t-^  +  ^|@|, 

mit  Rücksicht  auf  (114  b) 

Die  Formel  gilt  für  jeden  Vektor,  dessen  Richtung  zu   d 
parallel,  und  dessen  Betrag  durch  den  Betrag  von  b  bestimmt  ist. 

Andererseits  lautet  die  Bewegungsgleichung  (114) 
(114e)  @  =  ti^:-fnÄ::; 

hier  sind  unter  Ä"  und  Sf^  die  Komponenten  der  äußeren  Kraft 


r 
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zu  verstellen,  welche  parallel  bzw.  senkreclit  zur  Bewegungs-  W 
richtung  wirken;  die  Ebene  der  Geschwindigkeit  ü  und  der  B 
äußeren  Kraft  ^"  bestimmt  die  Oskulationsebene  der  Bahn,  wie  J^ 
in  der  klassischen  Mechanik. 
Wir  schreiben  jetzt  (114  d) 

@  ».  t@^  +  n@,.;  dann  gilt 

(114f)  ®,  =  S||-Ö.    ®.=^tf  6. 

und  es  wird  die  Bewegungsgleichung  (114e),  bei  Zerlegung  nach 
der  Tangente  und  der  Hauptnormalen, 

®.-c  ©.  =  «;• 

Demnach  erhalten  wir,  gemäß  (114f) 
n  Uo.^         «?  _  %  _  ii®  i  «?_%•_  i®i . 

Die  Quotienten  aus  longitudinaler  Kraftkomponente 
und  longitudinaler  Beschleunigungskomponente  sowie 
aus  transversaler  Kraftkomponente  und  Beschleuni- 
gungskomponente  sind  für  quasi  stationäre  Bewegungen 
beide  nur  Funktionen  der  Geschwindigkeit. 

In  diesem  Sinne  erweist  sich  das  zweite  Axiom  Newtons  in 
der  Dynamik  des  Elektrons  als  gültig.    Wir  erhalten  jetzt  für 
die  „longitudinale  elektromagnetische  Masse",  d.  h.  für    I 
den  Quotienten  der  parallel  der  Bewegungsrichtung  genommenen 
Komponenten  von  äußerer  Kraft  und  Beschleunigung:  1 

Für  die  „transversale  elektromagnetische  Masse"  hin- 
gegen, d.  h.  für  den  Quotienten  der  zur  Bewegungsrichtung  senk- 
rechten Komponenten  von  äußerer  Kraft  und  Beschleunigung 
folgt 

(llöa)  ..,  =  ffl. 

Im  allgemeinen  ist  die  longitudinale  Masse  von  der 
transversalen  verschieden.  Nur  im  Grenzfalle  langsamer 
Bewegung,  wo  der  Impuls  des  Elektrons  seiner  Geschwindigkeit 


i 
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I  proportional  ist,  stimmen  die  rechten  Seiten  von  (115)  und 
i  (lloa)  überein;  wir  wollen  diesen  gemeinsamen  Grenzwert  der 
$  longitudinalen  und  der  transversalen  Masse  die  „Ruhmasse" 
I  nennen  und  ihn  mit  m^  bezeichnen;  für  langsame  Kathoden- 
%  strahlen  ist  es  erlaubt,  mit  ihm  so  zu  rechnen,  wie  es  in  §  2 
I  geschah. 

[  Diese  Formeln,  welche  die  Masse  des  Elektrons  mit  seiner 
IJ  Bewegungsgröße  verknüpfen,  sind  unabhängig  von  jeder  An- 
|i  nähme  über  die  Form  und  die  Ladungs Verteilung  des  Elektrons. 
|i  Sie  gelten  immer  dann,  wenn  der  Impulsvektor  der  Bewegungs- 
||  richtung  parallel  weist  und  sein  Betrag  eine  beliebige  Funktion 
(;  des  Betrages  der  Geschwindigkeit  ist.  Wünscht  man  die  Dyna- 
t\  mik  des  Elektrons  rein  elektromagnetisch  zu  begründen,  so  hat 
:  i  man  für  |  ®  1  den  Betrag  der  elektromagnetischen  Bewegungs- 
j  große  einzusetzen. 

Man  kann  die  elektromagnetische  Masse  auch  mit  der  Ener- 
gie des  Elektrons  in  Verbindung  bringen;  die  Energiegleichung 
(96)  in  §  17  ergibt  für  rein  translatorische  Bewegungen 

Für  quasistationäre  Bewegungen  wird  die  Energie  des 
Elektrons  als  Funktion  des  Betrages  der  Geschwindigkeit  be- 
trachtet; es  wird  daher 

dW  d\tt\ 


d\n\     dt 


öir 


Hieraus  ergibt  sich  die  „longitudinale  Masse",  als  Quotient  der 
longitudinalen  Beschleunigung  und  Kraft 

Diese  Formel  verknüpft  die  longitudinale  Masse  des 
Elektrons  mit  seiner  Energie.  Die  transversale  Masse  wird 
selbstverständlich  durch  die  Energiegleichung  nicht  bestimmt, 
da  ja  eine  transversale  Kraft  keine  Arbeit  leistet. 

Die  aus  der  Energiegleichung  abgeleitete  Formel  (115  b)  ist, 
«benso  wie  die  aus  dem  Impulssatze  gewonnenen  Formeln  (115) 
und  (115a),  unabhängig  von  jeder  Annahme  über  die  Form  und 
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die  Ladungsverteilung  des  Elektrons.  Sie  fußt  ebenso  wie  jene 
allein  auf  den  Grundgleichungen  (I  bis  V)  der  Elektronentbeorie, 
aus  denen  ja  die  Energiegleichung  und  die  Impulsgleichung  als 
Folgerungen  sich  ergaben.  Man  könnte  diese  Formel  ebenso  wie 
jene  auch  dann  verwenden,  wenn  Materie  mit  dem  Elektron  ver- 
koppelt wäre;  dann  hätte  man  in  W  die  Energie,  in  @  die  Be- 
wegungsgröße der  Materie  mit  in  Rechnung  zu  ziehen.  Dagegen 
würden  die  Formeln  (115)  und  (115b)  verschiedene  Werte  der 
longitudinalen  Masse  ergeben,  wenn  man  eine  Energie  ohne  eine 
entsprechende  Bewegungsgröße  einführen  würde. 

Dem  hier  vertretenen  Standpunkte  getreu,  woUen  wir  in- 
dessen unter  (B  den  elektromagnetischen  Impuls,  unter  W  die 
elektromagnetische  Energie  verstehen.    Von  einer  rein  elek- 
tromagnetisch   begründeten    Dynamik    des    Elektrons  | 
werden  wir  unter  allen  Umständen  verlangen  müssen, 
daß  die  beiden  Formeln  (115)  und  (115b)  für  die  longi- 
tudinale  Masse  des  Elektrons  zu  demselben  Ergebnisse 
führen.    Würde  die  Formel  (115b)  unter  Annahme  rein  elek- 
tromagnetischer Energie  einen   anderen  Wert  von  m,  ergeben, 
als  die  Formel  (115)  unter  Annahme  einer  rein  elektromagne-  ^; 
tischen  Bewegungsgröße,    so    würde    ein  innerer  Widerspruch  1 
unseres  Hypothesensystems  zutage  treten.  ;| 

In  unserer,  auf  den  Grundgleichungen  (VI)  und  (VII)  fußenr  li 
den  Dynamik  des  Elektrons  entsteht  nun  ein  solcher  Wider-  tj 
Spruch  nicht.  In  der  Tat,  wir  hatten  im  vorigen  Paragraphen  i 
bewiesen,  daß  unter  Voraussetzung .  einer  unveränderlichen  Ver-   j 


teilung  der  Ladung  im  Elektron,  Impuls  und  Energie  durch  die  | 

Formeln  (111)    und  (lila)   mit  der  Lagrangeschen  Funktion  i 

verknüpft  sind.    Hieraus  hatten  wir  die  Beziehung  (111b)  ab-  | 

geleitet;  diese  Beziehung  '' 

d\®\  __J_  dW  _   dVL  i 

rf|ö]   ~  |tl|  d|T|  ~d|tll*  j: 

besagt  nichts  anderes,  als  daß  die  Ausdrücke  (115)  und  (115b)  l 
beide  den  gleichen  Wert  der  longitudinalen  Masse  ergeben.  Wir  l 
sehen  also:  Unter  Annahme  einer  von  der  Geschwindig-  | 
keit  unabhängigen  Gestalt  und  Ladungsverteilung  des 
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iSlektrons  ergeben  Impulssatz  und  Energiesatz  den 
bleichen  Wert  der  longitudinalen  elektromagnetischen 
itfasse.  Hier  tritt  der  Zusammenhang  zwischen  unserer  kinema- 
tischen Grundhypothese  (VII)  und  dem  Gedanken  einer  rein 
jlektromagnetischen  Begründung  der  Dynamik  des  Elektrons 
ieutlich  hervor. 

Jene  kinematische  Grundhypothese  war  den  kinematischen 
Bedingungsgleichungen  der  analytischen  Mechanik  nachgebildet. 
W^ir  sind  jetzt  in  der  Lage  zu  zeigen,  daß  unsere  Grundgleichun- 
yen  für  die  Dynamik  quasistationärer  Bewegungen  zu  Ergeb- 
lissen  führen,  welche  mit  denen  der  Mechanik  Lagranges  über- 
3instimmen. 

Bekanntlich  lauten  die  Lagrangeschen  Gleichungen  für  ein 
System  von  n  Freiheitsgraden: 

iabei  bezeichnet  Ki  diejenige  verallgemeinerte  äußere  Kraft- 
Komponente,  welche  dem  Parameter  p^  entspricht,  und  welche 
oei  dessen  Veränderung  dpi  die  Arbeit  Kxdpi  leistet;  qi  ist  die 
inderungsgeschwindigkeit  des  nämlichen  Parameters. 

Für  ein  Elektron,  das  sich  nur  translatorisch  bewegt,  können 
als  Parameter  p^,  p^j  p^  die  Koordinaten  seines  Mittelpunktes 
gewählt  werden ;  g^,  q^^  q^  sind  dann  die  Geschwindigkeitskom- 
ponenten dj.,  tJy,  Ü^  des  Elektrons.    Nun  haben  wir  im  vorigen 
Paragraphen  gesehen,  daß  die  Lagrangesche  Funktion  des  Elek- 
,  itrons  lediglich  von  ß  abhängt,  dem  Quotienten  aus  der  Geschwin- 
l'idigkeit  |  d  |  des  Elektrons  und  c,  der  Lichtgeschwindigkeit.   Ist 
nun,  wie  wir  jetzt  noch  voraussetzen,  c  eine  absolute  Konstante, 
'   hängt  die  Lagrangesche  Funktion  lediglich  von  gj,  q^,  q^, 
r  nicht  von  den  Parametern  p^^  p^,  p^  ab.   Es  fallen  also  die 
'  iten  Glieder  auf  der  linken  Seite  fort.    Und  da  ferner,  nach 
(111),  der  Betrag  des  der  Geschwindigheit  d  parallelen  Impuls- 
vektors @  ist 

dL 


®l  =  iTT|'  iH=yir+TJr+ö5, 
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80  sind  die  Komponenten  von  @: 


^x         dL 

H»l""d!tll 

a|ö| 

cL 
db  ~ 

X 

cL 

^         dL 

löl^djti] 

aiöi 

dL 

dL 

K          dL 

|ö|       rf|ti| 

dL 

dL 

Es  stehen  also  in  (119)  links  die  Ableitungen  der  Impulskomi 

ponenten  nach  der  Zeit,  rechts  die  Komponenten  der  äußereil 

Kraft  t^: 

d®^,  ^        d®„  „        d%^ 

(iiea)       ,f  =  ft»,   ~^^%,    -ä;-ft^ 

Die  Lagrangeschen  Gleichungen  ergeben  mithin  den  Impuls 
satz  (114),  den  wir  der  Dynamik  des  Elektrons  zugrunde  ge| 
legt  haben. 

Um  aus  den  Lagrangeschen  Gleichungen  (116)  den  Energie 
satz  abzuleiten,  multiplizieren  wir  sie  mit  g^  =j?^  und  summieren 
es  kommt: 


(116^)      2'«'-^.(l|)-^i'^S=2'«^i- 


%ri       d  (dL\       xri  .     dL 

2j^'dt[Tq-J-2j^- 

Hier  steht  rechts  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte;  setzen  wir 


(116c)  w^;^,,l^-L, 

.    ,         dW       ^  •     dL    .   ^       d   (dL\       dL 
80  wird        ^--  =2  «^  W,  +2  ^^-  U  \h)  -  -di  > 
/.  =  i  k  =  i 

11                     dL       \ri  .    dL    ,  ^SJ  '    dL  ; 

;.  =  i           ''      i  =  i         ^  ; 

.  .                    dW       ^SJ       d  (dL\       "STT  .     cL  \ 

i  =  1                                /.  =  1  ' 

gleich  der  linken  Seite  der  Gleichung  (116  b).   Diese  ist  demnach 
der  Ausdruck  des  Energiesatzes,  wofern  W  als  Energie  des 
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Systems  gedeutet  wird.  Die  Beziehung  (116  c),  welche  die  Energie 
ans  der  Lagrangeschen  Funktion  ableitet,  stimmt  nun  mit  unserer 
Gleichung  (lila)  überein.  Denn  es  ist  hier 

i  =  l 

mithin  wird  (116  c) 
(116d)  w^\rs\^^-L. 

In  der  klassischen  Mechanik  gewinnt  man  die  Lagrangeschen 
Gleichungen,  indem  man  von  den  Newtonschen  Bewegungs- 
gleichungen ausgeht.  Hier,  in  der  Dynamik  des  Elektrons,  gilt 
die  Konstanz  der  Masse  nicht  mehr;  die  von  den  Newtonschen 
IBewegungsgleichungen  geforderte  Proportionalität  zwischen 
Kraftvektor  und  Beschleunigungsvektor  trifft  hier  nicht  mehr  zu. 
Aber  auch  in  dieser  neuen  Mechanik,  wo  die  Massen 
Funktionen  der  Geschwindigkeit  sind,  bewahren  die 
Lagrangeschen  Gleichungen  ihre  Gültigkeit. 
^—Erweisen  sich  schon  in  der  gewöhnlichen  analytischen  Mecha- 
^Hlie  Lagrangeschen  Gleichungen  als  nützlich  zur  Formulierung 
^Bickelter  Aufgaben,  so  tritt  ihr  Nutzen  in  der  neuen  Mechanik 
^Bi  deutlicher  hervor.  Denn  hier  sind  nicht  mehr  die  Impuls- 
luponenten  vom  ersten  Grade,  die  Energie  ist  nicht  mehr  vom 
sweiten  Grade  in  den  Geschwindigkeiten  g^.  Impuls  und  Energie 
nnd  weniger  einfache  Funktionen,  welche  sich  indessen  aUe  aus 
ier  Lagrangeschen  Funktion  ableiten  lassen.  Kennt  man  diese 
Funktion,  so  gelangt  man  unmittelbar  zu  den  Bewegungs- 
jleichungen  (116),  welche  Impulssatz  und  Energiesatz  ent- 
aalten. 

Die  Bedeutung  der  Lagrangeschen  Methode  für  die  neue 
Siechanik  wird  noch  deutlicher  hervortreten,  wenn  wir  die  Vor- 
mssetzung  der  Konstanz  der  Lichtgeschwindigkeit  faUen  lassen, 
ind  c  als  Funktion  der  Koordinaten  betrachten  werden  (§  51). 
Dann  werden  in  den  Lagrangeschen  Gleichungen  auch  die  zweiten 
Glieder  links  zur  Geltung  kommen,  und  als  Schwerkräfte  ge- 
leutet  werden.    Beide  Eigenschaften   der  Masse,  die  Trägheit 
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und  die  Schwere,  werden  so  in  den  Lagrangeschen  Gleichungen  i 
zusammengefaßt  werden.  ^ 

Wir  kehren  nunmehr  zum  speziellen  Falle  des  kugelförmigen  j 
Elektrons  zurück.  Wir  setzen  für  den  Betrag  des  Impulses  den  I 
in  (113  a)  erhaltenen  Wert  ein  und  berechnen  auf  Grund  der  ^ 
Formeln  (115)  und  (115  a)  die  longitudinale  und  transversale  ; 
Masse.  Wir  finden  l 

Für  Geschwindigkeiten,  die  so  klein  sind  gegen  die  Licht-,! 
geschwindigkeit,  daß  ß^  gegen  1  zu  vernachlässigen  ist,  ergibt  | 
sich    als   gemeinsamer   Grenzwert  der  longitudinalen  und  der 
transversalen  Masse  die  Ruhmasse 

(ll^b)  «0  =  ^^- 

Die    Formeln    (117,    117a,   b)    gelten    im    Falle    der 
Flächenladung.  1 

Im  FaUe  der  Raumladung,  wo  die  Bewegungsgröße  im  i 
Verhältnis  6 : 5  vermehrt  ist,  sind  alle  drei  Ausdrücke  mit  diesem  j 
Faktor  zu  multiplizieren.  Es  wird  hier 

Wir  fassen  beide  Fälle,  den  der  Flächenladung  und  I 
den  der  Raumladung  des  kugelförmigen  Elektrons,  zu-  I 
sammen,  indem  wir  schreiben 

Für  niQ  ist  hier  im  Falle  der  Flächenladung  der  Wert  (IHb)^ 
im   Falle  der  Raumladung  der  Wert  (117  c)  zu  setzen.    Für  die 
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spezifische  Ladung  langsamer  Kathodenstrahlen  folgt  im  ersteren 
FaUe  ^   _    J_  =  i  «^ 

woraus  sich  für  den  Radius  des  Elektrons  ergibt 

2  e 

«  =  3^0- 7- 

Wir  führen  hier  den  in  Gleichung  (2)  angegebenen  Wert 
der  elektrischen  Elementarladung  und  den  Wert  (9)  der  spezifi- 
schen Ladung  ein: 

1=1,59.10-^«,    %- 1,77.  10'. 

Wir  erhalten  dann 
(118)  a  =  1,88  .  10-13  cm  (Flächenladung). 

Im  FaUe    der  Raumladung  ist  dieser  Wert  mit   6  :  5  zu 
multiplizieren;  er  wird 
(118a)  a  =  2,26  •  10" ^^  cm  (Raumladung). 

IDer  Radius  des  Elektrons  ist  demnach,  wenn  man 
(Masse  als  rein  elektromagnetisch  annimmt,  von  der 
iänung  2.  10- 13  cm. 

Stelle  der  Formeln  (117d,  e)  kann  man  auch  die  Reihenent- 
kelungen  setzen 
(118b)    m,  =  m,{l+\ß'     +U'     +'-^ß'    +■■■], 

(118c)    m^^m,{l  +  3^,  |3^  +  ^  ^^  +  i^  ^e  +  . . .). 

Für  Unterlichtgeschwindigkeit  —  und  nur  hier  gelten  die 
Formeln  (117  d,  e)  überhaupt  —  sind  diese  Reihen  konvergent 
Man  sieht,  daß  bei  rascher  Bewegung  die  longitudinale  Masse 
stets  größer  ist  als  die  transversale.  Wirkt  eine  Kraft  schief 
zur  Bewegungsrichtung,  so  ist  die  Beschleunigung 
keineswegs  der  Kraft  parallel;  der  Beschleunigungsvektor, 
schließt  vielmehr,  da  die  longitudinale  Trägheit  die  transversale 
überwiegt,  mit  der  Bahntangente  im  allgemeinen  einen  größeren 
Winkel  ein  als  der  Kraftvektor.  Nur  wenn  die  Kraft  parallel 
oder  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  wirkt,  stimmen  Kraft  und 
Beschleunigung  der  Richtung  nach  überein.   Die  Masse  ist  eben 
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I 
in  der  Dynamik  des  Elektrons  kein  Skalar.    Die  Kraft  ist  hier  \ 

eine  lineare  Vektorfunktion  (Bd.  I,  §  9)  der  Beschleunigung  von  ,\ 

allgemeinerer  Art.  Die  ,,Glektromagnetische  Masse"  ist  das  Koeffi-  ] 

zientensystem  der  Gleichungen,  welche  die  Kraftkomponenten  1 

durch  die  Beschleunigungskomponenten  ausdrücken.  Die  elek-  I 

tromagnetischen  Massen  bestimmen  einen  Tensor  von  j 

rotatorischer  Symmetrie  um   die  Bewegungsrichtung  i 

des  Elektrons;  sie  sind  zu  vergleichen  den  Trägheitsmomenten  i 

eines  Rotationskörpers,  welche  gleichfalls  durch  zwei  Größen,  ii 

die  Momente  um  die  Rotationsachse  und  um  zu  ihr  senkrechte  \ 

Achsen,  bestimmt  sind. 

§  21.  Die  Ablenkbarkeit  der  Kathodenstrahlen 
und  der  /?- Strahlen. 

i 

Bei    schnellen   Kathodenstrahlen    und    bei    den   /3- Strahlen  | 
radioaktiver  Körper  hat  man  es  mit  negativen  Elektronen  zu  | 
tun,  deren  Geschwindigkeit  keineswegs  klein  gegen  die  Licht-  | 
geschwindigkeit  ist-,  hier  kommt  die  Unterscheidung  der  longi- 
tudinalen  und  der  transversalen  Masse  in  Betracht.    Für  die 
Ablenkbarkeit  der  Strahlen  ist  selbstverständlich  die  transver- 
sale Masse  m^  und  die  entsprechende  „transversale  spezifische 
Ladung"  l 

(119)  Vr  =  -^  I 

maßgebend.    Dabei  ist  e  der  elektrostatisch  gemessene  Betrag 
der  Ladung. 

Werden  die  /3- Strahlen  durch  ein  zur  ursprünglichen  Strahl- 
richtung senkrechtes  magnetisches  Feld  abgelenkt,  so  ist  die 
Bahnkrümmung  gemäß  Gleichung  (7) 

(119a)  i  =  ..-f^'- 

Die  Geschwindigkeit  bleibt  bei  der  Bewegung  im  magne- 
tischen Felde  konstant,  da  die  im  magnetischen  Felde  auf  die 
Elektronen  wirkende  Kraft  stets  senkrecht  zur  Bewegungsrich- 
tung weist;  der  einzige  Unterschied  gegenüber  langsamen  Ka- 
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thodenstrahlen  liegt  hier  darin,  daß  r]^  eine  Funktion  der  Ge- 
I:  schwindigkeit  ist. 

[;  Bei  der  Bewegung  im  elektrischen  Felde  liegt  eine  verwickfel- 
[(  tere  Aufgabe  vor.  Zunächst  ist  der  Zuwachs  der  Energie  auf 
einem  gewissen  Wege  der  Arbeit  der  elektrischen  Kraft  gleich. 
Die  Geschwindigkeitsänderung  des  negativen  Elektrons  im  elek- 
trostatischen Felde  ist  dementsprechend  bestimmt  durch 
(120)  W-  W,  =  e(<p  -  <p,), 

wo  die  Energie  eine  Funktion  von  ß  ist;  dadurch  berechnet  sich 
fiir  eine  gegebene  Spannung  der  Zuwachs  von  ß. 

Bei  geradliniger  Bewegung  im  longitudinalen  elektrostati- 
schen Felde  reicht  die  aus  der  Energiegleichung  abgeleitete  Be- 
ziehung (120)  aus.  Besitzt  indessen  das  elektrische  Feld  auch 
eine  transversale  Komponente,  so  bestimmt  die  Energiegleichung 
nicht  vollständig  die  Bewegung;  es  ist  die  Jmpulsgleichung  heran- 
Ikehen.  Diese  ergibt,  für  die  Ladung  —  e: 


|l)  @  -  ®o  =  -  ^/®" 


dt. 


Handelt  es  sich  um  ein  gleichförmiges  äußeres  elektrisches  Feld, 
es  sich  zwischen  zwei  Kondensatorplatten  herstellt,  so  ist 

(121a)  @-®o  =  -e^"(^-^o) 

die  Änderung  des  Impulses  des  negativen  Elektrons.  Die  Be- 
wegungsrichtung des  Elektrons  ist  stets  seinem  Impulse  parallel; 
daher  folgt  aus  (115a)  @  =  ö^ 

ßo  daß  (121a)  wird 
(121  b)  ö  .  m,{ß)  -  Ho  •  m,(ßo)  =  -  e(&-(t  -  t,). 

Kennt  man  die  anfängliche  Geschwindigkeit  ö^  und  die  Zeit, 
während  deren  das  negative  Elektron  das  Feld  durcheilt,  so  ist 
durch  diese  Beziehung  die  Endgeschwindigkeit  t)  der  Größe  und 
der  Richtung  nach  bestimmt. 

Auch  ein  zur  ursprünglichen  Bewegungsrichtung  senkrechtes 
elektrisches  Feld  ändert,  im  Gegensatz  zu  dem  magnetischen 
Felde,  den  Betrag  der  Geschwindigkeit,  weil  im  Verlaufe  der 
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Bewegung  ti  eine  zu  ^"^  parallele  Komponente  erhält.  Ist  in- 
dessen die  Ablenkung  des  Strahles  durch  das  transversale  elek- 
trische Feld  nur  gering,  so  kann  man  die  Änderung  des  Be- 
trages der  Geschwindigkeit  vernachlässigen  und  an  Stelle  von 
(121b)  die  vereinfachte  Beziehung  setzen 
(121c)  (ti  -  ti,)m^  =  -  e(&-(t  -  g, 

indem  man  ß  als  konstant  ansieht.  Ist  etwa  die  rr- Achse  der 
ursprünglichen  Bewegungsrichtung  parallel,  so  gilt  in  diesem 
Grenzfalle  unendlich  geringer  Ablenkung  | 

und,  wenn  @*  parallel  der  negativen  ^- Achse  weist,  ] 

Es  folgt  daher  als  gesamte,  beim  Durchlaufen  des  elek-  1 
trischen  Feldes   stattfindende  Ablenkung  parallel   der  «/-Achse  | 

(i2.id)     j,  =  c,;j6«i-^^^  =  c,;ie«i^^.  I 

'i 

Die  unendlich  kleine  elektrische  Ablenkung  ist  bei  \ 
langsamen  Kathodenstrahlen  dem  Quadrate  der  Ge-  ! 
schwindigkeit  umgekehrt  proportional,  die  magnetische  j 
der  Geschwindigkeit.  Letzteres  folgt  aus  (119a),  da  eine  j 
unendlich  kleine  Ablenkung  im  magnetischen  Felde  dem  Krüm-  | 
mungsradius  r  umgekehrt  proportional  ist.  Bei  den  Radium-! 
strahlen  hingegen  nehmen  beide  Ablenkungen  stärker  I 
mit  wachsender  Geschwindigkeit  der  Strahlen  ab;  denn  | 
es  nimmt  die  transversale  spezifische  Ladung  rj^  mit  | 
wachsender  Geschwindigkeit  ab. 

Durch  Vereinigung  von  (119a)  und  (121  d)  folgt 

(122)  l^  =  /3=-  '^"'     (^-^o)'     1 


Es  kann  also  durch  Beobachtung  der  magnetischen  5 
und  der  elektrischen  Ablenkung  sowohl  die  Geschwin-  ;, 
digkeit  als   auch   die   transversale  spezifische  Ladung  ^ 
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j  ermittelt  Und  so  die  von  der  Theorie  geforderte  Be- 
ziehung zwischen  diesen  beiden  Größen  experimentell 

,  geprüft  werden. 

Dieses    Ziel    war    es,    welches    W.  Kaufmann^)    bei    seinen 
Untersuchungen  verfolgte.    Läßt  man  die  von  einem  Körnchen 

.|  Radiumbromid  ausgehende  Strahlung  durch  eine  kleine  Öffnung 
treten,  so  bildet  sich  die  Öffnung  auf  einer  senkrecht  zur  Strahl- 
richtung gestellten  photographischen  Platte  als  Punkt  ab.  Bei 
elektrischer  Ablenkung  wird,  infolge  der  verschiedenen  Geschwin- 

il  digkeiten  der  Elektronen,  das  von  den  /3- Strahlen  herrührende 
Bild  in  einen  der  Richtung  des  elektrischen  Feldes  parallelen 
geraden  Strich  ausgezogen;  bei  magnetischer  Ablenkung  ergibt 
sich  ein  zur  magnetischen  Feldrichtung  senkrechter  Strich.  Die 
., Inhomogenität"  der  Strahlung  macht  es  unmöglich,  auf  diese 
AVeise  die  Ablenkung  der  einzelnen  Strahlteilchen  zu  bestimmen. 
Es  gelang  indessen  Kaufmann,  gerade  die  Inhomogenität  der 
Strahlung  zur  Lösung  der  Aufgabe  zu  benutzen,  indem  er  gleich- 
zeitig elektrisch  und  senkrecht  dazu  magnetisch  ablenkte.  Bei 
ser,  der  Kundtschen  Methode  der  Dispersionsmessung  durch 
euzte  Spektren  entsprechenden  Anordnung  wurde  auf  der 
photographischen  Platte  eine  Kurve  erhalten-,  die  Koordinaten 
eines  jeden  Punktes  der  Kurve  zeigten  direkt  die  elektrische  bzw. 
die  magnetische  Ablenkung  des  betreffenden  Strahlteilchens  an. 
Indem  Kaufmann  die  Strahlen  zwischen  den  Platten  eines  Kon- 
densators hin  durchtreten  ließ,  welche  nur  um  1,2  mm  voneinander 
entfernt  und  auf  einer  Potentialdifferenz  von  2500 — 3000  Volt 
gehalten  waren,  indem  er  ferner  parallel  dem  elektrischen  Felde 
gleichzeitig  ein  magnetisches  Feld  erregte,  erhielt  er  photo- 
^aphische  Kurven,  welche  direkt  die  elektrische  Ablenkung  eines 
homogenen  /3- Strahles  als  Funktion  der  magnetischen  Ablenkung 
darstellten.  Dabei  ist  zwar,  da  es  sich  nicht  um  unendlich  kleine 
Ablenkungen  handelt,  die  elektrische  Ablenkung  nicht  genau  pro- 
portional dem  in  (121  d)  berechneten  y  zu  setzen,  und  die  mag- 
netische Ablenkung  nicht  genau   umgekehrt  proportional  dem 


1)  W.  Kaufmann,  Ann.  d.  Phys.  19  (1906)  S.  487. 
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in   (119  a)  angegebenen  Krümmungsradius  r.    Immerhin  lassen 
sich  den  auf  der  photographischen  Platte  direkt  beobachteten  Ab- ,; 
lenkungen  zwei  nur  wenig  von  ihnen  verschiedene  Größen  t/'ij 
und  z\  die  „reduzierte  elektrische  Ablenkung"  und  die  „reduzierte  f 
magnetische  Ablenkung"  zuordnen,  welche  den  in  (122)  und  (122a) 
eingehenden  Größen  y  und  r~^  proportional  sind;  jene  beiden.^ 
von  der  Theorie  geforderten  Beziehungen  lassen  sich  schreiben  :| 


(123) 


/»'o  TS 

Die  Konstanten  \^  \  hängen  noch  von  den  Abmessungen  i 
der  Apparate,  den  Feldstärken,  ferner  von  ri^  und  c  ab.  \ 

Aus  der  Kurve  werden  nun  die  zusammengehörigen  Werte  I 
von  y   und  z    entnommen,  und  aus  ihnen  diejenigen  von  /8  und  \ 

— -  =  c— ^  berechnet.   So  konnte  die  Formel  (117a),  welche  aus 

unserer    Theorie    des    starren   kugelförmigen    Elektrons   folgt, 
geprüft   werden.    Es    ergab    sich    eine    befriedigende    Überein-  i 
Stimmung,  die  aber  doch  wohl  nicht  genau  genug  ist,  um  als  | 
eindeutiger  Beweis  für  die  Richtigkeit  jener  Formel  gelten  zu 
können.    Auf  Grund  anderer  Annahmen  über  die  Gestalt  des 
Elektrons  sind,  wie  wir  im  folgenden  Paragraphen  sehen  werden,  |l 
andere  Formeln  für  die  transversale  Masse  abgeleitet  worden, 
welche  ebenfalls  zur  Darstellung  der  experimentellen  Ergebnisse 
brauchbar  sind..    Es  hängt  eben  die  Ablenkbarkeit  der  Elek- 
tronen nur  wenig  von  ihrer  Form  ab. 

§  22.  Das  Lorentzsche  und  das  Bucherersche  Elektron. 

Gewisse  später  zu  erörternde  Fragen   der   Optik  bewegter 
Körper  haben  H.  A.  Lorentz^)  veranlaßt,  unsere  kinematische 
Grundhypothese  (VIT)  durch  eine  andere  zu  ersetzen.  Seine  Dynamik  \ 
des  Elektrons  fußt  ebenfalls  auf  den  Grundgleichungen  I  bis  V,  r^ 
und  der  dynamischen   Grundgleichung   (VI),    welche  verlangt,  \ 
daß  die  resultierenden  elektromagnetischen  Kräfte  des  äußeren 


1)  H.A.Lorentz,  Akad.  v.  Wetenschapen  te  Amsterdam  12  (1904)8.986. 
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d  des  vom  Elektron  selbst  errefften  Feldes  aneinander  im  Sinne 
11  der  Mechanik  starrer  Körper  das  Gleichgewicht  halten.  Er  nimmt 
'f\  indessen  das  Elektron  nicht  als  „starr"  an,  sondern  läßt  dessen 
I  Form  mit  der  Geschwindigkeit  sich  verändern.  Im  Ruhezustande 
1  soll  das  Elektron  eine  Kugel  vom  Radius  a  sein;  bei  der  Be- 
wegung aber  soll  es   sich  parallel  der  Bewegungsrichtung  im 

rhäitnis  x  =  yr^r^ 

zusammenziehen.  Das  gleichförmig  translatorisch  beweg- 
te Elektron  soll  demnach  ein  Heaviside-Ellipsoid  sein. 
Wir  wollen  die  Lagrangesche  Funktion  sowie  die  elektro- 
magnetische Energie  und  Bewegungsgröße  eines  solchen  Lorentz- 
schen  Elektrons  berechnen.  Das  elektromagnetische  Feld  be- 
stimmt sich  aus  den  Ansätzen  des  §  18;  die  Anwendung  der 
dort  gegebenen  Transformation  (105)  gestaltet  sich  hier  be- 
sonders einfach.  Das  bewegte  System  U  ist  ein  Heaviside- 
ipsoid;  geht  man  durch  Streckung  parallel  der  Bewegungs- 
itung  im  Verhältnis  x~^  zum  ruhenden  System  2Jq  über, 
erhält  man  eine  Kugel  vom  Radius  a.  Die  Energie  dieser 
fei  ist,  im  Falle  der  Flächenladung, 


.24) 


TT  —  i—<ia^  =  — 


Die  Langrangesche  Funktion,  welche  nach  (104  b)  im  FaUe 
gleichförmiger  Bewegung  der  Kräftefunktion  entgegengesetzt 
gleich  ist,  wird,  gemäß  (106 d), 


(124  a) 


3C  üo  =  -  Z  ;^ 


2  a 


Femer  folgt  aus  (102)  und  (106) 


(124b)  ^  =  ^ 

iund  daher  aus  (101  d)  und  (105) 


9oj 


24  c) 


dy 

dz 


'Qy' 


^0*- 
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Hieraus  und  aus  (101  f)  bestimmt  sich  die  ic- Komponente  i 
des  Vektors  g,  welcher  die  Dichte  der  elektromagnetischen  Be-  i| 
wegungsgröße  angibt:  \ 

Durch  Integration    über  das  Feld   des  Systems   Z,   dessen  | 
Raumteile  denen  des  ruhenden  Systemes  2q  durch  (105)  zuge- 
ordnet und  daher  im  Verhältnis 

dv  :  dvQ  =  X        verkleinert  sind,  folgt 

(124d)        ®,  =fdv»^  =  j^  -fdv, { <Sl  +  (SS,  I . 

Beachtet  man  ferner,  daß  in  2Jq  das  Feld  dasjenige  einer 
ruhenden  Kugel  ist,  daß  mithin  aus  Symmetriegründen 

fo%Kz  =fi%Ky  =f(^%^02  gilt,_ 

soerhält man  /^  [^^  +  ^^. }  =  |/|^^  ©J  =  |  U,. 

Der  Betrag  des  der  Bewegungsrichtung  des  Haeviside-EUip- 
soides  parallelen  Impulsvektors  wird  demnach 

(124e)         l®l  =  |^P„  =  |^^,    {-|/r^7i- 

Aus  der  so  bestimmten  elektromagnetischen  Bewegungsgröße 
folgt,  auf  Grund  der  allgemeinen  Beziehung  (103),  die  doppelte 
magnetische  Energie 

(124f)  2r  =  |«^.  1 

.h 

Hieraus  und  aus  (124a)  erhält  man,  für  die  gesamte  elek-"i 
tromagnetische  Energie  des  Haeviside-EUipsoides,  den  iä 
Ausdruck  ^ 

(124g)  TF=2T-i:  =  ^(l  +  9-  I 

H.  A.  Lorentz  nimmt  nun  an,  die  träge  Masse  des  Elektrons  ^ 
sei  rein  elektromagnetischer  Art;  demnach  zieht  er,  neben  der  • 
elektromagnetischen  Bewegungsgröße  (124  e),  eine  materielle  ^ 
Bewegungsgröße  nicht  in  Rechnung.    Er  erhält  auf  Grund  der) 
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Formeln  (115)  und  (llöa)^  für  die  longitudinale  und  trans- 

yersale  Masse 

(125)  m,  =  m,  •  x"^  =  m,  •  (1  -  ß^j, 

(125a)  w^  =  Mo .  %- 1  =  Wo  •  (1  -  ßY  2 ; 

zu  den  nämlichen  Formeln  gelangt  die  relativistische  Dynamik 
des  Elektrons  (§  49);  sie  folgen  auch  aus  dem  Satze  vom  Im- 
pulse des  Energiestromes  (§  23).  ttIq  stellt  dabei  die  Ruhmasse 
yor,  die  im  Falle  der  Flächenladung  durch  (117  b),  im  Falle 
der  Raumladung  durch  (117  c)  gegeben  wird.  Nach  dem  in  §  18 
bewiesenen  Satze  geht  der  Wert  von  Üq  im  Falle  der  Raum- 
ladung aus  dem  im  Falle  der  Flächenladung  gültigen  Werte 
durch  Multiplikation  mit  75  hervor;  mit  demselben  Faktor  sind 
demnach  die  Ausdrücke  der  Lagrangeschen  Funktion  (124  a), 
I  der  Bewegungsgröße,  (124e)  und  der  elektromagnetischen  Energie 
(124  g)  beim  Übergang  zur  Raumladung  zu  multiplizieren. 

1^^  Versucht  man,  die  longitudinale  elektromagnetische  Masse 
^ft  Lorentzschen  Elektrons  auf  Grund  der  Formeln  (115  b) 
TOQ  (124  g)  zu  berechnen,  indem  man  annimmt,  daß  die  Energie 

I  des  Elektrons  rein  elektromagnetischer  Natur  ist,  so  gelangt 
man  zu  einem  Ergebnis,  welches  zu  (125)  in  Widerspruch  steht. 

i  Das  kann  nicht  wundernehmen;  haben  wir  doch  in  §  19  gesehen, 
daß  die  Beziehung  (111b),   welche   die  Gleichheit  der  aus  der 

^  elektromagnetischen  Energie  und  aus  der  elektromagnetischen 
Bewegungsgröße  abgeleiteten  Werte  der  Masse  ausspricht,  auf 
der  Annahme  einer  unveränderlichen  Ladungsverteilung  beruht. 
Für  das  Lorentzsche  Elektron,  welches  der  Grundhypothese 
(VII)  nicht  gehorcht,  gilt  diese  Beziehung  ebensowenig  wie  die 
Gleichungen  (111)  und  (lila),  welche  Impuls  und  Energie  mit 
der  Lagrangeschen  Funktion  verknüpfen.  In  der  Tat,  nach 
(124a)  ist 

^^"^^^  d\ti\        2a    xe~2ac*      x  4  ^0       »^ 

während  nach  (124e)  und  (125  a) 

I  ® !  =  '»h  •  —  =  w^  •  I  ö  I  ist. 
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Während  für  das  „starre'^  Elektron  die  Differenz  dieser  beiden  J 
Größen  verscliwindet,  hat  sie  für  das  deformierbare  Elektron  den  i  < 
von  Null  verschiedenen  Wert 
(126a)        ^_|®|  =  _^^,.^  =  _i^^.|Bi.  !; 

Da  nun  allgemein  gilt: 

■Fr=2T-i  =  |ti|-|®|-i,  '^ 

Hieraus  ersieht  man,  daß  (115)  und  (115b)  nicht  zu  dem-  \ 
selben  Werte    der   longitudinalen  Masse  führen  können.     Be-  i 
stimmt  man  die  Masse  durch  die  elektromagnetische  Bewegungs- 
größe, so  ist,  für  das  Lorentzsche  Elektron,  (115  b)  zu  ersetzen 
durch 

Da  die  longitudinale  Masse  des  Lorentzschen  Elek-J 
trons  sich  nicht  aus  der  elektromagnetischen  Energie 
allein   ableiten  läßt,  so   müssen  wir,  um  das  Energie- 
prinzip aufrecht  zu  erhalten,  diesem  Elektron  eine  in-* 
nereEnergie  J5Jnicht  elektromagnetischer  Art  zuschrei-l 
ben.    In  der  Tat,  es  soll  sich  ja  das  Elektron  bei  einer  Zunahme| 
der  Geschwindigkeit  abplatten;  dabei  wird  gegen  die  elektrody-j 
namischen  Kräfte,  mit  denen  sich  die  Teile  des  Elektrons  ab«| 
stoßen,  Arbeit  geleistet.    Während  für  das  starre  Elektron  die! 
Zunahme   der  elektromagnetischen  Energie  gleich  der  von  der| 
äußeren  Kraft  B^    geleisteten  Arbeit  ist,  findet  das  hier  nicht | 
mehr  statt.    Die  Zunahme  der  elektromagnetischen  Energie  bei| 
einer  Beschleunigung  ist,  für  das  Lorentzsche  Elektron,  größer^ 
als  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte.  \ 

Die  innere  Energie  E,  durch  deren  Annahme  man  daft^ 
Energieprinzip  aufrecht  erhalten  kann,  darf  nicht  als  kinetischei 
Energie  im  Sinne  der  gewöhnlichen  Mechanik  betrachtet  werden;^ 
denn  in  diesem  Falle  würde  jede  Berechtigung  dafür  wegfallen^  '\ 
daß  Bewegungsgröße  im  Sinne  der  gewöhnlichen  Mechanik  nicht ' 
angenommen  wird.    Immerhin  kann  E  von  der  Geschwindigkeit' 
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abhängen,  da  ja  diese  die  Form  des  Elektrons  bestimmt.    Die 
I  Energiegleichung  verlangt 

(127)  ^^^dt^^  =  ^^^''^^  "^^  ^®^  Impulssatz 
{127a)  f  =  t«. 

Durch  Vereinigung  dieser  beiden  Sätze  erhält  man 

(127b)  (®^)  =  ^^{(6@)-Tr-^}. 

Für  gleichförmige  Bewegungen  ist  nun 

(ti®)-  W=2T-  W=^T-  Ü=L. 

Für  quasistationäre  Bewegungen   wird  diese  Beziehung  als 
gültig  angesehen,  und  es  wird  L  wie  E  als  Funktion  der  je- 
weiligen Geschwindigkeit  betrachtet.  Es  wird  mithin 
P„  .  d{L-E]        d{L-E]      djHl 

'^^  dt  d\li\        '    dt     ' 

Da  femer,  bei  stationärer  und  quasistationärer  Bewegung, 
für  das  Lorentzsche  Elektron  aus  Symmetriegründen  der  Impuls 
parallel  der  Bewegungsrichtung  ist,  so  gilt 

<md)  (@^.)  =  l®l'yi-i. 

Nach  (127  b)  sollen  nun  die  Ausdrücke  (127  c)  und  (127  d) 
«inander  gleich  sein,  und  zwar  für  beliebige  Werte  der  Beschleu- 
nigung; hieraus  folgt 

(128)  i®|.^J^. 

Aus  (128),  im  Verein  mit  (126a)  und  (126),  kann  man  E 
ermitteln;  man  erhält 

/,oo    \  ^^  110  1    dL 

(1^^^)  dW\  -=  -  4  ^0-  ^  =  -T dWV 

und,  durch  Integration, 

(128  b)  E=^E,-i:,{L-L,); 
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hier  sind  E^^  Lq  die  Werte,  welche  E  und  L  für  das  ruhende 
Elektron  besitzen.    Aus  (124  a)  folgt 

(128c)  E  =  E„-^^{1-h).  l 

Diese  Formel  gibt  an,  wie  die  innere  Energie  des  Lorentz-  f 
sehen  Elektrons  mit  wachsender  Geschwindigkeit  abnimmt.  Für  i 
Lichtgeschwindigkeit,  wo  das  Elektron  in  eine  Kreisscheibe  über-  i 
geht,  wird  x  gleich  Null,  mithin  die  innere  Energie  ^ 

(128d)  E,  =  E„-f^.  \ 

i 

Wir  können  daher  (128  c)  auch  schreiben 
(129)  E^E,  +  '^.  I 

Diese  Energie  nicht  elektromagnetischer  Art  muß-  | 
man  dem  Lorentzschen  Elektron  zuschreiben,  wenn,; 
man  das  Energieprinzip  aufrecht  zu  erhalten  wünscht 

Das  Lorentzsche  Elektron   ist  ein  Heaviside-EUipsoid,  mit 
den  Halbachsen  ax,  a^  a 

wo  a  von  ß  unabhängig  ist. 

Es  liegt  nahe,  ein  allgemeineres  Heaviside-EUipsoid  zu  be-^' 
trachten,  indem  man  a  als  Funktion  von  ß  auffaßt;  auch  für  ein 
solches  sind  durch  (124  a,  e,  g)  Lagrangesche  Funktion,  Impuls  -ä 
und  Energie  gegeben:  ^ 


m 


e^        imi        2    e»   IUI 


^^=2^(1+3/^^)-         j 


Man  kann  nun  folgende  Frage  aufwerfen:  Ist  es  möglich,,  % 
a  als  Funktion  der  Geschwindigkeit  so  zu  bestimmen,  daß  die  'j 
Beziehung  gilt  ,^,dL  i 


d\t^\>  .\ 


daß   mithin    aus    Impuls    und  Energie    der    gleiche  Wert    der  | 
longitudinalen  Masse  folgt:  | 


d\®\         1      dW 


d\t>\       \a\d\ti\' 
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ohne  daß  man  wie  beim  Lorentzschen  Elektron  eine  Energieform 
nicht  elektromagnetischer  Art  heranzuziehen  hat? 

Indem  wir  den  Betrag  des  elektromagnetischen  Impulses 
dem  Differentialquotienten  der  Lagrangeschen  Funktion  nach 
der  Geschwindigkeit  gleichsetzen,  erhalten  wir 

1  da        1    ß  1    d-A  .,,  . 

(130)  a  =  aQK~i, 

wo  üq  den  Radius  des  Elektrons  im  Falle   der  Ruhe  darstellt. 
Bei  Bewegung   sind  die  Halbachsen  des  Heaviside-EUipsoides: 

Es  bleibt  der  Rauminhalt  des  EUipsoides  konstant.    Wir  sehen 

also:  Das  Heaviside-EUipsoid  von  konstantem  Raumin- 

!  halt  ist  das   einzige,  bei   dem   die  Arbeit  der  äußeren 

;  translatorischen  Kräfte   dem  Zuwachs   der  elektroma- 

\  gnetischen  Energie  gleich  ist. 

Man  kann  diese  P^lgerung  prüfen,   indem  man  sich  davon 
rzeugt,  daß  aus  Impuls  und  Energie: 


la)  |®l=  Vj!_  lhl.^-| 


Tl30b)  ^-^«^(1  +  3^^)-^"' 

der  gleiche  Wert  der  longitudinalen  Masse  folgt: 
(130c)      m,  =  ^^1  =  _  ^^  =  ^„x   »  (1  -  3  ß») . 

Für  die  transversale  Masse  erhält  man 

(130d)  m^  =  Wox"t  =  niQ  (1  -  /S»)" i. 

Ein  solches  Heaviside-EUipsoid  ist  von  Bucherer^)  zuerst 
behandelt  worden.  Versucht  man,  sich  die  Bedingung  konstanten 
Rauminhalts  kinematisch  verständlich  zu  machen,  so  findet  man 
Schwierigkeiten.  Am  nächsten  liegt  es  wohl,  die  Elektrizität  als 
gleichförmig  über  den  Raum  des  Elektrons  verteilt  anzunehmen 


1)  A.  H.  Bücherei,  Mathem.  Einl.  in  die  Elektronentheorie,  (1904)  S.58. 
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l 


und  ihre  Kinematik  derjenigen  inkompressibler  Flüssigkeiten  i 
nachzubilden.  Doch  zeigte  es  sich,  daß  dann  bei  Bewegung  im  ,1 
magnetischen  Felde  Wirbel  entstehen,  die  bei  fehlender  materieller  n 


Masse  ins  Unendliche  wachsen  könnten.  Auch  dürfte  es  kaum  \\ 
gelingen  zu  beweisen,  daß  unter  diesen  Annahmen  bei  veränder-  j 
lieber  Geschwindigkeit  das  Elektron  jeweils  die  Gestalt  des  Hea-  | 
viside-Ellipsoides  annimmt.  | 

Auch  die  Massenformeln  von  H.  A.  Lorentz  sowie  diejenigen  is 
von  A.  H.  Bucherer  lassen  sich  mit  den  meisten  experimentellen  \ 
Ergebnissen  in  Übereinstimmung  bringen.  Nach  Messungen  von 
G.  Neumann  ^)  scheint  sogar  die  Lorentzsche  Formel  den  anderen 
überlegen  zu  sein. 

§  23.  Der  Impuls  des  Energiestromes  und  die  Trägheit 
der  Energie. 

Man  kann  Hypothesen  über  Form  und  Ladungsverteilunj 
des  Elektrons  überhaupt  vermeiden,  wenn  man  die  in  der  Lo-| 
rentzschen  Elektrodynamik  für  das  Vakuum  gültige  Beziehung  (1 7)  * 
des  §  5  in  der  dort  bereits  angedeuteten  Weise  verallgemeinert^), 
und  den  „Satz  vom  Impulse  des  Energiestromes"  zu- 
grunde legt:  Jeder  Energiestrom  @  soll  einen  Impuls 
hervorrufen  von  der  Dichte 


(131) 


C 


Das  Elektron  befindet  sich,  unter  der  Einwirkung  des  selbst-  ^ 
erregten  Feldes,  in  einem  Spannungszustand.  Bewegt  es  sich,  ] 
so  fließt  in  seinem  Innern,  ähnlich  wie  in  einem  gezogenen 
Seil,  ein  Strom  mechanischer  Energie  in  einer  der  Bewegung  . 
entgegengesetzten  Richtung.  Dieser  mechanische  Energiestrom  ': 
soll  nun,  ebenso  wie  der  elektromagnetische,  eine  Bewegungs-  ; 
große  besitzen.  Es  wäre  eine  Aufgabe  der  Elastizitätstheorie,  : 
für  ein  Elektron  von  gegebener  Form,  Ladungsverteilung  und  :^ 


1)  G.  Neumann,  Ann.  der  Phys.  45,  (1914)  S.  629. 

2)  F.  Hasenöhrl,  Wien. Ber.  1907.  S.1400.  M.Planck,  Physik. Zeitachr.  9, 
(1908)  S.  828. 
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Elastizität,    die    Verteilung    der    Spannungen    und    damit    des 
Energiestromes  und  seines  Impulses,  zu  ermitteln.  Indessen  kann 
;  man  einfacher,   ohne  besondere  diesbezügliche  Annahmen,  den 
|!  aus  mechanischem  und  elektromagnetischem  Impuls  resultieren- 
5  den  Vektor  @  unmittelbar  und  allgemein  berechnen. 
(        Wir  denken  uns  irgend  ein  System  von  Ladungen,  in  welchem 
i  die  wechselseitigen    elektromagnetischen  Kräfte  durch  mecha- 
I  nische  Spannungen  im  Gleichgewicht  gehalten  werden,  in  gerad- 
liniger gleichförmiger  Bewegung  begriffen.   Wir  legen  schief  zur 
Bewegungsrichtung  eine  feste  Ebene,  und  wählen  sie  als  (J,  t^)- 
Ebene,  so  daß  ihre  Normale  der  f-Achse  parallel  ist.  Im  Laufe 
:  der  Zeit   wird    die    gesamte  Energie    W  des   Systemes  durch 
diese  feste  Ebene  hindurchströmen;  man  hat  also,  wenn  (S  den 
gesamten  Energiestrom  bezeichnet: 


'flenkt 


W=ffJ<B^dUvdt. 


man  sich  das  System  durch  ParaUelebenen  zur  (|,  rj)- 

«bene  in  Schichten  von  der  Dicke  d^  geteilt,  so  bestimmt  sich 
IrZeit  dty  in  der  die  betreffende  Schicht  durch  jene  feste 
Bene  tritt,  aus  ti  dt  ^  dt 

+  00 

Mithin  wird  tJ^  •  W  =  fff^^didrjdt. 

—  00 

Andererseits    ist,    gemäß    dem    Satze  (131)    vom  Impulse    des 
Energiestromes,  der  Gesamtimpuls  des  Systemes 

+  00  +00 

(131  a)        ®  -ffßd^dridt  =  ij'ff^d^dridt 

00  — 00 

und  es  folgt  somit  für  die  ^-Komponente 

dies  gilt  für  eine  beliebige  Richtung  der  f-Achse.  Folglich  sind 

Abraham,  Theorie  der  Elektrizität.   II.   4.  Aufl.  13 
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Gesamtimpuls  und  Gesamtenergie  des  Systemes  durch  ! 
die  Beziehung  miteinander  verknüpft: 

(131b)  @  =  ^.Ty.  I 

Hier  fälltauf,  daß  der  Gesamtimpuls  stets  der  Geschwin-  I 
digkeit  parallel  ist;  er  besitzt  demnach  keine  transversale  | 
Komponente.  Doch  haben  wir  in  §  19  gesehen,  daß  z.  B.  für  I 
ein  EUipsoid  der  elektromagnetische  Impuls  im  allgemeinen  \ 
schief  zur  Bewegung  gerichtet  ist,  und  haben  daraus  geschlossen,  | 
daß  dann  eine  Drehkraft  zur  Aufrechterhaltung  der  gleichfor-.;j 
migen  Bewegung  erforderlich  ist.  Wie  wir  jetzt  sehen,  trifft Jj 
dieser  Schluß  nur  dann  zu,  wenn  der  Impuls  des  mechanischen-  ■ 
Energiestromes  unberücksichtigt  bleibt;  denn  seine  transver-^ 
sale  Komponente  hebt  diejenige  des  elektromagnetischen  Im-  , 
pulses  auf,  so  daß  der  Gesamtimpuls  parallel  zur  Geschwindig- 
keit wird.  Hiernach  ist  also  keine  Drehkraft  zur  Aufrecht- 
erhaltung der  gleichförmigen  Translation  notwendig,! 
und  zwar  gilt  dieses  Ergebnis  für  ein  System  von  beliebiger} 
Form  und  Ladungsverteilung. 

Da  @  paraUel  zu  ti  ist,  so  folgen,  wie  in  §  20,  die  Formeln 
(115)  und  (115  a)  für  die  longitudinale  und  die  transversale 
Masse.  Auch  gilt  @  =  )| .  ^  . 

Mithin  besteht,  nach  (131b),  zwischen  transversaler  Masse 
und  Gesamtenergie  die  Beziehung 

(131c)  ^r==-c«~; 

sie  enthält  den  „Satz  von  der  Trägheit  der  Energie";  bein 
Übergang  zur  Ruhe  besagt  dieser  Satz:  Die  Ruhmasse  isi 
gleich  der  durch  c*  geteilten  Ruhenergie: 

(131  d)  »»,-^"- 

Vergleichen  wir  diesen  Wert  für  die  Ruhmasse  mit  dem- 
jenigen, den  wir  in  Gl.  (ll^b)  des  §  20  für  eine  flächenhaf 
geladene  Kugel  gefunden  haben,  so  finden  wir,  daß  dort  di< 
mit  c^  multiplizierte  Ruhmasse  %  der  elektrostatischen  Energii 
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9  -  )  betrug.   Die  Ruhenergie  eines  starren  Elektrons  wird  nun 

durch  das  Auftreten  mechanischer  Spannungen  nicht  geändert, 
da  diese  keine  Deformation  hervorrufen.  Wohl  aber  bedingen, 
wie  bemerkt,  diese  Spannungen  einen  der  Bewegung  entgegen- 
gesetzten Energiestrom;  sein  Impuls  muß  im  ganzen,  bei  ge- 
ringer Geschwindigkeit  des  Elektrons,  Y^  des  gesamten  elektro- 
magnetischen Impulses  sein,  damit  für  die  Ruhmasse  der  Wert 
(131  d)  herauskommt. 

Da  in  W  und  @  alle  beteiligten  Energiearten  mitgerechnet 
sind,  so  gilt  für  die  longitudinale  Masse,  außer  (115),  auch  (115b). 
Mithin  sind  TFund  |  %  \  durch  die  Bedingung  (111b)  verknüpft, 
die  erfüllt  wird,  indem  man  Bewegungsgröße  und  Energie  aus 
der  Lagrangeschen  Funktion  ableitet: 

(132)  l®i  =  ^-,,  TF=l|.i^-i. 

Führt  man  diese  Ausdrücke  in  (131b)  ein: 

\ 

»folgt  (l_^«)g  =  _^L. 

Die  Integration  dieser  DijBPerentialgleichung  ergibt 

^wobei,  gemäß  (132)  und  (131  d),  zu  setzen  ist: 

Xp  =  —  TFq  =  -  m^c^. 
Demnach  folgt  als  Ausdruck  der  Lagrangeschen  Funktion 
(132a)  X  =  -  m^c^  Vi  -  ß'. 

Indem  man  L  in  die  Lagrangeschen  Gleichungen  (116)  einsetzt, 
erhält  man  die  für  quasistationäre  Translationsbewegungen  gül- 
tigen Bewegungsgleichungen  des  Systemes. 

Aus  (132)  folgen  die  Beträge  von  Impuls  und  Energie: 
1  dL         m^cß 


setzt  /3  =  i^ 

^        c 


'     c  dß     yr^ßi 


13* 
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(132b)  Tf  =  ^  ^  -  X  =  m.c'  (1  -  ^T^- 

Der  Impulsvektor  (131b)  ist  also 

(132c)  ®  =  moö(l-^T^- 

Für    transversale    und    longitudinale    Masse   folgen    aus 

(115),  (115a)  die  Werte 

welche  ganz  mit  den  in  §  22  für  das  Lorentzsche  Elektron  abge-  ., 
leiteten  Formeln  (125,  125  a)  übereinstimmen.  Wir  haben  sie  hier,  % 
ohne  irgend  welche  Voraussetzungen  über  Form  und  Ladungs- 
verteilung zu  machen,  allein  aus  dem  Satze  vom  Impulse  des  Ener- 
giestromes abgeleitet;  dieser  Satz,  in  Verbindung  mit  den  im  La- 
grangeschen Schema  zusammengefaßten  Impuls-  und  Energie- 
sätzen, reicht  aus,  um  die  Dynamik  eines  beliebigen  in  innerem 
Gleichgewichte  befindlichen  Systemes  zu  begründen.  Für  den 
„Massenpunkt"  der  elementaren  Mechanik  müssen  demnach  die 
nämlichen  Bewegungsgleichungen  gelten,  wie  für  das  Elektron. 
Die  Unterscheidung  von  „materieller"  und  „elektromagnetischer 
Masse"  wird  dann  unmöglich,  da  beide  in  gleicher  Weise  von  der 
Geschwindigkeit  abhängen. 

Wir    wollen    in    diesem  Zusammenhange    einige    Versuchs-  - 
ergebnisse  besprechen,  welche  die  Bedeutung  der  Sätze  vom  Im- 
pulse des  Energiestromes  und  von  der  Trägheit  der  Energie  | 
erläutern  und  ihre  Gültigkeit  wahrscheinlich  machen.  | 

Das  Fehlen  einer  transversalen  Komponente  des  Gesamt-  | 
Impulses  erklärt  das  negative  Ergebnis  eines  Versuches,  den  '^ 
Fr.  T.  Trouton  und  H.  R.  Noble ^)  angestellt  haben,  um  einen  | 
Einfluß  der  Erdbewegung  zu  entdecken.  Sie  brachten  einen  | 
geladenen  Kondensator  in  eine  zur  Erdbewegung  schiefe  Lage,  > 
und   erwarteten  eine  Kräftepaar  zu  finden,  welches  die  Platten-  | 

ebene    der    Bewegungsrichtung   parallel    zu    stellen    sucht.     In  | 

.  % 

1)  Fr.  T.  Trouton  und  H.  R.  Noble.    Proc.  Soy.  Soc  72  (1903)  S.  132.   .^ 
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der  Tat  ergibt  die  Theorie  ein  solches  Kräftepaar,  wenn  man 
allein  die  elektromagnetische  Bewegungsgröße  in  Betracht  zieht. 
Wird  die  a;- Achse  in  die  Bewegungsrichtung,  und  die  (xy)-Eheiie 
den  elektrischen  Kraftlinien  parallel  gelegt,  welche  den  Winkel 
d  mit  der  rc- Achse  einschließen  mögen,  so  sind  die  elektrischen 
Komponenten 

e^  =  I  @  I  cos  d,     %  =  I  @  I  sin  d,     (B,  =  0, 

und,  nach  (101  f),  die  magnetischen 

Es  folgen  hieraus  die  Komponenten  der  elektromagnetischen 
Impulsdichte: 

9'  =  -  iL  ®'^'  =  -  44c  I  ®  I'  "«^  ^ '"''  *• 

Bei  langsamer  Bewegung  folgt  hieraus  als  transversale  Kom- 
mente des  ganzen  elektromagnetischen  Impulses 

@;  =  _-?TroSin2d, 

Wq  die  elektrische  Ruhenergie  des  Kondensators  ist.  Diese 
ipulskomponente  würde  nach  §  17,  Gl.  (94  a),  das  Auftreten 
les  inneren  Kräftepaares  bedingen: 

-  [Ö®'L  =  -  c/3@J  =  /32  Wq sin 2d, 

"welches   die  Plattennormale  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung 
der  Erde  zu  stellen  sucht. 

Ein  solches  Drehmoment  konnte  indessen,  trotz  ausreichen- 
der Empfindlichkeit  des  Apparates,  nicht  beobachtet  werden. 
Dieses  negative  Ergebnis  des  Versuches  von  Trouton  und  Noble 
erklärt  sich,  wenn  man,  außer  dem  Impulse  des  elektromagne- 
tischen, auch  denjenigen  des  mechanischen  Energiestromes  in 
Rechnung  stellt.  Die  elastischen  Spannungen,  welche  die  elek- 
trischen Kräfte  im  Gleichgewicht  halten,  rufen  mechanische 
Energieströme  in  den  Kondensatorplatten  und  in  deren  Stützen 
hervor;  der  Impuls  dieser  Energieströme  hat  eine  transversale 
Komponente,  welche  diejenige  des  elektromagnetischen  Impulses, 
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wie  oben  dargetan,  gerade  aufhebt.  Es  ist  also  das  resultierende 
Drehmoment  gleich  nuU,  in  welcher  Stellung  gegen  die  Erdbe- 
wegung der  Kondensator  sich  auch  befinden  mag. 

Fr.  T.  Trouton^)  hat  noch  folgenden  interessanten  Versuch 
angestellt.  Er  brachte  an  einer  empfindlichen  Drehwage  einen 
Kondensator    an,    derart,    daß    die    Platten    der   Erdbewegung 

parallel  waren  (d  =  _ ).  Dann  ist,  den  obigen  Formeln  gemäß, 
der  elektromagnetische  Impuls  parallel  der  Bewegungsrichtung; 
er  beträgt  fl»*  =  lÄ  .  w 

Trouton  erwartete  nun,  bei  Ladung  und  Entladung  des  Kon- 
densators, entsprechend  dem  Gewinn  und  Verlust  von  Bewegungs- 
größe, eine  Stoßkraft  zu  finden,  welche  die  Drehwage  hätte  an- 
zeigen müssen.  Der  erwartete  Effekt  blieb  indessen  aus. 

Hierzu  ist  auf  Grund  der  obigen  Entwickelungen  Folgendes 
zu  bemerken.  Erstens  fällt,  bei  Berücksichtigung  des  mecha-  ' 
nischen  Energiestromes,  der  in  den  materiellen  Teilen  des  Appa- 
rates fließt,  und  seines  Impulses,  der  Faktor  2  fort,  so  daß  der 
Gesamtimpuls  durch  (131b)  angegeben  wird.  Zweitens  ist,  nach 
dem  Satze  von  der  Trägheit  der  Energie,  der  Energiezuwachs, 
welchen  der  Kondensator  beim  Laden  erfährt,  von  einem  Massen 
Zuwachs  begleitet,  und  lediglich  diesem  Zuwachs  an  Masse  ist 
der  Gewinn  an  Bewegungsgröße  zu  danken.  Der  Vorgang  ist  mit 
einer  Wasserströmung  innerhalb  eines  gleichförmig  bewegten 
Systems  vergleichbar;  wenn  das  Wasser  aus  eiuem  Gefäß  in  ein 
anderes  strömt,  so  führt  es  die  Bewegungsgröße,  welche  es  der 
Translation  des  ganzen  Systemes  verdankt,  einfach  mit  sich.  Bei 
dieser  Strömung  treten  keine  anderen  relativen  Beschleunigungen 
auf,  als  wenn  sie  im  ruhenden  Systeme  erfolgte.  Dasselbe  gilt 
hier,  wenn  Energie  aus  dem  Akkumulator  in  den  Kondensator,  ^ 


31 
oder  zurück,  strömt;  mit  der  Energie  wird  die  träge  Masse,  ge- 


mäß (131c),  übertragen;  diese  behält  den  Impuls,  welchen  sie  in 
Folge  der  Erdbewegung  besaß,  bei ;  beschleunigende  Kräfte,  welche 


1)  Fr.  T.  Trouton.  Dublin  Trans.  (2)  7  (1902)  S.  379. 
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zur  Feststellung  der  Erdbewegung  dienen  könnten,  werden  durch 
diese  Energieübertragung  nicht  hervorgerufen. 

Ähnliche  Verhältnisse  liegen  vor,  wenn  eine  bewegte  Licht- 
quelle Energie  ausstrahlt.  Wir  hatten  dieses  Problem  in  §  14 
behandelt,  und  dort  (Gl.  82  d)  die  folgende  Beziehung  zwisch'en 
ausgestrahlter  Energie  und  Bewegungsgröße  gefunden: 

(132  e)  -diB  =  -^dW. 

Diese  Beziehung  folgt  auch  sofort  aus  Grl.  (131  b);  sie  bestimmt 
den  durch  Energieabgabe  bedingten  Verlust  an  Bewegungsgröße 
für  ein  beliebiges  gleichförmig  bewegtes  System.  Die  Energie- 
abgabe hat,  gemäß  dem  Satze  von  der  Trägheit  der  Energie  (131c), 
einen.  Verlust  an  transversaler  Masse  zur  Folge 

,  dW 

id  ihm  entspricht  ein  Verlust  an  Impuls 
—  d(B  =  —  ti  dm^. 

jser  Impulsverlust  ruft  indessen  keine  hemmende  Kraft  hervor; 
Lmehr  bleibt  die  Geschwindigkeit  der  Lichtquelle  ungeändert. 
Nach  dem  Satze  von  der  Trägheit  der  Energie  besitzt  ein 
lender  Körper  von  der  Masse  Mq  die  Energie  (vgl.  131  d): 
f2f)  Wo  =  m,  c\ 

jchnet  man  hieraus  die  Energie  eines  Wasserstoffmoleküles, 
"ssen  Masse  nach  §  2  Gl.  (2  a)  beträgt 

2m^=3,3-  10-'^*  gramm, 
•;so  findet  man  den  Wert      ^Fq  =  3  •  10"  ^  erg. 

Bie  Größenordnung  dieser  Energie  ist  eine  weit  höhere,  als 
diejenige  der  Energieänderungen,  welche  den  Wärmetönungen 
der  gewöhnlichen  chemischen  Reaktionen  entsprechen.  Man 
muß  sich  vorstellen,  daß  diese  Energie  im  Innern  der  Atome 
ihren  Sitz  hat,  und  somit  bei  den  gewöhnlichen  chemischen 
Prozessen  ungeändert  bleibt.  Nun  haben  wir  aber  in  den  radio- 
aktiven Erscheinungen  Transformationen  der  Atome  kennen 
gelernt;  die  hierbei  stattfindende  Wärmeentwickelung  übersteigt 
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wirklich  weitaus  alle  sonst  bekannten  Wärmetönungen.  Man 
darf  annehmen,  daß  hier  jene  latente  Energie  ins  Spiel  kommt.  1 
Bei  jenen  Transformationen  findet  bekanntlich  eine  Emission  i 
von  a-Strahlen  (He- Atomen),  sowie  von  /3-Strahlen  und  j^-Strahlen  2 
statt.  Man  könnte  nun  daran  denken,  die  Beziehung  (132f)  zu  | 
prüfen,  indem  man  einerseits  die  Massenbilanz,  andererseits  die  i 
Energiebilanz  der  Transformation  aufstellte.  Bei  der  Massen-  i 
bilanz  wäre  das  Atomgewicht  des  ursprünglichen  Radioelementes,  | 
und  die  Atomgewichte  des  Endproduktes  sowie  der  entwichenen  j] 
He- Atome  in  Rechnung  zu  stellen.  Dem  so  berechneten  Massen-  i 
Verlust  müßte,  nach  (132f),  der  Energie verlust  entsprechen,  der  i 
zum  Teil  als  Energie  der  ermittelten  ß-  und  y-Strahlen  und 
als  kinetische  Energie  der  entwichenen  «-Strahlen,  zum  Teil 
als  entwickelte  Wärme  zu  buchen  wäre.  Bisher  sind  indessen  1 
die  betreffenden  Größen  nicht  so  genau  bekannt,  daß  man  diese  j 
Bilanz  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  aufstellen  könnte,  i 
Auch  ist  zu  bedenken,  daß  die  Gewichte  mit  der  Wage  ge-  | 
messen  werden,  und  daß  sich  daher  eine  solche  Prüfung  der  \ 
Gleichung  (132f)  nicht  sowohl  auf  die  Trägheit,  als  vielmehr  '' 
auf  die  Schwere  der  Energie  (§51)  beziehen  würde. 

Würde    die  gleichförmige   translatorische    Bewegung    eines 
Ladungssystems  drehende  oder  sonstige  innere  Kräfte  hervor- 
rufen, so  könnte  diese  Bewegung  von  einem  mitbewegten  Be- 
obachter festgestellt  werden.    Das   wäre  nicht  mit  dem  später 
zu    erörternden  Prinzip    der  Relativität   verträglich.    Wie    wir 
soeben  gesehen  haben,  schließt  der  Satz  von  dem  Impulse  des  | 
Energiestromes,    wenn    er   als    allgemein    gültig    angenommen^«; 
wird,  das  Bestehen  solcher  Kräfte  aus,  und  befindet  sich  also! 
im  Einklang  mit  dem  Relativitätsprinzip. 

Doch  kann  man  den  Satz  von  dem  Impulse  des  Energie-  : 
Stromes  nicht  aus  dem  Relativitätsprinzip  ableiten.  Das  geht  . 
z.  B.  aus  der  Minkowskischen  Elektrodynamik  bewegter  Körper  .^ 
hervor,  in  welcher  für  Impuls  und  Energiestrom  Ansätze  ge-  j 
macht  werden,  welche,  obwohl  sie  dem  Relativitätsprinzip  ge- 1 
nügen,  nicht  jenem  Satze  entsprechen.  Ich  habe  es  daher  vor-  i 
gezogen,  die  Sätze   von  dem  Impulse  des  Energiestromes  und  ^ 
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Ton  der  Trägheit  der  Energie  unabhängig  vom  Relativitäts- 
prinzip aufzustellen,  als  naheliegende  Verallgemeinerung  von 
Beziehungen,  welche  nach  der  Lorentzschen  Elektrodynamik 
für  Lichtwellen  im  Vakuum  gelten.  Es  wird  unsere  Aufgabe 
Bein,  zu  zeigen,  daß  der  Satz  vom  Impulse  des  Energiestromes 
sich  auf  die  Elektrodynamik  bewegter  Körper  übertragen  läßt 
(Vgl  §  39). 

§  24.  Der  Bereich  der  quasistationären  Bewegung. 

Im  ersten  Bande  dieses  Werkes  wurde  ein  Einwand  erwähnt, 
den  man  gegen  die  Theorie  des  quasistationären  Stromes  er- 
heben könnte,  daß  nämlich  diese  Theorie  von  dem  Energie- 
verlust durch  Strahlung  keine  Rechenschaft  gibt.  Derselbe  Ein- 
wand ist  gegen  die  in  den  vorangegangenen  Paragraphen  dar- 

i  gelegte  Theorie  der  quasistationären  Elektronenbewegung  gel- 
tend zu  machen.  Diese  Theorie  bestimmt  die  Energie  und  den  Im- 
puls des  vom  Elektron  erregten  Feldes  so,  als  ob  sie  der  je- 
weiligen Geschwindigkeit  des  Elektrons  entsprächen.  Bei  peri- 
odischen Bewegungen  ist  diese  Behandlungsweise  nur  dann  er- 
laubt, wenn  nach  dem  Ablauf  einer  Periode  die  Energie  und 

ti  die  Bewegungsgröße  des  Feldes  zu  den  Anfangswerten  zurück- 

[i  kehren,  d.  h.  wenn  das  Wegintegral  und  das  Zeitintegral  der 
äußeren  Kraft  für  eine  ganze  Schwingung  gleich  NuU  sind. 
Das  ist  nun,  wie  im  zweiten  Kapitel  dieses  Bandes  dargelegt 
wurde,  keineswegs  der  Fall;  auch  bei  periodischen  Bewegungen 
ist  das  Wegintegral  und  im  allgemeinen  auch  das  Zeitintegral 

I  der  äußeren  Kraft  von  NuU  verschieden.  Die  Arbeitsleistung 
und  der  Impuls  der  äußeren  Kraft  findet  sich  in  der  Energie 
und  der  Bewegungsgröße  der  entsandten  WeUen  wieder.  Die 
entsandte  Wellenstrahlung  ist  es  eben,  die  man  ver- 
nachlässigt, wenn  man  die  beschleunigte  Bewegung 
des  Elektrons  als  quasistationär  betrachtet. 

Die  Entwickelungen  des  vorigen  Kapitels  gestatten  es  uns, 

diese  Lücke  unserer  Theorie  sogleich  auszufüllen.  Haben   wir 

doch   in   Gleichung  (87)   des  §  15  den  allgemeinen  Ausdruck 

!  für   die    Rückwirkung    der  Strahlung   angegeben.    Wir    setzen 
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jetzt   für    die    gesamte    vom  Elektron    auf   sich    selbst   ausge-'j 
übte  Kraft 

(133)                                   ^  =  ^'  -f  ^'\  indem  wir  unter 

(133a)                                   ^'=-^t  i 

die    nach    den  Ansätzen    der   vorigen  Paragraphen  berechnete! 
Kraft  verstehen,  unter 

(133  b)  r'=Ä^ 

aber  die  in  (87)  angegebene  Reaktionskraft  der  Strahlung; 
Dabei  ist  zu  bemerken,  daß  bei  Berechnung  der  Rückwirkung 
der  Strahlung  das  Elektron  durch  eine  Punktladung  ersetzt  wurde 
Der  Ansatz  (133)  für  die  innere  Kraft  erfüllt  allgemein 
die  Energiegleichung  und  die  Impulsgleichung;  denn 
Arbeitsleistung  der  Zusatzkraft  £*  ist,  wie  aus  Gl.  (84)  des  §  15 
hervorgeht,  entgegengesetzt  gleich  der  bei  der  Geschwindigkeits* 
änderung  des  Elektrons  ausgestrahlten  Energie  TTjg,  das  Zeit 
integral  von  Ä*  ist  entgegengesetzt  gleich  der  ausgestrahlten  Bewe^ 
gungsgröße  ©^g-  Bestimmen  wir  die  Bewegung  des  Elektrons  au 
der  genaueren  Bewegungsgleichung 

(133c)  ^a^_^^^_^s^ 

so  sind  wir  von  vornherein  sicher,  in  keinen  Widerspruch  miii 
dem  Energiesatze  oder  dem  Impulssatze  zu  geraten.  Wir  fasseiy 
eine  Bewegung  ins  Auge,  die  zuerst  gleichförmig  mit  der  Ge^J 
schwindigkeit  bj  verläuft,  dann  in  beliebiger  Weise  beschleunigt . 
wird  and  weiterhin  wieder  stationär  mit  der  Geschwindigkeit  öj j 
vor  sich  geht.  Wir  warten  solange,  bis  die  entsandten  Wellen  | 
sich  hinreichend  weit  von  dem  (mit  Unterlichtgeschwindigkeit -^ 
bewegten)  Elektron  entfernt  haben.  Innerhalb  des  von  der  Wel- 1 
lenzone  eingerahmten  Raumes  besteht  dann  das  Feld,  welches  | 
der  Geschwindigkeit  tlg  entspricht.  Werden  für  die  Energie  Wi^ 
und  den  Impuls  @j2  der  Wellenzone  die  im  vorigen  Kapitel  ge-- 
fundenen  Werte  einsetzt,  so  gilt  allgemein 

2 

(133d)    ,  /k«^^=®2-®i-f  @12, 

ä 


i 
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2 

1 

Wij  (Bi  bedeuten  dabei  die  Anfangswerte,  W2,  ©2  ^i®  Endwerte 
?on  Impuls  und  Energie  des  Elektrons. 

Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  den  Gültigkeitsbereich  der 
(juasistationären  Bewegung  anzugeben:  Wir  dürfen  die  Be- 
wegung als  quasistationäre  bebandeln,  wenn  gegen  die 
30  berechnete  innere  Kraft  ^'  die  Reaktionskraft  Ä" 
der  Strahlung  verschwindet. 

Betrachten  wir  etwa  eine  Kreisbewegung,  wie  sie  die  Elek- 
tronen der  Radium-Strahlung  in  einem  zur  ursprünglichen  Strahl- 
richtung senkrechten  magnetischen  Felde  ausführen.  Hier  ist  der 
Betrag  der  Trägheitskraft  der  quasistationären  Bewegung 

(134)  iri  =  «,i?J^. 

Die  Reaktionskraft  der  Strahlung  aber  ist  nach  Gleichung  (88) 

2  e*    d^ 
Ä*  =  —  b  •  ^  -i  -r-^ ,      SO  daß  man  erhält 

!s  ist  also  der  Quotient  der  Beträge  der  Reaktionskraft  und 
der  Trägheitskraft 

(134b)  |Ä"|:!Ä"-^''    '*'' 


3  c'  ?W;.x*r 

Je  nach  der  Beziehung  zwischen  m^  und  ß  ändert  sich  der  Quo- 
tient in  verschiedener  Weise  mit  /3;  doch  ist  der  Faktor  m^  im 
Nenner  nicht  so  ausschlaggebend,  wie  der  Faktor  x*.  Legt  man 
die  Lorentzsche  Massenformel  zu  Grunde: 

2    e' 
Wo  X-  \         m^  =  ^  ^-, ,  so  wird 


(134c)  |Ä"|:|r 


3  ac^^ 
a   ß 


r  X' 


Hier  ist  nun  der  Quotient  aus  Elektronenradius  a  und 
BjTÜmmungsradius  r  der  Bahn  äußerst  klein.  Denn  es  wurde  a 
zu  2  •  10~^'  cm  geschätzt,  während  r  für  alle  beobachtbaren 
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Bahnkurven  natürlich  weit  größer  ist.  Für  gewöhnliche  Katho 
denstrahlen,  wo  /3  <  Vg»  ist  die  Reaktionskraft  der  Strahlung 
völlig  gegen  die  Trägheitskraft  zu  vernachlässigen,  und  die  An 
Wendung  der  Theorie  der  quasistationären  Bewegung  ist  dahe; 
gerechtfertigt. 

Doch  könnte  es  als  zweifelhaft  erscheinen,  ob  das  auch  dam 
zutrifft,  wenn  die  Elektronengeschwindigkeit  der  Lichtgeschwii|i 
digkeit  nahe  kommt. 

Nun  ist  der  Krümmungsradius  solcher  /3-Strahlen  auch  m 
den  stärksten  herstellbaren  Magnetfeldern  größer  als  0,1  cm' 
Für  Elektronen,  deren  Geschwindigkeit  um  ein  Hundertstel  f 
hinter  der  des  Lichtes  zurückbleibt,  hat  man 

ß  =  0,99,        1  -  ^  =  10-S        x=^y2'  10- \ 
also,  da  a  :  r  <2  •  10"  ^^, 

|t''|:|t'|<10-^ 

Auch  hier  ist  also  die  Bewegung  noch  als  quasistationäre  z 
betrachten. 

Übrigens  ist  der  Ausdruck  für  die  Reaktionskraft  da 
Strahlung,  welcher  in  §  15  angegeben  wurde,  nicht  stren 
gültig;  er  gilt  nur  angenähert,  und  zwar  dann,  wenn  es  ge 
stattet  ist,  das  Elektron  bei  der  Berechnung  der  entsandte^ 
Wellen  durch  eine  Punktladung  zu  ersetzen.  Die  Bedingunj 
(63  b),  unter  der  dieses  gestattet  war,  lautet  J 

JAI^<<i  ] 

Für  rein  transversale  Beschleunigung  ergibt  dies  | 

(134d)  ^_i!^<<i.  I 

Dieser  Bruch  ist,  für  gewöhnliche  Kathodenstrahlen,  voi| 
derselben  Ordnung  wie  der  Quotient  (134  c),  wächst  jedoch  be| 
Annäherung  an  die  Lichtgeschwindigkeit  etwas  langsamer  alf 
jener  (nämlich  bei  gegebener  Bahnkrümmung  wie  x"^,  während 
(134c)  wie  x,~^  wächst).  Beide  Quotienten  werden  schließlich, 
wenn  ß  der  Grenze  1  zustrebt,  beliebig  groß.  Man  wird  also  bei 
Annäherung  an  die  Lichtgeschwindigkeit  zu  einem  Werte  der 
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Geschwindigkeit  kommen,  bei  welchem  die  Reaktionskraft  der 
Strahlung  nicht  mehr  gegen  die  Trägheitskraft  des  mitgeführten 
Feldes  verschwindet,  und  für  den  es  auch  nicht  mehr  gestattet 
st>  die  Reaktionskraft  so  zu  berechnen,  als  ob  das  Elektron 
punktförmig  wäre. 

Jene  beiden  Kräfte  sind  im  Grunde  nichts  anderes  als  die 
beiden  ersten  Glieder  einer  Reihen entwickelung 

die  nach  aufsteigenden  Potenzen  des  Radius  a  des  Elektrons 
fortschreitet.  Das  erste  Glied,  die  elektromagnetische  Trägheits- 
kraffc,  enthält  a  im  Nenner;  das  zweite  enthält  a  überhaupt  nicht, 
wie  es  ja  von  den  über  Form  und  Ladungs Verteilung  gemachten 
Annahmen  unabhängig  ist.  Das  dritte  Glied  wird  wieder  von 
der  Form   und  der   Ladungsverteilung  abhängen  und  für  ein 

i  kugelförmiges  Elektron  a  im  Zähler  enthalten.  Da  die  innere 
Kraft  ^  durch  die  Geschwindigkeit  und  durch  die  Beschleunigung 
bestimmt  ist,  welche  in  einer  endlichen,  dem  betreffenden  Zeit- 

i  punkte  vorangegangenen  Zeitspanne  geherrscht  haben  (vgl.  §  17), 
so    ist   eine  solche   Reihenentwickelung  immer   dann   möglich, 

i  wenn  die  Bewegung  stetig  und  ihre  Geschwindigkeit  kleiner  als 

[die  Lichtgeschwindigkeit  ist.  Je  weiter  man  die  Reihenent- 
wickelung führt,  desto  höhere  zeitliche  Ableitungen  von  U  und 
desto   höhere  Potenzen   dieser  Ableitungen   werden  zu  berück- 

'  sichtigen  sein.  Die  Reihe  wird  um  so  schlechter  konvergieren 
y  mehr  sich  die  Bewegung  einer  unstetigen  und  die  Geschwin- 
digkeit der  Lichtgeschwindigkeit  nähert.  Im  Falle  des  oben 
durchgerechneten  Beispieles  konvergiert  die  Reihe  noch  außer- 
ordentlich gut.  Für  unstetige  Bewegungen  und  für  Bewegungen 
mit  Lichtgeschwindigkeit  oder  gar  Überlichtgeschwindigkeit 
versagt  sie  völlig.  Hier  müssen  andere  Methoden  verwandt 
werden,  wie  sie  von  A.  Sommerfeld^)  und  P.  Hertz ^)  entwickelt 
worden  sind. 


1)  A.  Sommerfeld.   Gott.  Nachr.  (1904)  S.  99,  363.    (1905)  S.  201. 

2)  P.  Hertz.    Physik.  Zeitschr.  4  (1908)  S.  848,  6  (1904)  S.  109.    Math. 
^'-n.  65  (1907)  S.  1. 
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Die  in  den  Ableitungen  von  ti  linearen  Glieder  der  Reihen 
entwickelung  sind  für  den  Fall  der  Raumladung  von  G.  Herglotz  ^)|^ 
allgemein  berechnet  worden.  Es  ergibt  sich  die  Möglichkeit! 
kleiner,  gedämpfter  Eigenschwingungen  des  Elektrons  auch  bei  i 
Abwesenheit  quasielastischer  Kräfte.  Die  Wellenlänge  der  lang- 1 
samsten  Eigenschwingung  ist  von  der  Größenordnung  des  Durch-  i 
messers  des  Elektrons,  so  daß  eine  elektromagnetische  Erklärung  i 
der  Spektrallinien  hieraus  nicht  zu  gewinnen  ist.  1 

Mit  nicht  quasistationären  Bewegungen  des  Lorentzschen  j 
Elektrons  haben  sich  M.  Born^),  W.Behrens  und  E.  Hecke  ^), ; 
sowie  L.  Föppl  und  P.  Daniell*)  beschäftigt.  Doch  handelt  es  i 
sich  hierbei  lediglich  um  translatorische  Bewegungen.  Es  ge-  i 
lingt  nicht  ^),  die  Kinematik  des  Lorentzschen  Elektrons  auf  | 
Rotationsbewegungen  auszudehnen. 

Die  Theorie  eines  deformierbaren  Elektrons  von  beliebiger  | 
Gestalt  haben  G.A. Schott^)  und  A.Signorini')  behandelt.  Ersterer 
drückt  die  innere  Kraft,  letzterer  die  Lagrangesche  Funktion  ala 
Integral  über  alle  möglichen  Paare  von  Stücken  des  Elektrons  aus, 
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Wir  haben  uns  bisher  auf  die  Behandlung  der  translatori- 
schen Bewegung  elektrischer  Systeme  beschränkt.  Und  doch  istj 
die  Theorie  der  umlaufenden  und  rotierenden  Bewegung  derl 
Elektronen  von  Wichtigkeit  für  die  Theorie  des  MagnetismusJ 
Solche  Bewegungen  können  allerdings  unter  Umständen  —  fall»! 
nämlich  die  resultierende  elektrische  Polarisation  der  Molekül»  j 
für  dessen  Feld  maßgebend  ist  —  auf  Grund  der  früheren  Ent4j 

I 

1)  G.  Herglotz.    Gott.  Nachr.  (1913)  S.  357.  | 

2)  M.  Born.    Ann.  d.  Phys.  30  (1913)  S.  1.  | 

3)  W.  Behrens  u.  E.  Hecke.    Gott.  Nachr.  (1912)  S.  849.  t 

4)  L.  Föppl  u.  P.  Daniell.    Gott.  Nachr.  (1913)  S.  519.  | 
6)  P.  Ehrenfest.    Phys.  Zeitschr.  10  (1910)  S.  918.    P.  Herglotz.  Ann.'! 

d.  Phys.  31   (1910)   S.  393.    F.  Noether.    Ann.  d.  Phys.  31   (1910)  S.  91»; j 
T.  Levi-Civita.    Ann.  d.  Phys.  32  (1910)  S.  236.  | 

6)  G.  A.  Schott.  Electromagnetic  radiation  and  the  mechanical  reac-J 
tions  arising  from  it.    Cambridge.    (1912)  S.  235  flf.  ] 

7)  A.  Signorini.    Nuovo  Cimento  (6),  IV  (1912)  S.  257.  ; 
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Wickelungen  behandelt  werden.  Wenn-z.  B.  ein  negatives  Elek- 
tron um  einen  positiven  Kern  umläuft,  so  hat  man  es  mit 
einem  elektrischen  Dipol  von  periodisch  wechselndem  Moment 
zu  tun,  dessen  Feld  und  Strahlung  wir  in  §  9  zu  berechnen 
gelernt  haben.  Wie  dort  das  Moment  |i  des  Dipols  das  Feld 
bestimmte,  so  ist  bei  Systemen  umlaufender 
Elektronen,  oder  auch  rotierender  stetig  ver- 
teilter Ladungen,  in  erster  Linie  der  Vektor 
der  resultierenden  Polarisation  für  das  Feld 
maßgebend,  dessen  Komponenten  durch  die 
Momente  ersten  Grades  der  Ladungen  (Glei- 
chung 135  a)  gegeben  werden.  Verschwinden 
aber  die  Momente  ersten  Grades,  so  hängt  das 
magnetische  Feld  des  Systems  hauptsächlich 
Ton  den  Momenten  zweiten  Grades  ab;  wir  werden  dann  das  System 
ein„Magneton" nennen.  Wir  behandehi  in  diesem  Paragraphen 
das  Feld  in  der  nächsten  Umgebung  des  Magnetons,  und  im  fol- 
genden (§  26)  das  Feld  in  der  Wellenzone,  durch  das  die  Aus- 
strahlung bedingt  ist.  Sodann  werden  wir  in  §  21  die  Kräftepaare 
ermitteln,  welche  ein  gegebenes  äußeres  Feld  auf  das  Magneton 
ausübt,  und  die  Bewegungen,  die  sie  hervorrufen. 

Das  System  bestehe  aus  w  Punktladungen  e^,  deren  algebra- 
sche  Summe  gleich  null  sei: 


Abb.  5. 


(135) 


2'^»=o- 


Es  seien  (Abb.  5)  g^  der  vom  festen  Bezugspunkte  0  nach 
dem  jeweiligen  Orte  Q^  der  Punktladung  e^  gezogene  Fahrstrahl, 
ixj  Vxf  ?x  seine  Komponenten  in  bezug  auf  die  von  0  ausgehen- 
den Achsen  eines  Koordinatensystems.    Dann  soU  stets  gelten: 

n  n  n  n 

(135a)     2' ««««  =  «^«J«  +  \^e,ri,  +  t^  e^  =  0. 


Das  Verschwinden  der  Gesamtladung  (135)  und  der 
Gesamtpolarisation  (135a)  kennzeichnen  das  System  als 
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Magneton.    Durch  Differentiation  von  (135a)  folgt:  j 

n  n  n  n  ,S 

(135b)    2eA=i^«Ä+J^«x'^.+  '^««t=0.  \ 


Da  die  Momente  ersten  Grades  der  Ladungen  verschwinden, 
so  werden  für  das  Feld  hauptsächlich  die  Momente  zweiten 
Grades  in  bezug  auf  0  in  Frage  kommen: 

n  n  n 

(135c)      P,=^6j5,    P,=2e,,ril,    F,  =  '2e,ih 

x  =  l  •/.  =  !  x=l 

n  n  n 

(135d)    D.^^e^nX,  J^^S^'^"^"  ^>-2^'^'''}'- 

x= 1  x=l  x= 1 

Die  letzten  drei  Größen  entsprechen  den,, Trägheitsprodukten"  eines 
Systems  träger  Massen,  während  den  „Trägheitsmomenten^^  in  be- 
zug auf  die  Koordinatenachsen  die  folgenden  Größen  entsprechen: 
(135e)     Q,~P,  +  P„     Q,  =  P,  +  P„     Q,  =  P,  +  P,. 

Die  Größen  Q  und  D  kann  man  passend  als  „Trägheitsmo- 
mente und  Trägheitsprodukte  der  Ladungen"  bezeichnen. 

Wir  verstehen  ferner  (Abb,  5)  unter 
(136)  t^xi  +  yi  +  0t 

den  vom  festen  Bezugspunkt  0  nach  dem  willkürlichen  Auf- 
punkt P  gezogenen  Fahrstrahl,  unter 

(136a)  ^y-^^  +  yA+^x^  I 

den  von  der  Punktladung   Q^  nach  P  gezogenen   Fahrstrahl,  i 
Dieser  letztere  Vektor  ist  dann  1 

(136b)  r^=  t  —  8^,  und  sein  Betrag  | 

(136c)  r,  =y(^^r|-j4.  (y  _  ^ J2  ^  (^  _  y 2.  I 

Die  elektromagnetischen  Potentiale  des  Magnetons  ergeben^ 
sich  durch  Summation  der  Potentiale  der  einzelnen  Punkt-  < 
ladungen  Q^  des  Systems,  auf  Grund  der  Formeln  (63, 64)  des  §  1 1: 

(137)  *=2'!~/7'^!  r/,^-2\'~?''^\\  j 

In  diesen  Formeln  sind  die  Latenszeiten  berücksichtigt,  welche  ^ 
die  Beiträge  der  einzelnen  Punktladungen  Q^  gebrauchen,  um  j 

I 
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bis  zum  Aufpunkt  P  zu  gelangen;  es  kommt  für  die  Potentiale 

in  P  zur  Zeit  t  die  Lage  und  Bewegung  der  einzelnen  Punkt- 

r 
ladungen  Q^  zu  den  Zeiten  t f  in  Betracht. 

Wir  wollen  uns  jedoch  in  diesem  Paragraphen  auf  die  Er- 
mittelung des  Feldes  in  der  Nähe  des  Magnetons  beschränken, 

und  dabei  voraussetzen,  daß  während  der  Latenszeit  --  der  be- 

c 

treffende  Fahrstrahl  t^  und  die  Geschwindigkeit  ö^  der  Punkt- 
ladung nur  geringe  relative  Änderungen  erfahren  sollen,  d.  h.  daß 
sein  soll:  r 

|bIt«I»«I- 

Die  erste  Bedingung  bringt  es  mit  sich,  daß  die  Geschwindig- 
keit der  Umlaufsbewegung  klein  gegen  die  Lichtgeschwindigkeit 
sein  muß.  Unter  diesen  Voraussetzungen  vereinfachen  sich  die 
Ausdrücke  (137)  der  elektromagnetischen  Potentiale  zu 


I7a)  *=2'^'     «=2 
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^H)ei  Lage  und  Geschwindigkeit  der  Punktladungen  zur  Zeit  t 
^ffRechnung  zu  ziehen  sind. 

Die  Vernachlässigung  der  Latenszeit  ist  nur  für  solche 
I  Aufpunkte  erlaubt,  deren  Abstand  vom  Magneton  klein  gegen 
'  •'  Wellenlänge  der  entsandten  Wellen  ist.  Andererseits  mag 
r  Abstand  OP  =  r  so  groß  gegen  die  Abmessungen  des 
Magnetons,  d.  h.  gegen  die  Abstände  0Q^=  s^  sein,  daß  in  der 
Entwickelung  der  Ausdrücke  (137  a)  nach  Potenzen  von  -  die 
Glieder  zweiten  Grades  zu  streichen  sind;  dann  ist,  nach  (136  c): 

oder,  wenn  man  die  Ableitungen  nach  den  Koordinaten  J^,  ?y^,  f^ 
der  QueUpunkte  durch  den  Aufpunktgradienten  (Bd.I,  §  15)  ersetzt: 

(137  b)  ;^=:-(*.v„-j). 

Abraham,  Theorie  der  Elektrizität.   II.  4.  AuS.  14- 
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Führt  man  dies  in  (137  a)  ein,  so  verschwindet  gemäß  (135) 
und  (135  a,  b)  das  skalare  Potential,  während  das  Vektorpoten- 
tial wird:  „ 

(1370)  «  =  -'2'^'''- («"^4)- 

x  =  l 

Aus  ihm  leitet  sich,  vermöge 
(137  d)  §  =  curl5l 

das  magnetische  Feld  des  Magnetons  ab,  in  Abständen,  welch« 
groß  gegen  dessen  Abmessungen,  aber  klein  gegen  die  der  um 
laufsfrequenz  entsprechende  Wellenlänge  sind. 

Wir  woUen  mit  dem  Ausdruck  (137  c)  eine  Umformung  vor« 
nehmen,  ausgehend  von  dem  Umstände,  daß  die  Geschwindig- 
keit tiy  der  Punktladung  Q^  nichts  anderes  ist,  als  die  zeitliche 
Ableitung  des  Fahr  Strahles  ^.y,=  OQ./^  hieraus  folgt  das  Bestehen 
der  Identität 

die  man,  gemäß  Bd.  I,  Regel  ö  der  FormelzusammensteUung  auch 
schreiben  kann 

Setzt  man  nun  « 

(137  e)  ^-L2  [^«««»J'         ^°  «'•gi^*  (137c) 


X  =  l 


(137f)     n^-[r„V^l]-I.J^^eJ^{K.V.^)- 

x=l 

Wir  woUen  nun  annehmen,  daß  das  Elektronensystem  ent- 
weder wie  ein  starres  System  rotiert,  oder  daß  doch  nach 
einem  Umlauf  aUe  Elektronen  des  Systems  in  ihre  Anfangs- 
lagen zurückkehren.  Dann  fäUt  bei  der  Mittelwertsbildung  über 
die  Zeit  eines  Umlaufs  das  zweite  Glied  fort,  und  es  wird  der 
Mittelwert  des  Vektorpotentiales 

(138)  i  =  _[äV„|]. 
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Er  entspricht,  wie  der  Vergleich  mit  Gl.  (174  a)  in  Bd.  I, 
§  57  lehrt,  ganz  dem  Vektorpotential  eines  magnetisierten 
Teilchens,  vom  Gesamtmoment  m;  was  den  zeitlichen  Mit- 
telwert des  Vektorpotentiales  und  somit  den  der  mag- 
netischen Feldstärke  anbelangt,  ist  demnach  das  Mag- 
neton  einem  magnetischen  Dipol  äquivalent,  dessen 
Moment  durch  den  zeitlichen  Mittelwert  von  (137e) 
gegeben  wird. 

Wir  woUen  den  Ausdruck  des  mittleren  Momentes  genauer 
erörtern:  „ 

(138a)  m  =  ^iii„         m,  =  |i^[8,lij- 

Es   ist  die  Vektorsumme   der  mittleren  Momente,  welche  von 
den  einzelnen  umlaufenden  Elektronen  herrühren.    Dabei  geht 
in  den  Ausdruck  von  m^  das  halbe  äußere  Produkt  aus  dem 
Fahrstrahl  i&^,  der  von   0  nach  der  Punktladung  Q^  gezogen 
1^^  und  aus   deren  Geschwindigkeit  ö^  ein-,  dies  ist,  wie  man 
^^Hi  der  Mechanik  weiß,  die  Flächengeschwindigkeit  der  Punkt- 
^^Hung.    Der  Mittelwert  m^  ist  also  dem  Betrage  nach  propor- 
I^Hnal  dem  Flächeninhalt  der  während  eines  Umlaufs  von  Q^ 
Wmfahrenen  Fläche  f^j  geteilt  durch   die  Umlaufszeit  t^;  nach 
Richtung  und   Sinn  ist  er  durch  einen  zu  jener  Fläche  senk- 
rechten Einheitsvektor  n^  bestimmt 

138  b)  ^,  =  11  '^^' 


XI  X 


Rotiert  insbesondere  das  Magneton  wie  ein  starrer  Körper, 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  u,  so  ist  (vgl.  Bd.  I,  §  5)  die 
Geschwindigkeit  der  Punktladungen  Q^ 

^x  =  b^^x]?  ^^^  daher 

»  n 

"»  =  ^C   2  *'  [*«  t"*''^]  =  ^C  ^  *x    !  "«'   -  »»   (»«.)  1   '    "«l«'- 
x  =  l  x  =  l 

n 

"  ^8^=)  »•  =  2c  ^  «» f  »  («  +  >!'  +  S«)  -  ««  (".«.  +  %%  +  U.Q  ] . 

X  =  l 

14* 
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«I 

Wird  z.  B.  die  Drehachse  des  Magnetons  in  die  <?  Achse 
gelegt,  so  drückt  sich,  nach  (135  c,  d,  e),  ttt  folgendermaßen 
durch  die  Trägheitsmomente  und  Trägheitsprodukte  der  La-, 
düngen  aus 

(139)  m  =  fj-D,l-AJ  +  %l}- 

Artet  das  Tragheitsellipsoid  der  Ladungen  in  eine  Kugel 
aus,  so  sind,  bei  beliebiger  Wahl  der  Koordinatenachsen,  die 
Trägheitsprodukte  gleich  null;  dann  wird  der  Vektor  m  stets, 
der  Drehachse  parallel,  und  es  gilt  für  beliebige  Richtung  der- 
selben, wenn  Q  das  Trägheitsmoment  der  Ladungen  bezeichnet 

(139a)  m=Q    {y 

Die  Beziehung  (138  c)  zwischen  u  und  m  entspricht  der- 
jenigen, welche  in  der  Mechanik  starrer  Körper  zwischen  Dreh- 
geschwindigkeit und  Impulsmoment  besteht.  Diese  beiden  Vek- 
toren sind  dann  und  nur  dann  einander  paraUel,  wenn  sie  in 
eine  der  Hauptachsen  des  TrägheitseUipsoides  fallen.  Ist  z.  B." 
das  Tragheitsellipsoid  des  Magnetons  symmetrisch  in  bezug  auf 
eine  Achse,  und  rotiert  das  Magneton  um  diese  seine  Figuren- 
achse, so  gilt  die  Beziehung  (139  a)  ebenfalls,  indem  Q  das  Träg- 
heitsmoment in  bezug  auf  die  Figurenachse  bezeichnet.  Werden, 
im  allgemeinen  Falle,  die  (^,  rj,  J)- Achsen  in  die  Hauptträgheits- 
achsen gelegt,  so  verschwinden  die  drei  Trägheitsprodukte,  und 
(138  c)  ergibt  für  die  Komponente  von  m 

(139b)     m^^~  öi«|;         «i^  =  2^^  Ö2U,,        «i?=  i^  ft".- 

Falls  nicht  gerade  der  Vektor  u  in  eine  der  Hauptträgheits- 
achsen fällt,  sind  die  Vektoren  m  und  u  nicht  parallel  gerichtet. 
Bei  der  Rotation  ändert  dann  der  Vektor  m  seine  Richtung 
während  eines  Umlaufs.  Doch  kommt,  wie  oben  dargetan  wurde, 
für  das  mittlere  magnetische  Feld  des  Magnetons  nur  der  über 
einen  Umlauf  erstreckte  Mittelwert  von  m  in  Frage.  Dieser  be- 
stimmt sich  aus  dem  Mittelwerte  aller  während  eines  ganz 
Umlaufs  stattfindenden  Ladungs Verteilungen,  und  diese  mittlere 
LadungsverteiluDg  ist  selbstverständlich  symmetrisch  zur  Dreh- 
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achse.  Das  Trägheitsellipsoid  der  mittleren  Ladungs Verteilung 
ist  demnach  symmetrisch  zur  Drehachse;  es  verschwinden  also 
in  (139)  die  Mittelwerte  der  Trägheitsprodukte  Dj,  Dg,  und  man 
erhält,  wie  in  (139  a) 

(139c)  ^  =  Q    Ic' 

WO  Q  das  Trägheitsmoment  der  Ladungen  in  hezug  auf  die 
Drehachse  ist. 

Aus  dem  mittleren  Momente  m  folgt  nach  (138)  der  Mittel- 
wert des  Vektorpotentiales  für  ein  starr  rotierendes  Magneton 

.(140)  «  =  _-^[uv4]. 

seine  Komponenten  sind,  wenn  die  Drehachse  wieder  als  z-Achee 

gewählt  wird 

rUOa)    %^  =  -Q^J-„        %^Q{^^„        «.^0. 

Aus   dem  mittleren  Vektorpotential   erhält  man  das  mitt- 
•e  magnetische  Feld  in  der  Nähe  des  Magnetons;  seine 
iponenten  sind 

A   —  _  ^  —  O  ^    ^^^  Ä        ^??  =  ü  ~  ?^ 

^'~         dz         ^  2c'    r^  '  ^y^    dz         ^  2c    r" 

mittlere  magnetische  Feld  ist  symmetrisch  zur  Drehachse 
/des  Magnetons;  die  Kraftlinien  liegen  in  Ebenen  durch  die 
^■bhachse  (<&- Achse) ;  das  mittlere  Feld  ist  eben  einem  der  Dreh- 
Trehse  parallelen  Dipol,  vom  Moment  m,  äquivalent. 

Diese  Äquivalenz  bezieht  sich  selbstverständlich  nur  auf 
den  Mittelwert  von  §,  nicht  auf  den  Augenblicks  wert;  für  den 
letzteren  kommt  auch  das  zweite  Glied  in  (137  f)  in  Betracht. 
Besser  berechnet  man  das  Vektorpotential  dieses  Feldes  aus 
(137  c);  setzt  man,  entsprechend  einer  Rotation  um  die  ^r- Achse 
Ö^  =  m{  —  i^x  +  i^x}?  ö^  erhält  man 

/   ai        ai       ai\ 
(141)  «  =  -  ^  2'«.(- 1,.  +  n.){i.  -i.  +  ^'  fv  +  S-  iih 


:b) 


X=l 


I 


•f 
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und  somit,  nach  (135  c,  d) 


(141a) 


K- 

u 
c 

(. 

'  ax  +  •^»  dy 

ai' 

l 

%  = 

— 

-:( 

'     ai 
P^  al  +  ^« 

ai 
a;  +  A 

dz 

) 


5t,  =  0. 


Bei  der  Mittelwertsbildung  über  einen  Umlauf  verschwin-J 
den  die  Trägbeitsprodukte  i)i,  B^j  Dg,  während  Pj  und  Pg  gleich  | 
^  Q  werden;  dann  geht  (141a)  in  (140a)  über.   Das  aus  (141  a)| 
abzuleitende  Feld  §  ist  im  aUgeraeinen  nicht  symmetrisch  zur| 
Drehachse.  Demgemäß  verändert  sich  das  magnetische  Feld  an'^ 
einem  festen  Aufpunkt  mit  der  Zeit.  Diese  periodische  Störung 
gibt  zur  Ausbildung  elektromagnetischer  WeUen  Veranlassung,! 
welche,  in  den  Raum  hinaus  fortscheidend,  dem  Magneton  Energie 
entziehen;  von  ihnen  soU  im  nächsten  Paragraphen  die  Rede  sein.; 

§  26.  Ausstrahlung  des  rotierenden  Magnetons. 

In  diesem  Paragraphen  soU  das  Feld  des  Magnetons  in  der 
Wellenzone  behandelt  werden.  Dabei  wollen  wir  lediglich  den 
Fall  ins  Auge  fassen,  daß  das  Magneton  als  Ganzes,  wie  ein 
starrer  Körper,  rotiert.  Die  ;ef- Achse  legen  wir  wieder  in  die; 
Drehachse;  wir  bestimmen  den  Ort  Q^  der  Punktladung  e^  durch 
Polarkoordinaten  (Abb.  5,  S.  199)  ?j 

s>cy  -^x,  w^  -f  9^^;  I 

dann  schreibt  sich  der  Fahr  strahl  8^,  der  vom  festen  Ursprung   j 
0  nach  Q^  gezogen  ist  i 

(142)   8^— s^{i sin -ö-x cos (w^ +  9? J+i sin '9'xSin(M^-f9'x) H-tcos-O-x); 
seine  Ableitung  nach  der  Zeit^ergibt  die  Geschwindigkeit  von  Q^  j 
(142a)     ü^  ==  s^u  sin-O-^  { —  i  sin  {ut  -{■  fp^  -\-  \  cos  {ut  -f-  ^J ) .        j 

Andererseits  hat  man,  wenn  r,  -O",  (p  die  Polarkoordinaten  des   \ 
Aufpunktes  P  sind,  für  den  Fahrstrahl  OF  \ 

(142  b)      t  =  rfisin-Ö^cos^)  +  isin-O-singp  +  fcos-O-).  j 

\ 
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Für  die  skalaren- Produkte  von  r  und  g^  bezw.  üx  folgen  die  Aus- 
drücke 
(142  c)     (rSx)  ==  rSi(  { sin  O-  sinO-x  cos(w^  +  9x  —  9)  +  cos  0*  cos  O-^) } 

(142  d)       (r  öj  =  —  rsxwsin  -O"  sin  #x  sin  (ut  +  9)^  —  qp). 

Es  mögen  jetzt^  auf  Grund  von  (137),  die  elektromagnetischen 
Potentiale  in  der  Wellenzone  berechnet  werden.  In  ihrem  Nen- 
ner steht  der  Ausdruck 

(142e)  n(l-  '^'^-n-ICr«»«) 

wobei  tx  und  r^  durch  (136  b,  c)  bestimmt  sind.  Nun  kommen 
aber  in  der  Wellenzone  nur  solche  Größen  in  Betracht,  die  wie 
r~^  abnehmen;  Glieder  von  der  Ordnung  r~^Sy,  sind  dagegen  zu 
vernachlässigen.  Demgemäß  ist  in  (142 e)  r^  durch  r,  (Vy.tiy) 
durch  (röx)  zu  ersetzen,  so  daß  folgt 


"3 


Es  ist  jedoch  wohl  zu  beachten,  daß  die  Latenszeit  für  die 
chiedenen  Punktladungen  Q^  eine  verschiedene  ist.    Wir  er- 
ten  eine  genügende  Annäherung,  wenn  wir  setzen 

3  a)  Tx  =  r (tSx),  und  somit 


(I43b)  ^_^  =  ^_'* 


(143  c)  Tx  = 


c 

(t8J 


-f  Tx,  WO 


für  die  verschiedenen  Punktladungen  verschiedene  Werte  an- 
nimmt; dies  kommt  in  Betracht,  insofern  als  in  die  trigono- 
metrischen Funktionen  in  (142  a,  c,d)  statt  ^  jetzt  die  Emissions- 
zeit (143  b)  einzusetzen  ist.   Jene  Gleichungen  ergeben  dann 

(143d)    { ü^ )       r^  =  s^u sin -^^ { —  i  sin  (ut  —  ^-i-  ut^  -\-  qp J 

c 

-f  i  co8(m^  —  ^  +  uty  -hg?x)}; 
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(1 43 e)  Tx=—  {  sinO-sin'^;fCos  (ut \- uxy,-\-  gPx—  9)  +  cosO-cosO-x  [ , 

(143 f)  {rö^}      r^  =^—rs.^UBmxf-9>md'yB>m{ut — ^^  +  wt^  +  ^Jx  — 9^). 

c 

Damit  werden  die  elektromagnetisclien  Potentiale  (143) 

n 


(144) 


e.. 


x  =  i  1  -] Bin -O"  Sin -ö"^  8m(M< +  **''^x~r  *3Px —  9') 

c  c 


-tBin(w* ^+«*r^+qp^)+jcos(w« --+wr^     , 

»  =  —     > ^ ^ 

'tc^LJ  ^    ,    Sxt*    •«.•«../.        UT   .  .  .9 

,( =  1  1  -j sm  *  sm  -Ö-jj  sin  (wt f-  i^r^^  +  ^'x ~  "^P)     9 

c  c  ^^ 

In  §  25  haben  wir  das  Magneton  dadurch  gekennzeichnet, 
daß  die  Gesamtladung  (135)  und  die  Gesamtpolarisation  (135  a) 
gleich  nuU  sind;  letztere  Bedingung  drückt  sich  in  Polarkoordi- 
naten, nach  (142),  folgendermaßen  aus 

n  n  n 

y^  Cx  5x  sin  ^x  sin  9?x  ==  0,  ^  e^  s^  sin  d'^  cos  qpx = 0,  ^  e^  Sx  cos  d'^  =  0. 

x  =  l  >c  =  l"  x  =  l 

Das  Verschwinden  der  Gesamtladung  und  Gesamtpolarisation 
bringt  es  mit  sich,  daß  in  der  Entwickelung  der  elektromagne- 
tischen Potentiale  (144)  nach  Potenzen  von  ^^  die  Glieder 
nuUten  und  ersten  Grades  fortfallen,  die  sonst  den  Ausschlag 
geben  würden.  Dann  werden  für  das  Feld  die  Glieder  zweiten 
Grades  maßgebend,  die  wir  jetzt  berechnen  woUen;  dabei  ist 
zu  berücksichtigen,  daß,  nach  (143 e),  wTx  vom  ersten  Grade 
ist.  Es  treten  dann  unter  dem  Summenzeichen  des  Ausdrucks 
(144)  von  ^  die  Glieder  zweiten  Grades  auf 

■UT^^s^-  smd'smd'^coslut \- (p ^- cp \ -^  ^  sm^d^sm^d^^Bin^ {ut +9>x~9^J 

= — ^y  {sin^'9'sin^'9'^cos2fw^-"— +9^--qpj+sinO'CosO-sinO'^cosO'^cos(M^-— +9^ 

und  unter  dem  Summenzeichen  des  Ausdrucks  von  51: 

—  uT^sji  sin  d'^  I  i  cos  (ut  —  —  4-  (p^)  +  j|  sin  (ut  —  —  +  9), 

'—-  sin'9'sm''9'^sm(Mr \-(p^—<pjl—iam\ut \-^j+loo8lut 
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'sin  d-  sin*  O-^  { i  cos  (2ut ~  +  29?^—  g))  +  }  sin  (2ut ^  +  2  9?^  —  9) } 

^^ cos -0- sin d-^ cos d-li  cos  (ut  —  —  +  (pj  +  \  Bm(ut  —^  -\-  cpj  } • 

Die   Größe,   nach  deren  Potenzen   wir  entwickeln,  — -,  ist 

von  der  Ordnung  des  Quotienten  aus  Umfangsgescliwindigkeit 
des  Magnetons  und  Lichtgeschwindigkeit.  Vernachlässigen  wir 
in  den  Entwickelungen  der  Potentiale  dritte  Potenzen  dieser 
Größe,  so  wird 

n 

(144a)  ^  =  -  ^^  sin»^  ^^x^x  sin'  ^^  cos  2  (w ^ -  -^  +  9,  -  (p) 

x  =  l 

n 

^  sin  -^  cos  -O-  ^e^  sl  sin  0-^  cos -O-^cos  (ut--^-{-  (p—  (p\ 

x  =  l 

n 

(144b)  «^=- i ^ sin ^^e^sl sin^ ^^cos  (2ut -^-^^2(p-^) 

x  =  l 

n 

^  COS  '9-  >^6  5^  sin  ^  cos  -Ö*  cos  ( w^ h  9^ )  > 

x  =  l 

n 

(144c)«(y  =  -  7  ^  sin'^^6,5jsin2^^sin(2M^-^  +  2g),-9') 

«  =  i 

^  cos  -O" 2/  ^x^^si^  -ö-^cos  -O-^sin  [ut ^)\ 


x  =  l 


(I44d)  «,=  0. 

Rechnen  wir  die  Komponenten  von  31  auf  Polarkoordinaten 
um,  gemäß  den  Formeln 

Ä^  =  Ä^sin  %  cos  9  +  ÄySin  -O-  sin  9  +  Ä,cos  -9-, 

ll^=  A3. cos  -9"  cos  g?  +  ÄyCOs  -9"  sin  <p  —  Ä^sin  ^, 

11=  Ä  COS9)  —  Ä^sinqp,  so  erhalten  wir 


'I 
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n 

(144e)  %=--  ^'{sin^*^'' e,4sm^*«cos2  [ut-""-^  +ip-  y)| 

X  =  l 

n 

4- sin -ö"  COS -O"  2^e^s5  sin-a-^  cosO'^  cos/ w^— — -f- g?^— 9?  j| 

x=l 

w 

(144f)  %^ ^^{siiiO'Cos#2'^*^5^^^''^a:^os^(^^-T"^^'^~^) 

n 

+  coB^d-^^CySl ^ui%-y  cos-^-x  cosfw^ h  9>x  —  9> }) 

n  =  l 

n 

(144g)  %^^-.^'L\^^ir^^^ejl  sin^^,  sin 2  (wj5~^  +  qp^-(p) 


+  Q,OB%-^^exSl^m^,(  cos  -O-j^sin  (^*^ l~9x~9')  1 

Wie  man  sieht,  treten  in  den  Potentialen  je  zwei  Glieder  auf, 
von  denen  das  eine  die  doppelte,  das  andere  die  einfache  üm- 
drehungsfrequenz  des  Magnetons  besitzt.  Die  auf  Polarkoordi- 
naten bezogenen  Komponenten  der  elektrischen  Feldstärke 

g  =  _  V  a»  -  ^  I? 

c  dt 

werden  nun  g=_|^^_i^, 

^  dr         c    dt  ^ 

^^  rd&         c    dt    ' 

^ 1         d^  1    ggy 

>  rein»  dtp        c     dt    ' 

Aus  (144  a,  e,  f,  g)  erhalten  wir,  wenn  wir  die  mit  r"^  be- 
hafteten Glieder  streichen: 

(145)  e,=o, 

n 

(145a)  @^  = -j  I  sin  ^cos  d-  ^  2e  sl  sin^  -d*«  sin  2  (w^  —  —  +  9>x  —Ji 

x=l 

n 

4-cos^'9'^exSxSinO';fCOS'9'xsin(M^ h  ^m  — 9>)  L 
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n 

(145b)  @^=i^-3  {sin#^2e,s;sin2<^,cos2  (ut-'^-^cp.-  tp) 


x  =  l 
n 


+  COS  d"  ^e-xsl  sin  d--^  cos  d'x  cos  (ut—  —  +  cp^—  (p]j. 

x  =  l 

Es  ist  also  der  elektrische  Vektor  senkrecht  zum  Fahrstrahl 
OP  gerichtet,  wie  es  der  Trans versalität  der  Wellen  entspricht. 
Das  gleiche  gilt  von  dem  magnetischen  Vektor;  man  kann  sich 
hiervon  überzeugen^  wenn  man  die  Komponenten  von 

§  =  curl  8( 

berechnet.  Man  findet  dann,  daß,  wie  stets  in  der  WeUenfront, 
§  dem  Betrage  nach  gleich  (i,  der  Richtung  nach  senkrecht  zu 
(B  ist;  es  gilt  nämlich 

(145c)  ß..=  -%,  §,=  e^- 

Man  kann  übrigens  die  in  (145  a,  b)  auftretenden  Summen 
I  durch  die  Momente  zweiten  Grades  (135  c,  d)  der  Ladungen 
t  ausdrücken.     Die  Koordinaten    von   Q^   zur  Zeit   t sind^ 

r(142) 
Ix  =  Sxsin  O-xCos  (w^  —  ^  +  g?x), 
^x  =  5x  sin  'O'^.sin  yut  —  ^^  +  9?x)  ; 
Ux  =  Sx  cos  d^x.  Man  erhält  daher 

n  n 

;i46a)  P -P2=^e,(|J-7??)=2'^,sEsin^^xCos2(M^-"'*  +9^,), 

X  =  1  X  =  1 

n  n 

146b)     2Z)3=^2e,L^x  =^e.sUm'd',  sm2(ut-  "f^  g),); 

x=l  x=l 

n  n 

146  c)  Dl  =^^Cxi?x?x  =^^exsl  sin  -^x  cos  -a-^  sin  (w^  —  ^  -f  gPx), 

x=l  x=l 

n  n 

146  d)  2),  =-  ^gx^xlx  =-^exSE  sin  d'^  cos  -a-x  cos  (w<  —  ^^  +  gjxl- 
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Demnacli  werden  die  Komponenten  (125  a,  b,)  von 

'  2  sin*  cos ^(2D3  cos2y -(P1-P2)  sm2y)R 


(147) 


r  c-^ 


-\-  cos^  '^■(Di  cos  (p  —  D2  sin  qp) } , 

j  ~  [2  smd'(2D,  sin2qp  +  (A  -  Pg)  cos 2^) 

+  cos '^'(Di  sin  9? -|- Dg  cos  qp) } . 


Die  Feldstärken  des  Magnetons  in  der  Wellenzone 
hängen  also  im  wesentlichen  von  denMomenten  zweite 
Grades  der  Ladungen  ab;  und  zwar  kommen  für  das  Fei 
zur  Zeit  t  die  auf  räumlich  feste  Achsen  bezogenen  Momente  zur 

Zeit  t in  Betracht.    Allerdings  geben  diese  Ausdrücke  nur 

dann  eine  befriedigende  Annäherung,  wenn  der  Quotient  aus 
Umfangsgeschwindigkeit  des  Magnetons  und  Lichtgeschwindig- 
keit hinreichend  klein  ist,  um  die  folgenden  Potenzen  dieses 
Quotienten  vernachlässigen  zu  können. 

Der  Strahl  Vektor   ist    in   der  WeUenzone  radial  gerichtet; 
sein  Betrag  ist,  nach  (145  c),  gleich 

(147 a)      ®,  =  ^  (S^§,  -  %§;)  =^{^l  +  %)■ 

Somit  ist  die  Gesamtstrahlung,  die  in  der  Sekunde  durch  eine 
Kugel  vom  Radius  r  tritt: 

jt  27t  jt  in 

(147b)    S^  fdd' sin^  fdcpr'^^^=^^  Cd^Bin&  I  d(pr'^{(Bl  +  (Bl} 

00  00 

Hier  sind  die  Ausdrücke  (147)  der  elektrischen  Komponenten 
einzusetzen,  und  es  ist  zu  beachten,  daß  bei  der  Integration  nach 
(f  von  0  bis  23r  die  Produkte  von  je  zwei  verschiedenen  der 
Funktion  en  cos  g? ,     sin  qp ,     cos  2  9p ,     sin  2  qp , 


fortfallen,  während  ihre  Quadrate  7t  als  Integral  ergeben.    Dann  ! 
ergibt  sich 

(147  c)  ^  =  -^,fd&  sin^{  4  sin2^(l  +  cos^^)  (4 JD^  +  (P,  -  P,)«)  | 


+  coB^ d-{l-\-  cos^ d-) (Dl  +  Dl)]. 


26  Ausstrahlung  des  rotierenden  Magnetons  213 

Die  hier  auftretenden  Integrale  berechnen  sich,  mit  Hilfe  der 
Substitution  A  =  —  cos '9': 

n  -l 

fd%^  sinO-  sin2-a-(l  +  cos^-a«)  =pA(l  -  X^)  =  f , 

0  +1 

7t  +1 

fd^  sin -9  008^^(1  -f  cos^^)  =fdn\l  -h  X^)  =  }-«. 

0  -1 

So  folgt  schließlich  als  Wert  der  Gesamtstrahlung,  welche 
das  rotierende  Magneton  in  der  Sekunde  aussendet: 

(148)      S  =  J  {I  (4i)|  +  (P.  -  P,?)  +  ~  (D?  +  DI) } • 

Sie  hängt  von  den  Trägheitsmomenten  und  Trägheitsprodukten 
der  Ladungen  ab  und  ist  der  sechsten  Potenz  der  Winkel- 
geschwindigkeit proportional. 

Fällt  insbesondere  die  Drehachse  (die  stets  als  5^- Achse  ge- 
wählt wurde)  mit  einer  Hauptachse  der  Trägheitsfiäche  der 
Ladungen  zusammen,  so  verschwinden  bei  geeigneter  Wahl  der 
beiden  anderen  Koordinaten  die  Trägheitsprodukte  und  es  wird 

(148  a)  S  =  ?5(P.-A)l 

Wenn  z.  B.  die  negative  Ladung  —  e  gleichförmig  über  ein 
dreiachsiges  Ellipsoid  verteilt  ist,  die  positive  -j-  e  dagegen 
in  dessen  Mittelpunkt  ruht,  so  gilt 

WO  a,  h  die  beiden  zur  Drehachse  senkrechten  Halbachsen  des 
lEllipsoides  sind.  Es  wird  also  die  Strahlung^) 

X148b)  S  =  J-«!,.(„._6y. 

Hat  die  Trägheitsfläche  des  Magnetons  Rotationssymraetrie, 
so  ist,  nach  (148  a),  die  Strahlung  bei  Drehung  um  die  Figuren- 
achse gleich  null,  da  Pj  =»  Pg  wird.   Schließt  dagegen  die  Dreh- 


1)  R.  Gans,  Gott.  Nachr.  (1910)  S.  223,  erhält  Werte  für  die  Strah- 
lung des  Ellipsoids  bzw.  der  Stange,  in  denen  nur  der  Zahlenfaktor  zu 
berichtigen  ist,  um  sie  mit  (148  b,  e)  in  Übereinstimmung  zu  bringen. 
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achse  mit  der  Figurenachse  den  Winkel  d  ein,  so  ergibt  eine 
leichte  Unireclinung 

(148c)    S^^^  (Q,  -  Q,r  sin^d  (sin^d  -f  i  cos^d); 

dabei  sind  Q^  und  Q^  =  Q^  die  Trägheitsmomente  der  Ladungen 
in  bezug  auf  die  Figurenachse  und  in  bezug  auf  Achsen  senk- 
recht zu  jener;  z.  B.  ist,  für  eine  dünne  Stange  von  der  La- 
dung e  und  der  Länge  l 

öl  =  Ö2  =  12  ^         ös  =  0,  und  es  folgt 

(148 d)  S  =  iö^  ^'^*  ^'^'  ^  (^^^'  ^  +  1  ^^^'  ^) 

für  die  sekundliche  Strahlung,  wenn  die  Drehachse  den  Winkel  d 

mit  der  Stange  einschließt.  Für  ^  =  -^  wird 

(148e)  S  =  ^^~^--  f 

Wenn  nicht  die  Ladungsverteilung  selbst,  sondern  nur  ihrd| 
Trägheitsfläche  symmetrisch  zur  Figurenachse  ist,  so  wird  trot^ 
des  Verschwindens  von  (148  a)  eine  kleine  Strahlung  auftreten) 
müssen;    dieselbe    rührt    her    von   den   höheren,    hier  vernach-j 
lässigten  Gliedern  der  Feldstärken.  Ist  die  Umfangsgeschwindig- 
keit des  Magnet ons  von  der  Ordnung  der  Lichtgeschwindigkeit^ 
so    ist    diese  Vernachlässigung  nicht  mehr  zulässig,    weil  die 
höheren  Glieder  beträchtliche  Werte  annehmen. 

§  27.  Einwirkung  eines  äußeren  Feldes  auf  die  Magnetonen. 

Bereits  in  §  17  haben  wir  die  Kräftepaare  ermittelt,  welche 
auf  rotierende  Ladungen  in  einem  räumlich  und  zeitlich  kon-^ 
stauten  elektrischen  oder  magnetischen  Felde  wirken.  Wir 
woUen  jetzt  den  aDgemeinen  FaU  eines  räumlich  und  zeitlich 
veränderlichen  elektromagnetischen  Feldes  behandeln.  Wir  gehen 
aus  von  dem  Ausdrucke  für  das  resultierende  Drehmoment  in 
bezug  auf  den  festen  Bezugspunkt  0  (vgl.  Abb.  5  in  §  25): 

n 

(149)  SB«  =^e«  [««,  e«  +  I IK^']]  ■ 
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f\ 

*'  Für  die  Feldstärken  des  äußeren  Feldes,  welche  wir  als  stetig 
ii  yoraussetzen,  werden  Reihenent Wickelungen  gelten: 
|]  (149a)  ©«  =  es  +  {(8xV)  d'^lo  +  •  •  •, 

i](149b)  r  =  ^S4-{(S.V)§«}o  +  ---, 

ll  in  denen  der  Index  sich  .auf  den  Bezugspunkt  0  bezieht.    Wir 
I  setzen 
(l  (150)  91«  =  ^«  -f  91- 

!i  indem  wir  unter  91^  und  91"*  die  resultierenden  Drehmomente  des 
*j  äußeren  elektrischen  und  magnetischen  Feldes  verstehen. 
i  Bei  der  Auswertung  der  elektrischen  Drehkraft  91^  ist 
i  die  Bedingung  (135  a)  zu  berücksichtigen,  welche  das  Verschwin- 
\  den  der  elektrischen  Polarisation  ausdrückt;  ihr  gemäß  liefert 
:  das  erste  konstante  Glied  der  Reihe  (149  a)  keinen  Beitrag  zur 
Drehkraft.  Das  erste  in  Betracht  kommende  Glied 


(150a)  ^^=^e.[g.,(0.V)@«] 


hängt  von  den  Momenten  zweiten  Grades'(135c,  d)  der  Ladungen 
ab.   Wir  werden,  ähnlich  wie  in  den  beiden  letzten  Paragraphen, 

K glich  dieses  Glied  berücksichtigen,  hingegen  die  folgenden, 
den  Momenten  höheren  Grades  der  Ladungen  abhängigen, 
jder  streichen.  Dann  ist  die  elektrische  Drehkraft  durch  die 
Ableitungen  erster  Ordnung  der  Komponenten  von  ^^  nach  den 
Koordinaten  bestimmt;  natürlich  handelt  es  sich  um  die  Werte, 
^\  eiche  diese  Ableitungen  im  Bezugspunkt  0  annehmen;  doch 
haben  wir  den  Index,  der  dies  anzeigt,  fortgelassen. 

Bei  der  Berechnung  der  magnetischen  Drehkraft  werden 
wir  ebenfalls  nur  diejenigen  Glieder  zu  berücksichtigen  haben, 
welche  von  den  Momenten  zweiten  Grades  des  Magnetons  ab- 
hängen. Da  aber  die  Geschwindigkeit  der  Punktladungen  Qx  des 
rotierenden  Magnetons  tiy.  =  [u8x] 

vom  ersten  Grade  in  Sx  ist,  so  kommt  nur  das  erste  konstante 
Glied  der  Reihe  (149  b)  in  Frage,  und  es  wird 


(150b)  iR'"='^^«[8-<[l»x§"]], 
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WO  §"  die  äußere  magnetische  Feldstärke  im  Bezugspunkt  0  an- 
gibt. Da  bx  senkrecht  zu  g^  weist,  kann  man  auch  schreiben 

n 

«"•=  7^6,6,  (8,r)  oder 

Jf  =  l 

(150c)  ^l-^^Cud], 

wo  ^  zur  Abkürzung  für  den  folgenden  Vektor  gesetzt  ist 

n 

(150d)  ^-^eXiK^^)- 

x  =  l 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  in  die  Ausdrücke,  welche  aus 
(150a,  c,  d)  für  die  Komponenten  der  elektrischen  und  magne- 
tischen Drehkraft  folgen,  die  Größen  (135  c,  d)  einzuführen.  Es 
ergibt  sich,  für  die  erste  Komponente  von  91^ 

aye       S7       f      /t    ^^.^    .         ^®^' j    ^^^'\ 


x  =  l 


und  für  die  beiden  anderen  Komponenten 

riöOf^    W-D^^+D^^^P^-^-P^-^^-D^-^-D'^ 

(loutj    my-u^  ^^  +n^  ^y  +i-3  ^^     i:-!  ^^    i^3  ^^     i^3  ^^  , 

Andererseits  werden  die  Komponenten  des  Vektors  6-,  der 
nach  (150c)  die  magnetische  Drehkraft  bestimmt,  gemäß  (150 d): 

(15011)  6,  =  D,§i  +  PSy  +  A§?,  I 

Wir  behandeln  zunächst  den  einfachsten  Fall,  wo  das  Träg- 
heitsellipsoid  der  Ladungen  in  eine  Kugel  ausartet.    Hier  ver- 
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schwinden  bei  beliebiger  Wahl  der  Achsen  die  Trägheitsprodukte: 

A  =  A  =  A  =  0, 

während  die  Größen  P  gleich  dem  halben  Trägheitsmoment  der 
Ladungen  werden        P^  =  P^  =  P^  =  j  Q. 
Mithin  ergeben  die  obigen  Formeln  in  diesem  FaUe 

(151)  9l'=\Q  curl  @% 
(151a)  9l--l,Q[n^^]^ 

Nun  sind  aber  die  Vektoren  @*  und  §"*  des  äußeren  Feldes  durch 
*  die  Feldgleichungen  miteinander  verknüpft;    insbesondere  gilt 

curie«=-i^f;. 
c    dt 

Infolgedessen  drückt  sich  die  elektrische  Drehkraft  durch  die 
Ableitung  von  §*  nach  der  Zeit  aus.  Da  es  sich  um  den  Wert 
dieser  Ableitung  im  festen  Bezugspunkt  0  handelt,  ist  das  Sym- 
bol der  totalen  Differentiation  am  Platze: 

(151b)  ^--IoQT- 

Durch  Summation  von  (151  a,b)  folgt  als  gesamte  Drehkraft 
des  elektromagnetischen  Feldes  für  den  FaU,  daß  das  Trägheits- 
ellipsoid  der  Ladungen  in  eine  Kugel  ausartet: 

(152)  DJ«  =  91^  +  SR».  =  _  1  ,2  { ^t!  _  [„§«] } . 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  noch,  wenn  man,  statt  eines 
im  Räume  festen  Bezugssystemes ,  ein  mit  dem  Magneton 
rotierendes  einführt,  und  auf  dieses  die  zeitliche  Ableitung 
bezieht;  es  gilt  dann  (Bd.  I,  Formel  co) 

i?"  ^    dt    ~  [^^"]       ^^^  demnach  wird 


I 


(152.)  «--S«-!- 

Es  ist  also  das  resultierende  Drehmoment  des  elektro- 
magnetischen Feldes  proportional  der  zeitlichen  Ände- 
rung der  magnetischen  Feldstärke  im  festen  Ursprung 
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0,  b  ez  o  gen  auf  ein  m  i  t  dem  Magnet  on  um  diesen  Ursprung 
rotierendes  Bezugssystem. 

Das  äußere  Drehmoment  ruft  nun  eine  Veränderung  des 
Impulsmomentes  der  rotierenden  Massen  des  Magnetons  hervor; 
um  hieraus  auf  die  Veränderung  der  Drehgeschwindigkeit  tt, 
und  damit,  nach  (139  a),  auf  diejenige  von  m  schließen  zu  können, 
muß  man  die  Verteilung  der  trägen  Massen  im  Magneton  kennen. 
Wir  wollen  die  allerdings  ziemlich  willkürliche  Annahme  machen, 
daß,  wie  das  Trägheitsellipsoid  der  Ladungen,  so  auch  dasjenige 
der  Massen  in  bezug  auf  0  eine  Kugel  sei,  und  mit  q  das 
Träsrheitsmoment  der  Massen  bezeichnen.  Diese  Annahme  ist 
z.  B.  erfüllt,  wenn  nur  die  negativen  Elektronen  rotieren,  und 
wenn  der  Quotient  aus  Ladung  e^  und  Masse  m^  und  damit 
die  spezifiscbe  Ladung  für  alle  negativen  Elektronen  den  gleichen 
Wert  hat.    Dann  wird 

(152b)  1  =  ^^=A  =  _.,, 

wenn  rj  wieder,  wie  in  §  2,  die  spezifische  Ladung  im  elektro- 
magnetischen Maße  bezeichnet. 

In  dem  jetzt  vorliegenden  FaUe  ist  das  Impulsmoment  der 
rotierenden  Elektronen  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Trägheits- 
moment q  und  der  Drehgeschwindigkeit  tt.  Mithin  ergibt  der 
Satz  vom  Moment  der  Bewegungsgröße 

(152c)  ^''  =  1di=^-W 

Hieraus  und  aus  (152  a)  folgt 

K^'^-^J  dt  2cq     dt 

Nehmen  wir  an,  daß  anfangs  kein  äußeres  magnetisches 
Feld  bestand,  und  daß  tt^  die  ursprüngliche  Drehgeschwindig- 
keit war,  so  wird,  wie  die  Integration  von  (152  d)  ergibt,  durch 
Erregung  des  äußeren  Feldes  §**  die  Winkelgeschwindigkeit 
auf  den  Wert  gebracht 
(153)  «  =  u„-J^§«. 
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Das  äußere  magnetische  Feld  ruft  also  eine  zusätz- 
liche Rotation  um  eine  seinen  Kraftlinien  parallele 
Achse  hervor;  und  zwar  erfolgt,  da  q  stets  positiv  ist,  die 
Rotation  in  positivem  oder  in  negativem  Sinne,  je  nachdem 
Q  negativ  oder  positiv  ist.  Ersterer  Fall  liegt  vor,  wenn  nur 
die  negativen  Elektronen  rotieren;  haben  insbesondere, .  wie  in 
(152  b)  angenommen,  alle  diese  Elektronen  die  gleiche  spezifische 
Ladung,  so  wird 
(153a)  U  =  tt„+  fr- 

Das  magnetische  Moment  folgt  aus  (139a)  tmd  (153) 

(153b)  TO  =  „„__^§a. 

Da  Q^  wie  q  stets  positiv  ist,  so  ist  das  durch  Entstehen 
eines  äußeren  Feldes  hervorgerufene  Moment  stets  dem  er- 
regenden Felde  entgegengerichtet;  es  entspricht  mithin  stets 
ler  diamagnetischen  Erregung.  Auf  diesen  Umstand  werden 
in  §  31  zurückkommen. 

Besteht  jetzt  daß  äußere  magnetische  Feld  §**  mit  konstanter 
förke  fort,  so  ist  nur  der  Bestandteil  (151a)  der  äußeren  Dreh- 
ift   von   nuU   verschieden;    dann   folgt   aus   (152c)  die  Be- 
tegungsgleichung 

wird  hiemach,  wenn  nicht  gerade  §"  zu  it  parallel  ist,  der 
Vektor  it,  d.  h.  die  Drehachse,  im  Räume  und  daher  auch  im 
'Magneten  stetig  seine  Lage  ändern. 

Nach  den  Lehren  der  Kinematik  ist  die  Drehung  eines 
starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  stets  als  Abrollen  eines 
im  Körper  festen  „Polhodiekegels"  an  einem  im  Räume  festen 
„Herpolhodiekegel"  darzustellen.  Gemäß  (154)  ändert  sich  nun 
hierbei  der  Betrag  von  u  nicht,  und  ebensowenig  die  zu  ^"-  par- 
allele Komponente;  doch  dreht  sich  die  zu  §**  senkrechte  Kom- 
ponente von  tt  um  die  Richtung  von  ^^  mit  der  konstanten 
Winkelgeschwindigkeit 
(154a)  «.  -  -  J^^  %'. 

16* 


Abb.  6. 
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Mit  dieser  Winkelgeschwindigkeit  rotiert  auch  der  Vektor  u 
selbst  um  die  Magnetkraftlinie  durch  0,  und  beschreibt  dabei 
(vgl.  Abb.  6)  im  Magneton  den  Polhödiekegel,  im  Räume  den 
Herpolhodiekegel.  Ersterer  rollt  auf  dem  letzteren  ab^  ihn 
längs  der  jeweiligen  Achse  der  resultierenden  Drehgeschwindig- 
keit u  berührend;  dabei  führt  das  Magneton  eine  reguläre 
Präzession  um  die  Magnetkraftlinie 
aus.    Nach  (153)  und  (154a)  ist  zu  setzen: 

(154b)  u  =  Uo  +  tti. 

Der  Vektor  u  ist  also  als  Summe  zweier  Vek- 
toren aufzufassen:  der  erste,  nämlich  die  ur- 
sprüngliche, vor  Erregung  des  Magnetfeldes 
vorhandene  Drehgeschwindigkeit  u^  desMagne- 
tons,  ist  längs  der  Achse  OÄ  des  Polhodiekegels  aufzutragen,  d.  h. 
längs  einer  im  Magneton  festen  Achse:  der  zweite  Uj,  die  vom 
Magnetfeld  eiTegte  Drehgeschwindigkeit,  weist  parallel  dessen 
Kraftlinien,  also  einer  im  Räume  festen  Richtung.  Das  Parallelo- 
gramm der  Vektoren  Uq  und  u^  hat  (Abb.  6)  u  als  Diagonale.  Die 
Präzessionsbewegung  des  Magnetons  erfolgt  ähnlich,  wie  diejenige 
des  schweren  symmetrischen  Kreisels;  nur  ist  dort  das  Dreh- 
moment der  Schwere  von  der  Winkelgeschwindigkeit  unabhängig, 
hier  dagegen  wirkt  das  der  Winkelgeschwindigkeit  proportionale 
Drehmoment  (151a)  des  Magnetfeldes;  so  kommt  es,  daß  dort 
die  Präzessionsgeschwindigkeit  n^  umgekehrt  proportional  zu  u 
ist,  hier  dagegen  von  u  unabhängig. 

Nach  (139  a)   und  (154  b)   können  wir  für  das  magnetische 
Moment  des  Magnetons  setzen 
(155)  m  =  mo  +  m^,  wo 

(155a)  mo  =  |«o,    m.=  ^^u.=  -J^^#». 

Auch  ist  das  Drehmoment  (151a)  des  konstanten  Magnetfeldes 

(155  b)  r  =  [m#«]=[mor]- 

Es  wirkt  also  auf  das  Magneton  im  magnetischen  Felde  das 
gleiche  Kräftepaar,  wie  auf  eine  Magnetnadel  vom  Moment  tito. 
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Dennoch  ist  die  entstehende  Bewegung  in  den  beiden  Fällen 
eine  ganz  verschiedene.  Die  Magnetnadel  schwingt  in  einer 
durch  die  Kraftlinie  gehenden  Ebene;  das  Magneten  weicht, 
infolge  der  Kreiselwirkung  seiner  rotierenden  Massen,  dem  Kräfte- 
paar seitlich  mit  einer  Präzessionsbewegung  aus.  Eine  Einstellung 
in  die  Kraftlinien  des  äußeren  Feldes  kann  in  beiden  Fällen 
nur  durch  das  Hinzutreten  dissipativer  Kräfte  bewirkt  werden. 
An  ein  Modell  eines  paramagnetischen  oder  ferromagne tischen 
Moleküles  müssen  wir  aber  die  Forderung  stellen,  daß  es  eine 
solche  Einstellung  in  die  Gleichgewichtslage  ergibt. 

Als  energieverzehrende  Kraft  kommt  nun  hauptsächlich 
diejenige  der  Strahlung  in  Betracht.  Doch  haben  wir  im  vorigen 
Paragraphen  gefunden,  daß  im  Falle  einer  zentralen  Symmetrie 
des  Trägheitsellipsoides  der  Ladungen  die  Strahlung  gleich 
null  ist.  Ein  Magneton  von  Kugelsymmetrie  würde  sich  also 
keineswegs  in  die  Magnetkraftlinien  einstellen.  Ein  solches 
Magneton  könnte  nicht  als  Modell  eines  Elementarmagneten 
dienen,  wie  er  in  der  Theorie  des  Paramagnetismus  und  Ferro- 
magnetismus  gebraucht  wird. 

Schreibt  man  hingegen  der  Trägheitsfläche  der  Ladungen 
drei  ungleichwertige  Achsen  zu,  so  werden  die  Rotationen  um 
alle  drei  Achsen  allmählich  durch  die  Strahlung  abgedämpft 
werden,  es  kann  also  überhaupt  kein  magnetisches  Moment 
dauernd  bestehen  bleiben. 

Es  ist  demnach,  wie  W.  Voigt  und  R.  Gans  bemerkt  haben, 
der  Fall  einer  Trägheitsfläche  von  Rotationssymmetrie 
der  einzige,  der  als  Magnetonenmodell  eines  parama- 
gnetischen Elementarmagneten  in  Frage  kommt.  Zur 
Behandlung  dieses  Falles  uns  wendend,  legen  wir  die  f-Achse 
in  die  Figurenachse  und  verstehen  unter  §.das  Trägheitsmoment 
der  Ladungen  in  bezug  auf  diese.   Dann  wird 

(156)  p^^p^^XQ.    D,  =  D,~D,=^0. 

Es  werden  daher  die  Komponenten  (150  e,  f,  g)  der  Drehkraft 
des  elektrischen  Feldes,  bezogen  auf  die  im  Magneton  festen 
(J,  rj,  5)- Achsen: 
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(156  a) 


m 


-p. 


"dt 


=  ^  O  curL 


Ferner   ist,    nach  (150  c,  h),    die  Drehkraft    des   magnetischen 

Feldes 

1 


(156  c) 

(156d) 

(156  e) 

(156  f) 
(156g) 


9t' 


[ud], 


wo 


©5  =  10«?,    6„  =  i«§' 


>?> 


'i=Psm- 


Mithin  ist 


m=^{n,p,rt-n(lQ§;}^ 


1 
c 

«7  =  1 


Summiert  man  die  auf  die  Figurenachse  bezüglichen  Kom- 
ponenten (156  b,  g),  indem  man  wieder  statt  des  Curl  von  ^"die 
zeitliche  Ableitung  von  §*  einführt,  so  wird 


(157) 


9lf=9lH9lT  =  - 


Q  fit! 

dt 


-[tt§1} 


Wie  in  Gl.  (152),  so  steht  auch  hier  die  zeitliche  Ableitung 
der  magnetischen  Feldstärke  in  dem  festen  Bezugspunkt  0, 
bezogen  auf  das  im  Magneton  feste  Bezugssystem,  und  zwar  die 
Komponente  in  Bezug  auf  die  Figurenachse  desMagnetons;  diese 
ist  aber  gleich  der  Ableitung  von  §f  nach  der  Zeit.  Es  wird  also 

(157  a)  '        «f  =  -|4f. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  nicht  nur  die  Trägheits- 
fläche der  Ladungen,  sondern  auch  das  Trägheitsellipsoid  der 
Massen  symmetrisch  zur  Figurenachse  sei.  Die  Drehkraft  (157  a) 
bedingt  dann  eine  zeitliche  Zunahme  des  Impulsmomentes  qü^ 
um  die  Figurenachse: 


(157  b) 


dt 


i 
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Aus  (157  a,  b)  erhalten  wir  durch  Integration 

(158)  n,^n,,-^^^rr 

Außerdem  wird  das  magnetische  Feld  Drehungen  um  die  ^-Achse 
und  ?;-Achse  hervorrufen;  diese  wären  auf  Grund  der  Euler- 
schen  Bewegungsgleichungen  des  starren  Körpers  zu  ermitteln, 
unter  Einführung  der  Kräftepaare  (156  a)  bzw.  (156  f).  Doch 
werden  diese  Rotationen  durch  die  von  ihnen  erregte  Strahlung 
(vgl.  §  26)  abgedämpft,  so  daß  nur  die  Rotation  (158)  um  die 
Figurenachse  übrig  bleibt.  Ihr  entspricht  nach  (139  b)  ein  mag- 
netisches Moment 

(158a)  m,^m,,~-^^rr 

Nach  (156  c)  muß,  damit  das  Magneton  in  einem  gegebenen 
Magnetfelde  im  Gleichgewicht  sei,  entweder  u  verschwinden, 
oder  u  parallel  zu  d  sein;  ist  die  ursprüngliche  Drehgeschwin- 
digkeit Uq^'  um  die  Figurenachse  so  groß,  daß  sie  durch  die  bei 
Erregung  des  Magnetfeldes  entstandene  nicht  vernichtet  werden 

Ikann,  so  ist  Gleichgewicht  nur  dann  möglich,  wenn  d  und  u 
larallel  sind.  Im  allgemeinen  ist  also,  da  nach  (156  d,  e)  ©  nicht 
parallel  zu  §"  weist,  die  Gleichgewichtslage  des  Magnetons 
nicht  diejenige,  in  welcher  die  Rotationsachse  den  Magnetkraft- 
linien  parallel  ist.  Sind  aber  die  Drehungen  um  die  |-  und 
?^-Achse  abgedämpft,  so  müssen,  damit  91"'  verschwinde,  die 
Komponenten  d^,  ^  ,  und  infolgedessen  auch  §|,  §^  gleich  null 
sein,  d.  h.  die  magnetische  Feldstärke  muß,  bei  Drehung  des 
Magnetons  um  die  Figurenachse,  dieser  parallel  sein.  Man  hat  sich 
vorzustellen,  daß  die  Einstellung  der  Figurenachse  in  die  Richtung 
der  magnetischen  Kraftlinien  in  Präzessionsbewegungen  erfolgt, 
wobei  die  Öffnungswinkel  des  Herpolhodiekegels  und  des  Pol- 
hodiekegels  infolge  der  Ausstrahlung  sich  allmählich  verringern. 


Zweiter  Abschnitt. 

Elektromagnetisclie  VorgäLge  in  wägbaren 
Körpern 

Erstes  Kapitel. 

Ruhende  Körper. 

§  28.  Ableitung  der  Hauptglelchungen  aus  der  Elektronen- 

theorie. 

Im  ersten  Bande  dieses  Werkes  (§  59)  haben  wir  die  Haupt- 
gleichungen der  Maxwellschen  Theorie  für  ruhende  Körper  ent- 
wickelt. Der  dort  eingenommene  Standpunkt  war  derjenige 
der  Phänomenologie,  welche  sich  mit  der  Darstellung  der  be- 
obachteten Erscheinungen  begnügt  und  ein  Eingehen  auf  ato- 
mistische  Vorstellungen  ablehnt.  Bei  den  meisten  elektroma- 
gnetischen Vorgängen  im  engeren  Sinne,  insbesondere  bei  den- 
jenigen, die  in  ruhenden  Körpern  stattfinden,  erweist  sich  die 
phänomenologische  Behandlungsweise  als  ausreichend,  und  sogar 
durch  ihre  größere  Einfachheit  als  der  atomistischen  Auffassung 
überlegen. 

Nun  haben  wir  aber  gewisse  Erscheinungen  der  Konvek- 
tionsstrahlung  kennen  gelernt,  welche  sich  nur  vom  atomistischen 
Standpunkte  aus  befriedigend  haben  deuten  lassen.  Wir  haben 
gesehen,  daß  die  negativen  Elektronen,  die  wir  in  den  Kathoden- 
und  Radiumstrahlen  als  bewegt  annehmen,  auch  bei  der  Licht- 
strahlung der  Körper  eine  Rolle  spielen.  Wir  wollen  uns  in- 
dessen hiermit  nicht  begnügen;  wir  wollen  versuchen,  die 
elektromagnetischen  und  optischen  Erscheinungen  in  ihrer  Ge- 
samtheit auf  Grund  der  Elektronentheorie  zu  begreifen.  Wir 
müssen  zu  diesem  Zwecke  zunächst  den  Nachweis  führen,  daß 
die  Hauptgleichungen  der  Elektrodynamik  sich  aus  den  Grund- 
gleichungen der  Elektronentheorie  ableiten  lassen. 
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Die   Elektronentheorie    kennt   nur    das    elektromagnetische 
Feld  im  Äther,  welches  durch  ruhende  oder  konvektiv  bewegte 
Elektronen  erregt  wird.    Sie  nimmt  an,  daß  dieses  elektroma- 
gnetische Feld  auch  im  Innern  der  Materie  besteht,  oder,  wie 
man  zu   sagen  pflegt,   daß  der  Äther   die  Körper  durchdringt. 
Daß  die  elektrischen  und  magnetischen  Eigenschaften  der  Körper 
von  denjenigen  des  leeren  Raumes  abweichen,  wird  darauf  zurück- 
geführt, daß  sich  in  ihnen  Elektronen  befinden.   Die  Leitfähig- 
keit der  Körper   wird  durch  „ Leitung s^elektrbnen'^   erklärt, 
welche  entweder  wie  in  den  Metallen  frei  beweglich  oder  wie 
in  den  Elektrolyten   an  neutrale  Atom-  oder  Molekülgruppen 
gebunden    sein    können;    diese    wandern   im   Körper  unter  der 
Einwirkung  elektrischer  Kräfte  über  größere  Strecken  hin  und 
[DÜden    so    einen    elektrischen    Leitungsstrom.    Die    elektrische 
I  Polarisation  der  Dielektrika  wird  auf  negative  Elektronen  zurück- 
i  geführt,  welche  an  die  positiven  gebunden  sind  und  mit  ihnen 
[susammen  elektrische  Dipole  bilden.   Die  Bewegung  dieser  „Po- 
liarisationselektronen"  in  veränderlichen  elektrischen  Feldern 
yird  einen  elektrischen   Strom   ergeben,    welcher  den  auf  die 
VTaterie    entfallenden  Anteil   des   Verschiebungsstromes  bildet, 
ren  die  gebundenen  negativen  Elektronen  ferner  umlaufende 
>evvegungen  um  die  positiven  aus,  so  geben  sie  zu  einer  Ma- 

Itisierung  des  Körpers  Veranlassung  und  werden  dann  als 
Ignetisierungselektronen"  oder  kürzer  als  „Magne- 
en"  (vgl.  §  25—27)  bezeichnet. 

Die  von  den  einzelnen  Elektronen  erregten  Felder,  auf 
;yelche  sich  die  Grundgleichungen  des  §  4  (I  bis  IV)  beziehen, 
weisen  außerordentlich  große  räumliche  Unregelmäßigkeiten 
kuf.  Hat  doch  das  Feld  des  ruhenden  Elektrons  in  den  beiden 
Endpunkten  eines  Elektronendurchmessers  die  entgegengesetzte 
üchtung.  Entsprechende  starke  zeitliche  Schwankungen  der 
.^'eldstärken  werden  den  Grundgleichungen  zufolge  an  einem 
m  Räume  festen  Punkte  auftreten,  wenn  ein  Elektron  sich 
iber  ihn  hinweg  bewegt.  Wir  erwähnten  bereits  in  §  4,  daß 
lie  „mikroskopischen"  Felder,  auf  welche  sich  die  Grundglei- 
'.hungen  beziehen,  der  unmittelbaren  Beobachtung  unzugänglich 
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sind.  Nur  die  Mittelwerte  der  mikroskopischen  Feldstärken  sii 
meßbar.  Die  Mittelwertsbildung  über  die  Felder  der  einzelne 
Elektronen  wird  uns  zu  den  Hauptgleichungen  der  Maxwe 
sehen  Theorie  führen  und  uns  zeigen,  wie  die  dort  auftretend« 
Vektoren  mit  den  in  den  Feldgleichungen  der  Elektronen theoi 
auftretenden  beiden  Vektoren  zusammenhängen. 

Wir  wollen  die  Bezeichnungen  ^,  §  den  in  den  Hauptgh 
chungen  auftretenden  „makroskopischen"  Feldstärken  der  be 
bachtenden  Felder  vorbehalten  und  daher,  um  Verwechselung! 
vorzubeugen,  für  die  elektromagnetischen  Vektoren,  welc 
durch  die  Grundgleichungen  (I  bis  IV)  der  Elektronentheoi 
miteinander  verknüpft  sind,  jetzt  die  Bezeichnungen  e,  ^  einfü 
ren.   Jene  Gleichungen  sind  dann  zu  schreiben: 


(I)     curl  ^  == 

1  ae  ,   43t    ^ 

(II)    curl  c  =  - 

1  d^ 

'  c  dt' 

(III)  div    c  = 

4.%Q, 

(iv)div  5  = 

0. 

Aus 

diesen 

Feldgleichungen 

hat    H.  A.  Lorentz  ^) 

für 

allgemeinen  Fall  eines  bewegten  Körpers  die  Hauptgleichungc 
der  Elektrodynamik  durch  Mittelwertsbildung  abgeleitet.  W 
werden  in  diesem  Paragraphen  die  entsprechenden  Entwicb 
lungen  für  ruhende  Körper  durchführen.  Hier  ergeben  al 
auf  dem  Boden  der  Nahewirkung  stehenden  Theorien  dassell 
während  in  der  Elektrodynamik  bewegter  Körper,  wie 
später  sehen  werden,  zwischen  den  verschiedenen  Theorien 
wisse  Abweichungen  vorhanden  sind. 

Man  bezeichnet  eine  Strecke  als  „physikalisch  unendli( 
klein",  wenn  sie  klein  ist  gegen  diejenigen  Strecken,  innerhs 
deren  eine  merkliche  Ungleichförmigkeit  des  Feldes  besteW| 
aber  groß  gegen  den  Abstand^  zweier  benachbarter  Elektron« 
oder  Moleküle.  Es  hängt  dieser  Definition  gemäß  wesentlich  voi 
dem  Grade  der  Ungleichförmigkeit  des  betreffenden  Feldes  ab 
ob  eine  Strecke  als  physikalisch  unendlich  klein  zu  bezeichnei 

1)  A.  H.  Lorentz,  Akad.  v.  Wet.  te  Amsterdam  11  (1902)  S.  305.       | 
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ist  oder  nicht;  ia  der  Elektrostatik  z.  B.  wird  eine  Strecke,  die 
gleich  einer  Wellenlänge  des  roten  Lichtes  ist,  noch  physikalisch 
unendlich  klein  zu  nennen  sein;  denn  die  Probekörper,  die  zur 
Untersuchung  des  elektrostatischen  Feldes  verwandt  werden,  sind 
yiel  zu  groß,  um  eine  etwaige  Änderung  der  Feldstärke  auf 
dieser  Strecke  überhaupt  zu  bemerken.  In  der  Optik  hingegen, 
wo  es  sich  nach  den  Vorstellungen  der  elektromagnetischen 
Lichttheorie  um  Felder  handelt,  die  auf  einer  Strecke  von  einer 
halben  Wellenlänge  die  Richtung  umkehren,  wird  jene  Strecke 
keineswegs  als  physikalisch  unendlich  klein  betrachtet  werden 
dürfen.  Andererseits  legt  die  obige  Definition  eine  gewisse,  von 
der  Zahl  der  Elektronen  bzw.  Moleküle  abhängige  untere  Grenze 
für  die  physikalisch  unendlich  kleine  Strecke  fest.  Sollen  die 
beiden  Bedingungen  untereinander  nicht  widersprechen,  so  muß 
der  mittlere  Abstand  zweier  Moleküle  verschwindend  klein  gegen 
die  Wellenlänge  sein,  derart,  daß  in  einem  Würfel,  dessen  Kante 
etwa  ein  Hundertstel  der  Wellenlänge  der  betreffenden  elektro- 
magnetischen Welle  gleich  ist,  noch  viele  Millionen  von  Elek- 
tronen enthalten  sind.  Von  physikalisch  unendlich  kleinen 
Gebietsteilen  kann  nur  die  Rede  sein,  wenn  die  Materie  ent- 
^bchend  dicht  gelagert  ist. 

^^Um  den  Mittelwert  irgendeiner  skalaren  oder  Vektorgroße 
q  in  einem  Punkte  P  des  Raumes  zu  bestimmen,  legen  wir  um 
P  eine  Kugel,  deren  Radius  physikalisch  unendlich  klein  ist, 
und  teilen  das  über  die  Kugel  erstreckte  Raumintegral  von  q 
durch  den  Rauminhalt  v  der  Kugel: 

(159)  ,=-^^. 

Bei  der  Vergleichung  der  Mittelwerte,  welche  zu  zwei  ver- 
schiedenen Zeiten  in  einem  und  demselben  Punkte  herrschen, 
ist  selbstverständlich  der  Radius  der  Kugel  konstant  zu  halten, 
80  daß  man  hat 

Es  sind  demnach  Mittelwertsbildung  und  Ableitung 
nach  der  Zeit  miteinander  vertauschbare  Operationen. 
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Das  gleiche  gilt  von  den  Operationen  der  Mittelwertsbildunj  i 
und  der  Ableitung  nach  den  Koordinaten.  Hierbei  handelt  ei 
sich  um  die  Yergleichung  der  Werte  von  g,  welche  in  zwei  be 
nachbarten  Punkten  P  und  P'  des  Raumes  zu  derselben  Zei 
bestehen.  Es  sind  dabei  die  Mittelwerte  q  durch  zwei  um  P  un( 
P'  geschlagene  physikalisch  unendlich  kleine  Kugeln  von  den 
gleichen  Radius  bestimmt.   Demgemäß  ist  z.  B. 

dq_  d   fqdv 

dx       dx      V 

nichts  anders  als  die  durch  Verrückung  der  Kugel  parallftj 
der  iP-Achse  bedingte  Veränderung  des  Raumintegrals  von  q 
geteilt  durch  den  Rauminhalt  der  Kugel.  Diese  Veränderunji 
läßt  sich  darstellen  als  herrührend  von  den  (positiven  ode| 
negativen)  Beiträgen  derjenigen  Raumstücke,  welche  die  Obeii 
fläche  f  der  Kugel  bei  der  Verrückung  bestreicht.    Es  folgt 


dq 

dx 


^J  q  cos  (nx)d f. 


Andererseits    ist    der  Mittelwert   des  Differentialquotiente 
von  q  nach  x 

ff = ißl  '^^  =  iß  °°'  ('*'")'^^' 

so  daß  man  erhält 

Es  sind  also,  wie  behauptet,  auch  die  Ableitung  nacb 
den  Koordinaten  und  die  Mittelwertsbildung  mitein- 
ander vertauschbare  Operationen. 

Auf  Grund  der  Regeln  (159  a,b)  ergeben  sich  durch  Mittel 
Wertsbildung  aus  (I  bis  IV)  die  Differentialgleichungen.  J 


(la) 

curll|=      7  37+0«'»' 

(IIa) 

(lUa) 

divc=       ^^9f 

(IVa) 

div|=  0. 
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Indem  die  Mittelwerte  für  physikalisch  unendlich  kleine 
Bereiche  gebildet  wurden,  sind  die  raschen  und  regellosen  räum- 
lichen Änderungen  des  mikroskopischen  Feldes,  welche  durch 
die  atomistische  Struktur  der  Elektrizität  und  der  Materie  be- 
lingt  sind,  herausgefallen.  Man  kann  daher  bei  der  Berechnung 
1^8  Curl  und  der  Divergenz  der  Vektoren  c  und  §  unter  dXj 
äy,  dz,  statt  mathematisch  unendlich  kleiner  Strecken,  auch 
physikalisch  unendlich  kleine  Strecken  verstehen.  Ferner  kann 
aaan  die  Mittelwertsbildungen,  wie  über  den  Raum,  so  auch  über 
üe  Zeit  erstrecken  und  unter  dt  eine  „physikalisch  unend- 
lich kleine  Zeitspanne"  verstehen,  daß  heißt  eine  solche, 
in  welcher  die  Vektoren  e,  \  verschwindend  geringe  zeitliche 
Änderungen  erfahren. 

Wir  betrachten  zunächst  den  idealen  Fall,  daß  der  Körper 
'aur  Leitungselektronen  enthält.   Dann  gilt 

160)  {e},=  c;    {(.»),=  i. 

Die  beobachtbaren  Dichten  der  Elektrizität  und  des  Leitungs- 
jtromes  q,  i  sind  dann  einfach  gleich  den  Mittelwerten  der 
Dichten  der  Elektrizität  und  des  Konvektionsstromes,  berechnet 
für  physikalisch  unendlich  kleine  Raumteile.    Nehmen  wir  eine 

he  verschiedener  Elektronenarten  an,  von  den  Ladungen  e^ 
Sj,  ^3  .  .  .,  den  auf  die  Raumeinheit  berechneten  Zahlen  N^,  N^, 
Nj  . . .,  und  den  mittleren  Geschwindigkeiten  öj,  tig,  tig,  so  hat  man 
[160a)  ().=  N,e,  +  N,e,  +  N,e,  .  .  . 

(160b)  i  =  N,e,ti,  -h  N,e,ti,  -f  N,e,ti,  .  .  . 

Für  einen  idealen  Leiter,  der  weder  elektrisch  polarisierbar 
aoch  magnetisierbar  ist,  erhält  man  die  Hauptgleichungen  der 
Maxwellschen  Theorie,  indem  man  ($  und  2)  mit  c,  83  und  § 
mit  I  gleichsetzt.  Im  allgemeinen  Falle  aber  sind  zwei  Paare 
dektrischer  und  magnetischer  Vektoren  in  den  Hauptgleichungen 
zu  unterscheiden.  Es  kommt  nun  gerade  darauf  an,  den  Zu- 
sammenhang dieser  Vektoren  mit  den  Mittelwerten  c  und  ^ 
1er  mikroskopischen  Feldstärken  richtig  zu  erfassen  und  den 
unterschied  zwischen  wahrer  und  freier  Elektrizität  sowie 
«wahrem  und  freiem  Strome  vom  Standpunkte  der  Elektronen- 
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I 
theorie   aus  zu  verstehen.    Im  Hinblick  hierauf  wollen  wir  diel 

Anteile  von  q  und  ^   in  Betracht  ziehen^  welche  von  den  an| 

einander   gebundenen  positiven  und  negativen  Elektronen  her-ij 

rühren. 

Für  ein  elektrisch  neutrales  Molekül  ist  die  Gesamtladung 
Null.  Auch  bildet  die  fortschreitende  Bewegung  eines  solchen 
Moleküles    keinen    Leitungsstrom.    Dennoch    kann    die    gegen- 
seitige Yerschiebung  der  Elektronen  im  Molekül  zu  einer  Ab-| 
änderung    des    Mittelwertes    Q    der    räumlichen    Dichte  Veran-I 
lassung  geben,  der  ja  durch  eine  im  Räume  feste,  phy sikaliscl  ^a 
unendlich  kleine  Kugel  bestimmt  war.  Auch  können  die  inneren  | 
Bewegungen    der   Elektronen    sich    durch    eine    Änderung   des 
Mittelwertes  9Ö  der  Strömdichte  bemerkbar  machen. 

Wir  nennen  das  über  ein  Molekül  erstreckte  Integral 


(161)  p  ==fQtdv 


das  elektrische  Moment  des  Moleküles,  indem  wir  unter! 
den  von  einem  festen  Punkte  0  des  Molküles  aus  gezogenen 
Fahrstrahl  verstehen.  Hat  man  es  mit  einem  aus  zwei  Punkt- 
ladungen bestehenden  Dipole  zu  tun,  so  ist  p  das  Momeni 
des  Dipols. 

Wir    woUen    indessen    die    allgemeinere   Annahme   machen 
daß  sich  in  jedem  Moleküle  n  Elektronen,  von  den  Ladungen  |s 
e^j  62  . .  .  e„,  befinden.    Das  elektrische  Moment  des  Moleküle«  | 
ist  dann  ^ 

(161a)  p  =  e^t^  +  €2X2+ .  .  . -\- ej„,  wobei| 

(161b)  ei+e2+...4-e,=  0  | 

I 
ist.  Es  mag  N  die  auf  die  Raumeinheit  berechnete  Zahl  deil 

Moleküle  sein.  ^» 

Wir  betrachten  ein  im  Räume  festes,  physikalisch  unend-i 
lieh  kleines  Flächen  stück  df.  Welches  wird  die  Elektrizität8-| 
menge  sein,  die  bei  der  Herstellung  der  Momente  der  Moleküle^ 
durch  dieses  Flächenstück  tritt?  Wir  woUen  zunächst  voraus- jj 
setzen,  daß  alle  in  einem  physikalisch  unendlich  kleinen  Be-!| 
reiche    gelegenen    Moleküle  ,das    gleiche    Moment    p    besitzen; 
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jollte  diese  Voraussetzung  nicht  erfüllt  sein,  so  könnten  wir 
loch  verschiedene  Molekülgruppen  von  den  Momenten  ^',  |i" . . . 
jnd  den  Molekülzahlen  N\  N".  .  .  unterscheiden  und  die  Mole- 
küle jeder  Gruppe  gesondert  betrachten.  Auf  die  betreffende 
Molekülgruppe  bezieht  sich  dann  dasjenige,  was  hier  von  der 
ganzen  Schar  der  Moleküle  ausgesagt  wird. 

Wir   wollen    den   Punkt    0    des  Moleküles,    von    dem    aus 
jie  Fahrstrahlen    x^,  v^  -  .  .  t„   gezogen  sind,    den  Mittelpunkt 
des  Moleküles    nennen.    Das   Verschwinden    der   Gesamtladung 
(161b)  hat  zur  Folge,  daß   das  elektrische  Moment  ^   (161a) 
von  der  Wahl  dieses  Punktes  unabhängig  ist.  Die  Herstellung 
j  Momentes  p  erfolgt,  indem  die  Ladung  e^  von  0  nach  dem 
Elndpunkte  Ä^  des  Fahrstrahles  r^,  die  Ladung  ßg  ^o^  ö  nach 
dem  Endpunkte  A2  des  Fahrstrahles  r^  bewegt  wird,  usf.    SoU 
[nun  die  Ladung  e^  bei  der  Verschiebung  von  0  nach  Ä^  durch 
I  das    im   Räume    feste,    physikalisch   unendlich   kleine  Flächen- 
;  stück  df  hindurchtreten,  so   muß   sich   der  Mittelpunkt  0  des 
Moleküles  offenbar  in  dem  schiefen  Zylinder  befinden,  den  man 
erhält,   indem    man    von    den  Punkten  des  Flächenstückes  df 
s  aus  die  Fahrstrahlen  —  r^  zieht.    Die  Zahl  der  Moleküle,  deren 
i  Mittelpunkte  innerhalb  dieses  Zylinders  liegen,  ist  gleich  der 
!  Zahl  N  der  in  der  Raumeinheit  enthaltenen  Moleküle,  multi- 
pliziert mit  dem  Rauminhalt  des  Zylinders,  also  gleich: 

Nx„df. 

Diese  Moleküle  sind  es,  welche  bei  der  Herstellung  der 
i  Momente  (161a)  Elektronen  erster  Art  durch  rf/*  senden,  und 
zwar  im  Sinne  derjenigen  Normalen,  welche  mit  r^  einen  spitzen 
Winkel  einschließt.  Die  gesamte,  bei  der  Herstellung  des  Mo- 
mentes mit  den  Elektronen  erster  Art  durch  df  im  Sinne  der 
Normalen  n  tretende  Elektrizitätsmenge  wird  durch 

Ne,t,Jf 

auch  dem  Vorzeichen  nach  richtig  angegeben.  Die  Anteile 
der  verschiedenen  Elektronen  summierend,  erhalten  wir 

Npjf^^„df 


I 
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für  die  gesamte,  bei  der  Herstellung  der  Momente  durch  df 
tretende  Elektrizität.  Dabei  stellt  ^  =  Ntji  die  Yektorsumme' 
der  Momente  aller  in  der  Raumeinheit  enthaltenen  Moleküle 
dar.  Das  erhaltene  Ergebnis  gilt  auch  dann,  wenn  die  in  einem 
physikalisch  unendlich  kleinen  Bereich  liegenden  Moleküle 
nicht  alle  das  gleiche  elektrische  Moment  besitzen.  Man  hat  die 
Betrachtung  dann  auf  jede  Gruppe  gleichartiger  Moleküle  an- 
zuwenden und  die  Anteile  aller  Gruppen  zu  summieren. 
In  diesem  allgemeinen  Falle  ist  dann 

(161  c)  ^  =  N'  p'  +  N"iji"i-  ...  zu  setzen 

Dieser  Vektor  stellt  die  auf  die  Raumeinheit  berechnete 
„elektrische  Polarisation"  dar.  Indem  die  Elektronen- 
theorie die  Polarisation  eines  Dielektrikums  auf  die 
Verschiebung  der  gebundenen  Elektronen  zurückführt, 
verleiht  sie  dem  Vektor  ^,  der  Bd.  I,  §  38  eingeführt 
wurde,  eine  anschauliche  physikalische  Bedeutung. 

Die  bei  der  Polarisation  des  Dielektrikums  durch  ein  im 
Räume  festes  Flächenstück  df  hindurchtretende  Elektrizität 
wird  durch  ^„^/'  angegeben.  Demnach  ist 

(162)  r^^K-ff 

der  von  den  Polarisationselektronen  herrührende  An- 
teil der  Stromdichte.  Er  stellt,  den  Vorstellungen  der  Elek- 
tronentheorie nach,  den  an  der  Materie  haftenden  Bestandteil 
des  Verschiebungsstromes  dar. 

Bei  der  Herstellung  der  elektrischen  Momente  der  Moleküle 
ist  die  Elektrizitätsmenge 


ßßJf=^fdiY^dv 


durch  eine  geschlossene  Fläche  herausgetreten.  Vor  Herstellung 
des  Momentes,  wo  die  Ladungen  e^,  63  .  .  .  e„  aUe  in  dem  Mittel- 
punkte 0  des  Moleküles  lagen,  ging  nach  (161b)  von  dem 
einzelnen  Moleküle  überhaupt  kein  Kraftfluß  aus;  die  mittlere 
Dichte  der  Elektrizität  in  jedem  physikalisch  unendlich  kleinen 
Hereiche  war  gleich  Null.   Da  nun  bei  Herstellung  der  Momente 
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die    soeben    berechoete  Eiektrizitätsmenge    aus   dem   Räume  v 

herausgetreten  ist,   so  erhalten  wir  für  den  von  den  Polari- 

sationselektronen  herrührenden  Anteil  derelektrischen 

Dichte: 

(162a)  {^l^=-div^. 

Die  Ausdrücke  (162)  und  (162  a)  der  von  den  Polarisations- 
elektronen herrührenden  Dichten  des  Stromes  und  der  Elek- 
trizität erfüllen,  wie  es  sein  muß,  die  Kontinuitätsbedingung 

(162b)  diT{PJ,+  ^-i^s  =  0. 

Wie  hat  man  sich  nun  den  Vorgang  der  Magnetisierung  vom 
Standpunkte  der  Elektronentheorie  aus  zu  veranschaulichen? 

Wir  denken  uns  ein  Molekül,  dessen  Ladung  und  dessen 
elektrisches  Moment  |i  (161a)  beide  gleich  Null  sind,  so  daß  das 
Molekül  weder  zum  Leitungsstrom  noch  zum  Polarisationsstrom 
einen  Beitrag  liefert.  Doch  mögen  die  Elektronen  im  Innern  des 
Moleküls  in  Umlaufsbewegungen  begriffen  sein,  derart,  daß  für 
das  betreffende  Molekül  der  Vektor 

(163)  m^^-fdvQ[xb] 

einen  vod  Null  verschiedenen  Wert  besitzt.  Sind  n  als  Punkt- 
ladungen zu  betrachtende  Elektronen  im  Moleküle  in  Umlaufs- 
bewegungen begriffen,  so  ist 

(163a)    m  =  ^  .  l  [r^Bj  +  'j-^  [x,t,,]  +  •+'-"  4  t'-*»]- 

Ein  derartiges  Molekül  wollen  wir,  wie  in  §  25,  als  „ Ma- 
gnet on'^  bezeichnen;  der  zeitliche  Mittelwert  von  m  gibt,  wie 
dort  dargetan  wurde,  das  Moment  des  magnetischen  Dipols  an, 
welchem  das  Magneton  äquivalent  ist.  Diese  Äquivalenz  läßt 
vermuten,  daß  der  zeitliche  Mittelwert  des  Vektors  m  mit  der 
Magnetisierung  des  Körpers  zusammenhängt.  Es  handelt  sich 
jetzt  darum,  diesen  Zusammenhang  zu  erfassen. 

Wir  werden  annehmen  dürfen,  daß  die  Umlaufsbewegungen 
der  Elektronen,  die  zur  Bildung  magnetischer  Momente  Veran- 
lassung geben,  periodischer  Art  sind,  und  daß  in  einer  physikalisch 
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unendlich  kleinen  Zeitspanne  eine  große    Zahl  von  Umläufen 
stattfindet.   Rechnet  man  mit  den  über  eine  physikalisch  unend- 
lich kleine  Zeitspanne  erstreckten  Mittelwerten,  so  wird  das  elek- 
trische Moment  ^  unter  diesen  Umständen  auch  dann  gleich  Null 
sein,  wenn  z.  B.  ein  negatives  Elektron  um  das  ruhende  positive 
Elektron  Umlaufsbewegungen  ausführt;  die  periodische  Schwan- 
kung des  elektrischen  Momentes  erfolgt  dann  so  rasch,  daß  sie  I 
sich  der  Beobachtung  entzieht,  und  es  wird  das  Elektronenpaar  | 
dann  nicht  mehr  als  „Polarisationselektron*',  sondern  ausschließ-  1 
lieh  als  Magneton  in  Betracht  kommen.  ;» 

Die  Magnetonen  steuern  nun  ihrerseits  einen  Anteil  zum  | 
Mittelwerte  des   Konvektionsstromes  ^  bei.    Die  Berechnung 
dieses  Anteiles  können  wir  a;uf  diejenigen  Regeln  zurückführen, 
welche  wir  soeben  zum  Zwecke  der  Berechnung  der  mittleren 
von  den  Polarisationselektronen  herrührenden  elektrischen  Dichte  | 
entwickelt  haben.   Wir  verstehen  unter  t  einen  durchweg  kon-  | 
stauten  Hilfsvektor  und  bilden  das  Vektorprodukt  aus  ihm  und  % 
dem    durch    (163a)    betimmten    Vektor*  m    entsprechend    der  $ 
Rechnungsregel  ö  der  Formelzusammenstellung  in  Bd.  I.  I 

[tm]  =  -I  { t,  (t ti,)  -  B,  (IrO  1  +  ll  { h  (*»2)  -  h  (It,) )  +  •  •  •     I 

~  2c  •  dt  { ^1^1  ^^^i)  +  ^2 1^2  (ttg)  +  •  •  •  +  e„t„ (trj ) . 

Sind  nun,  wie  angenommen  wurde,  die  Perioden  der  Umlaufs- 
bewegungen der  Elektronen  so  gering,  daß  in  einer  physikalisch 
unendlich  kleinen  Zeitspanne  eine  große  Zahl  von  Umläufen  ^' 
stattfindet,  so  fällt  bei  der  Mitt^lwertsbildung  über  eine  solche 
Zeitspanne  das  zweite  Glied  fort;  denn  die  Verteilung  der  La-  | 
düngen  im  Moleküle  bleibt  im  Mittel  ungeändert.  Die  ent- 
stehende Gleichung 

(164)    [tm]  =  r,  {t,  '^^)  +  t,  (t,  %"')  +  •  •  •  +  r„  (l,  'f) 

ist  der  Gleichung  (161a)  für  das  elektrische  Moment  des  Mole- 
küles   an  die   Seite   zu   stellen.    Dem  Skalar  e  dort  entspricht  i 


(''?)= 
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hier  der   Skalar   (t,  — ).     Derselbe  genügt,  falls   der  Vektor  |i 

(vgl.  161a)  für  das  betreffende  Molekül  gleich  Null  ist,    der 

Bedingung 

<164a ,         {t,  '-f)  +  {i,  '-f)  +  .  .  .  +  (t/-^)  =  0, 

welche  (161b)  entspricht. 

Führen  wir  nun  den  Vektor  ein: 
i(164b)  m  =  N'm'  +  N"m"-{-  •  •  •, 

iwelcher  die  von  den  verschiedenen  Molekülgattungen  her- 
rührende, auf  die  ßaumeinheit  berechnete  Magnetisierung 
darstellt,  so  entspricht  der  Vektor  [t9W]  vollkommen  dem 
Vektor  ^  (vgl.  161c).  Wie  wir  in  (162  a)  aus  ^  den  Mittel- 
wert Q  der  elektrischen  Dichte  ableiteten,  so  können  wir  nun- 
mehr aus  dem  Vektor  [iW\  auf  Grund  der  analogen  Beziehung 

div[lSK] 

de.i  Mittelwert  des  von  den  Magnetonen  herrührenden  Konvek- 
isstromes  ermitteln.   Da  t  ein  vom  Orte  unabhängiger  Vektor 
ist;  so  ergibt  die  Regel  k  der  FormelzusammensteUung  in  Bd.  I 
_diy[t2R]  =  tcurlSR. 

Da  dies  für  jede  beliebige  Richtung  des  Hilfsvektors  t  gelten 
muß,  so  folgt 

(164c)  {^"0)^=c-curlSK 

als  Mittelwert  des  von  den  Magnetonen  herrührenden 
elektrischen  Stromes.  Die  Mittel wertsbildung  bezieht  sich 
dabei,  wie  aus  den  obigen  Überlegungen  folgt,  auf  physikalisch 
unendlich  kleine  Zeiten  und  Räume.  Der  Strom  (164c)  genügt 
der  Kontinuitätsbedingung,  ohne  daß  eine  von  ihm  herrührende 
zeitliche  Änderung  der  Dichte  der  Elektrizität  zu  berücksichti- 
;en  wäre. 

Wir  schreiten  nunmehr  zur  Summierung  der  Anteile,  die 
den    verschiedenen   Elektronenarten    zur  mittleren  Dichte 
Elektrizität    und    des    elektrischen    Stromes    beigesteuert 
werden.  Aus  (160)  und  (162a)  folgt 
:i65)  ^={^),+  {^},=  (>-divgJ  =  p'. 

16* 
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Der  erste  Bestandteil,  die  von  den  Leitungselektro- 
nen herrührende  Dichte,  ist  dieDichte  der  wahrenElek- 
trizität  in  der  Maxwell-Hertzschen  Theorie.  In  der  Tat 
die  wahre  Ladung  eines  Leiters  ist  diejenige,  die  nur  durch  einer 
Leitungsstrom  abgeändert  werden  kann,  und  die,  wenn  eii 
solcher  fehlt,  auch  dann  konstant  bleibt,  wenn  der  Leiter  in  eii 
anderes  Dielektrikum  eingebettet  wird.  Die  durch  die  Polar i 
sation  des  Dielektrikums  abgeänderte  mittlere  Dichte( 
hingegen  ist  die  Dichte^)'  der  freien  Elektrizität  in  dei 
Maxwell-Hertzschen  Theorie. 

Als  resultierender  Mittelwert  des  elektrischen  Stromes  folg! 
aus  Gl.  (160),  (162)  und  (164  c): 

(165a)    ^=={^}^-f{^}^-f  {p[)^=i  +  ^  +  ccurlSR. 

Der  erste  Bestandteil,  der  von  den  Leitungselektro- 
nen herrührt,  stimmt  auch  für  magnetisierte  Leiter  mil 
der  Dichte  des  wahren  Leitungsstromes  in  der  Max 
well-Hertzschen  Theorie  überein.  Derselbe  bestimmt  di( 
Änderung  der  wahren  Ladung  der  Leiter.  Die  durch  die  Mit 
Wirkung  der  Magnetisierungselektronen  abgeänderte 
mittlere  Stromdichte  hingegen 
(165b)  V^i  +  ccurim 

ist  nichts  anderes  als  die  Dichte  des  freien  Strömet 
in  der  Maxwell-Hertzschen  Theorie  (Bd.  L  §57  Gl.  176) 
Wie  ordnen  sich  nun  die  Vektoren  ^  und  ^,  f8  und  f 
den  Mittelwerten  c  und  ^  der  mikroskopischen  Felder  zu,  au; 
welche  sich  die  Grundgleichungen  (Ja  bis  IVa)  beziehen?  Wii 
sehen  sofort,  daß  wir  der  quellenfreien  Verteilung  des  Vektori 
83  der  magnetischen  Induktion  gerecht  werden,  wenn  wir  setzei 
(166)  ©  =  ^. 

Alsdann  führt  (IIa)  auf  die  zweite  Hauptgleichung  (Bd.  I,  §  59) 
bei  Ausschluß  eingeprägter  Kräfte,  wenn  e  gleich  @  gesetzt  wirc 
(166a)  @  =  e. 

Die  Elektronentheorie  setzt  die  Vektoren  ©  und  % 
der   Maxwellschen   Theorie    gleich    den   Mittelwertei 
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der  mikroskopisclien  Feldstärken  ^  und  e.  Hier  wird  von 
vornherein  ein  Standpunkt  eingenommen,  welcher  nicht  die  Hertz- 
Heavisidische  Analogie  der  Vektoren  @  und  §  einerseits,  ^  und  ö 
mdererseits  zugrunde  legt.   Die  Symmetrie  der  elektrischen  und 

agnetischen  Größen  wird  von  der  Elektronentheorie  aufgegeben; 
ihren  Grundgleichungen  spielt  bereits  ^  eine  andere  Rolle 

ie  e,  was  daher  rührt,  daß  zwar  Elektrizität  und  elektrischer 
^^onvektionsstrom,  aber  keineswegs  Magnetismus  und  magne- 
äscher  Konvektionsstrom  angenommen  werden. 

Die  Einführung  der  Definitionen  (166)  und  (166  a)  sowie 
ies  für  die  Stromdichte  erhaltenen  Mittelwertes  (165  a)  in  die 
3rste  Grundgleichung  (la)  ergibt 

curl  35  =  -^-^ -^  -\-  —  +  4:7t  curl  SR. 

c  öt    ^     c    dt    ^      c      ' 

Die  beiden  ersten  Glieder,  der  Verschiebungsstrom 
im  Äther  und  der  Polarisationsstrom  im  Körper,  er- 
geben zusammen  den  Verschiebungsstrom  der  Maxwell- 
ichen  Theorie.  Bestimmt  man  nun  weiter  die  Vektoren  ^ 
and  §,  wie  folgt: 
(I66b)  ^  =  ^-j-4:7t%        §  =  »-4;r9W, 

80  wird  die  erste  Hauptgleichung  der  Maxwellschen  Theorie 
[Bd.  I,  §  59,  Gl.  la)  erfüllt.  Aus  (Hla)  folgt  schließlich  mit 
Rücksicht  auf  (165)  und  (166  a,  b)  die  von  der  Maxwellschen 
Theorie  geforderte  Beziehung  zwischen  der  elektrischen  Ver- 
schiebung 2)  und  der  Dichte  q  der  wahren  Elektrizität. 

Die  Elektronentheorie  bestimmt  die  beobachtbaren 
elektromagnetischen  Vektoren  durch  (166)  und  (166a,  b) 
and  gelangt  so  zu  den  Hauptgleichungen  der  Maxwell- 
schen Theorie  für  ruhende  Körper: 

(ib) 

(üb) 
(üib) 

[IVb) 


curl  §  = 

1  dt)        47ri 

c    dt    ^     c    ' 

curl  e  = 

1  a» 

c  dt ' 

div  2)  = 

Q^ 

div  ©  = 

0. 

■fc 
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Dabei  setzt  sie  —  daß  muß  besonders  betont  werden  — 
die  Mittelwerte  der  Dichten  der  Elektrizität  und  des 
elektrischen  Stromes,  welche  von  den  freien  und  von 
den  gebundenen  Elektronen  herrühren,  keineswegs 
gleich  Q  und  i.  Vielmehr  wird  der  Mittelwert  der  elek- 
trischen Dichte  der  freien  Dichte  der  Maxwell-Hertz- 
schen  Theorie  gleichgesetzt,  der  Mittelwert  des  Kon- 
vektionsstromes  derElektronen  dem  freienStrome,  ver- 
mehrt um  den  an  der  Materie  haftenden  Anteil  des  Ver- 
schiebungsstromes (vgl.  165  und  165a,  b). 

Aus  den  Hauptgleichungen  ergeben  sich  die  Feldgleichungen 
der  MaxweU-Hertzschen  Theorie  (Bd.  I,  §  60)  durch  Hinzufügung 
der  Beziehungen,  welche  %  mit  i  und  2),  §  mit  ö  verknüpfen. 
Die  Elektronentheorie  gelangt  zu  diesen  Beziehungen,  indem 
sie  die  Veränderungen  betrachtet,  welche  die  Lage  und  der  Be- 
wegungszustand der  Elektronen  infolge  der  Einwirkung  äußerer 
Felder  erfährt.  Wir  werden  diese  Betrachtungen  in  den  nächsten 
Paragraphen  durchführen. 

Von  eingeprägten  Kräften  haben  wir  bei  der  Ableitung  der 
Hauptgleichungen  abgesehen.  Die  Maxwellsche  Theorie  versteht 
unter  eingeprägten  elektrischen  Kräften  solche,  welche  unabhängig 
von  wahrnehmbaren  elektromagnetischen  Ursachen  sind  und  mit 
irgendwelchen  sonstigen  physikalischen  oder  chemischen  Zu- 
ständen des  Körpers  verknüpft  sind  (Bd.  I,  §  49).  Nach  der 
Elektronentheorie  ist  die  eingeprägte  Kraft  eine  äußere,  an  den 
Elektronen  angreifende  Kraft.  Da  nun  nach  den  Grundhypothesen 
der  Elektronentheorie  nur  elektromagnetische  Kräfte  es  sind, 
welche  an  den  Elektronen  angreifen,  so  müßte  man  fordern, 
daß  die  eingeprägten  Kräfte  auf  die  elektromagnetischen  Kräfte 
verborgener  Felder  zurückgeführt  würden.  Dieses  Ziel  ist  noch 
keineswegs  erreicht.  In  vielen  Fällen  macht  man,  um  zur  Über- 
einstimmung mit  den  Ergebnissen  der  Beobachtung  zu  gelangen, 
für  die  an  den  Elektronen  angreifenden  Kräfte  geeignete  An- 
sätze, ohne  sie  weiter  elektrodynamisch  zu  begründen. 
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§  29.  Dispersion  der  elektromaguetisch^n  Wellen. 

Wir  betrachten  einen  unmagnetisierbaren  homogenen  Isolator. 
Die  für  einen  solchen  geltenden  Feldgleichungen  werden  in  der 
Maxwellschen  Theorie  erhalten^  indem  Wl  und  i  gleich  Null  und 
(167)  2)  =  £©,         47t^  =  (£  _  1)  ^ 

gesetzt  werden.  Die  Dielektrizitätskonstante  6  wird  dabei  als 
Materialkonstante  des  betreffenden  Isolators  betrachtet  und  die 
erhaltenen  Feldgleichungen  werden  auch  auf  die  Felder  der  Licht- 
wellen angewandt  (Bd.  I,  §  68). 

Die  Elektronentheorie  führt  die  elektrische  Polarisation  auf 
eine  Verschiebung  der  gebundenen  Elektronen  zurück.  Die  Pro- 
portionalität der  Momente  der  Polarisationselektronen  zur  elek- 
trischen Feldstärke  erklärt  sie  durch  Annahme  quasielastischer 
Kräfte,  welche  dieselben  in  ihre] Gleichgewichtslagen  zurückziehen. 
Solche  quasielastischen  Kräfte  sind  schon  früher  eingeführt 
worden,  um  die  Entstehung  der  in  der  Lichtemission  sich  kund- 
gebenden Eigenschwingungen  zu  erklären.  Die  Eigenschwin- 
gungen ergaben  sich  ohne  weiteres  aus  der  Annahme  quasi- 
elastischer Kräfte  und  aus  der  trägen  Masse  der  Elektronen. 
Allerdings  konnte  die  Annahme  quasielastischer  Kräfte  nur  als 
eine  Arbeitshypothese  gelten,  die  solange  von  Nutzen  war,  als 
man  den  Bau  der  Moleküle,  und  die  auf  ihre  Elektronen  wirkenden 
Kräfte,  nicht  kannte. 

Nun  waren  bekanntlich  durch  Annahme  von  Eigenschwin- 
gungen in  den  Molekülen  der  lichtbrechenden  Körper  von  Sell- 
meier,  Ketteier  und  Helmholtz  die  Erscheinungen  der  Dispersion 
erklärt  worden.  Man  gelangte  zu  einer  elektromagnetischen 
Theorie  der  Dispersion,  indem  man  der  trägen  Masse  der  von 
den  Lichtwellen  in  Schwingungen  versetzten  elektrischen  Teilchen 
Rechnung  trug.  Wir  werden  bei  der  Darstellung  der  Elektronen- 
theorie der  Dispersion  uns  insbesondere  an  H.  A.  Lorentz^), 
P.  Drude^)  und  M.  Planck^)  anschließen. 

1)  H.  A.  Lorentz,  Ann.  d.  Phys.  9.  (1880)  S.  641.  Akad.  v.  Wet.  te 
Amsterdam  6.  (1898)  S.  613. 

2)  P.  Drude,  Ann.  d.  Phys.  48.  (1893)  S.  536.    14.  (1904)  S.  677. 

3)  M.  Planck,  Berl.  Ber.  (1902)  S.  470. 
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Wir  betrachten  eine  ebene  homogene  elektromagnetische 
Welle,  welche  in  dem  homogenen  isotropen  Dielektrikum  parallel 
der  ic-Achse  fortschreitet;  die  Welle  sei  geradlinig  parallel  der 
;2r-Achse  polarisiert,  d.  h.  die  magnetischen  Vektoren  §  =  © 
fallen  in  die  ;2- Achse  und  die  elektrischen  ^  und  ^  in  die  i/- Achse. 
Die  Hauptgleichungen  (Ib,  IIb)  ergeben 

ex         c    dt   ^  dx  c     dt' 

mithin  nach  Elimination  von  ^^ 

(167a)  h"^-^- 

Für  monochromatische  WeUen  von  der  Frequenz  v  wird 
nun  die  Abhängigkeit  der  Komponenten  (^^  und  2)  von  x  und  t 
durch  den  komplexen  Faktor 

(nx\ 


gekennzeichnet    sein,   wo  —    die   Geschwindigkeit  der  Wellen, 
n  demnach  den  Brechungsindex  des  Körpers  angibt. 
Aus  (167  a)  folgt  für  diese  WeUen: 
3),  =  »^«,. 

Die  Maxwellsche  Theorie  behauptet,  daß  ^  und  d  in  einem 
konstanten,  von  der  Frequenz  unabhängigen  Verhältnis  zuein- 
ander stehen;  sie  gelangt  so  zur  Maxwellschen  Beziehung  w^  =  £ 
(Bd.  I,  §  68.  Gl.  205 d).  Wenn  wir  auch  diese  Beziehung  nicht 
als  allgemein  gültig  annehmen,  so  müssen  wir  doch  fordern, 
daß  bei  gegebener  Frequenz  v 
(167b)  2)  =  ^2(1^         4;r^  =  (w2-l)d 

gelte,  wo  n  eine  zunächst  noch  unbekannte  Konstante  ist. 
Denn  nur  dann  folgt  aus  den  Hauptgleichungen  auf  Grund 
von  (167  a)  das  von  der  Erfahrung  bestätigte  Ergebnis,  daß  in 
einem  homogenen  isotropen  durchsichtigen  Körper  monochro- 
matische Lichtwellen  von  gegebener  Frequenz  nach  allen  Rich- 
tungen mit  der  gleichen,  von  der  Lichtstärke  unabhängigen 
Geschwindigkeit  sich  fortpflanzen.  Der  Brechungsindex  w,  der 
in    (167  b)    eingeht,    kann    allerdings    von    der    Frequenz    der 
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Schwingungen,  d.  h.  von  der  Wellenlänge  des  Lichtes  abhängen; 
diese  Abhängigkeit  bedingt  eben  die  Farbenzerstreuung. 

Die  Elektronentheorie  bringt  den  Brechungsindex  in  Zu- 
sammenhang mit  der  Zahl  und  den  Eigenschaften  der  Polari- 
sationselektronen, indem  sie  die  elektrischen  Momente  derselben 
mit  der  Feldstärke  verknüpft.  Sie  geht  dabei  aus  von  der 
Schwingungsgleichung  (56,  56  a)  der  freien  Eigenschwingungen 
eines  Dipols,  in  deren  rechte  Seite  die  äußere  elektromagne- 
tische Kraft  einzuführen  ist.   Es  wird 

(168)  ^  +  J^p-^r. 

Wir    nehmen    nur    eine     einzige    Elektronenart    als    mij;- 
schwingend  an,  und  zwar  sei  p  die  Zahl  der  Elektronen  im 
Molekül,  N  die  Zahl  der  Moleküle  im  cm^   Die  Polarisation  der 
Volumeinheit  wird  dann  gemäß  (161c) 
(168a)  ^  =  Npp, 

Auf  den  Fall  verschiedener  Elektronenarten  kann  man  die 
Ent Wickelungen  ohne  Schwierigkeit  ausdehnen. 
■Die  auf  die  Einheit  der  Ladung  berechnete  äußere  Kraft  ist 

wobei  unter  c"  und  ^'^  der  elektrische  und  der  magnetische 
Vektor  des  äußeren  Feldes  im  Äther  zu  verstehen  sind.  Das 
zweite  Glied  in  (168  b)  pflegt  man,  wenn  kein  konstantes 
äußeres  magnetisches  Feld  mitwirkt  und  nur  das  magnetische 
'1  der  Licht weUen  selbst  in  Frage  kommt,  gegen  den  ersten 
zu  vernachlässigen,  indem  man  die  Geschwindigkeit  der  schwin- 
genden Elektronen  als  klein  gegen  die  Lichtgeschwindigkeit 
betrachtet. 

Es  folgt  aus  (168)  und  (168  a,  b): 

(169)  ^  +  ^^*  =  ^^>-^-"?- 

Dabei   ist  unter   c"  ein  Mittelwert  des  Vektors  c"  zu  ver- 
stehen;   derselbe    ist  jedoch    keineswegs    mit    dem    Mittelwert 
ia  des   vorigen  Paragraphen   zu   verwechseln.    Der  Mittel- 


ib)  5"=t°+^[»i|"L 
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wert  c  bezog  sich  nämlich  auf  ein  physikalisch  unendlich  kleines 
Gebiet  des  Raumes;  der  Mittelwert  e"  ist  nur  für  diejenigen 
Raumpunkte  zu  bilden,  in  welchen  sich  mitschwingende  Elek- 
tronen befinden.  Auch  handelt  es  sich  nicht  um  den  gesamten 
Wert  des  Vektors  t,  vielmehr  ist  in  t"'  das  vom  Elektron  selbst 
erregte  Feld  fortgefallen.  Die  Berechnung  des  Mittelwertes  e^ 
erfordert  einige  Überlegung.  | 

Wir  legen  um  den  Punkt,  für  welchen  e"  berechnet  werdeif 
soll,  eine  Kugel  mit  dem  physikalisch  unendlich  kleinen  Radius  JR; 
es  heißt  das,  es  soll  B  klein  gegen  die  Wellenlänge  sein  und 
doch  die  Kugel  eine  große  Zahl  von  Elektronen  einschließen. 
Du  R  klein  gegen  die  Wellenlänge  ist,  so  werden  innerhalb  der 
Kugel,  und  auch  auf  ihrer  Oberfläche,  die  Vektoren  (B  und  ^i; 
konstant  sein.  Zu  dem  Vektor  t^  werden  nun  erstens  diejenigen 
Elektronen  einen  Beitrag  liefern,  die  innerhalb  der  Kugel  sich 
befinden,  und  zweitens  diejenigen  außerhalb  der  Kugel.  Den 
letztgenannten  Bestandteil  der  elektrischen  Kraft  bestimmen  wir, 
indem  wir  aus  dem  Innern  der  Kugel  die  Elektronen  fortge- 
schafi't  denken;  nach  Fortschafi'ung  aller  Elektronen  aus  dem 
Innern  der  Kugel  weicht  das  Feld  im  Innern  von  dem  Felde  ^ 
der  LichtweLlen  im  Körper  nur  aus  dem  Grunde  ab,  weil  sich 
jetzt  auf  ihrer  Oberfläche  eine  Schicht  freier  Ladungen  befindet. 
Die  Einwirkung  dieser  Schicht  können  wir,  da  der  Radius  der 
Kugel  klein  gegen  die  Wellenlänge  ist,  auf  Grund  elektrosta- 
tischer Betrachtungen  ermitteln.  Wir  hatten  in  Bd.  I,  §  39  eine 
ähnliche  Aufgabe  gelöst;  wir  hatten  das  von  einer  gleichförmig 
polarisierten  Kugel  erregte  Feld  im  Innern  gleich —  ^  ge- 
funden (Gl.  136  b)  Nun  ist  die  Feldstärke  durch  die  freien  La4 
düngen  bestimmt ;  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  außerhalb  der ' 
Kugel  die  konstante  Polarisation^  herrscht  und  das  Innere  der 
Kugel  nicht  polarisiert  ist,  ist  die  Dichte  der  freien  Elektrizität 
auf  der  Kugelfläche  offenbar  die  entgegengesetzte  wie  in  dem 
damals  behandelten  Falle,  wo  das  Kugelinnere  gleichförmig 
polarisiert,  das  Äußere  aber  nicht  polarisiert  war.  Es  gibt  demnach 
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den  Wert  von  e'*  an,  den  man  erhält,  wenn  man  diejenigen 
Kräfte  nicht  berücksichtigt,  die  von  den  Elektronen  innerhalb 
der  Kugel  herrühren.  Für  den  Mittelwert  der  Summe  dieser 
von  den  Polarisationselektronen  der  benachbarten  Moleküle 
ausgeübten  Kräfte  setzt  nun  H.  A.  Lorentz  4:c5^,  wo  s  eine 
Konstante  bedeutet,  und  erhält  so 
(169a)  F=  e  +  4ä  (I-  + 5)  gJ. 

Für  feste  Körper,  bei  denen  man  eine  geordnete  Lagerung 
der  Moleküle  und  Elektronen  anzunehmen  hat,  wird  im  allge- 
meinen eine  von  den  Momenten  der  benachbarten  Moleküle 
und  Elektronen  herrührende  Kraft  zu  berücksichtigen  sein. 
Bei  Flüssigkeiten  und  Gasen  hingegen,  wo  regellose  Änderungen 
in  der  Anordnung  der  Moleküle  stattfinden,  wird  es  gestattet 
sein,  mit  M.  Planck  anzunehmen,  daß  die  Einwirkungen  der 
innerhalb  der  Kugel  befindlichen  Elektronen  sich  im  Mittel 
aufheben,  und  s  demnach  gleich  NuU  zu  setzen.  Wir  ziehen 
es  indessen  vor,  zunächst  noch  die  Konstante  s  beizubehalten. 
Wir  umfassen  dann  auch  die  Theorie  von  P.  Drude,  in  welcher 
e"  einfach  gleich  der  Feldstärke  ^  der  Lichtwellen  gesetzt  wird; 
der  Drudesche  Ansatz  geht  aus  dem  Lorentzschen  hervor,  indem 

s  =  —  l  gesetzt  wird. 

Unter  Annahme  rein  periodischer  Schwingungen  von  der 
Frequenz  v  folgt  aus  (169)  und  (169a) 

(169b)       (k'-v')  ^  =  Np-'^{^-]-4.7t[\  +  s)  qj}. 

Hieraus  in  Verbindung  mit  (167  b),  erhalten  wir 

(P_  ^«)  .  (n«- 1)  =  4«i^r^  .  ^'{l  +  (n^- l)(i  +  s)|- 

Die  Konstante  k  der  Schwingungsgleichung  (168)  ist  nichts 
anderes  als  die  Frequenz  der  Eigenschwingungen  der  Polarir 
sationselektronen.  Führen  wir  statt  der  Frequenzen  k,  v  de- 
Eigenschwingungen und  der  erzwungenen  Schwingungen  deren 
im  leeren  Räume  gemessene  Wellenlängen  ein: 

h-    k    7      '^""IT^  so  wird 
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wo 


(170a)  y  =  ^^  gesetzt  ist. 

Die  Dispersionsformel  (170)  drückt  die  Änderung 
des  Brechungsindex  n  mit  der  Wellenlänge  X  aus. 
Setzt  man  s  =  0,  so  wird 

(170b)  »'+2_3,1  1 


Da  y  der  Zahl  N  der  Moleküle  proportional  ist,  so  muß  bei 
einer  Dichteänderung  des  Körpers  für  Licht  bestimmter  Farbe 
die  Funktion  (w*  —  l)/{n^  +  2)  des  Brechungsexponenten  der 
Dichte  proportional  sein,  wenn  anders  die  Zahl  der  mitschwin- 
genden Elektronen  im  Molekül  und  die  Wellenlänge  ihrer  Eigen- 
schwingung sich  nicht  mit  der  Dichte  ändern.  Dieses  Lorentz- 
Lorenzsche  Gesetz  hat  sich  vielfach  bestätigt  gefunden.  Es 
hat  sich  auch  ergeben,  daß  für  Mischungen  die  Größe  (w^—  1)/ 
(n^  -f  2)  sich  aus  den  Beiträgen  der  Komponenten  nach  der 
Mischungsregel  berechnen  läßt.  Auch  auf  chemische  Verbin- 
dungen hat  man  diese  Regel  angewandt  und  sie  hat  sich  in  vielen 
FäUen  bewährt.  Man  darf  in  solchen  Fällen  annehmen,  daß  die 
Polarisationselektronen  am  Atome  haften,  und  daß  ihre  Zahl  und 
ihre  Eigenschwingung  bei  der  chemischen  Bindung  der  Atome 
erhalten  bleiben. 

Wir  schreiten  zur  Erläuterung  der  Dispersionsformel  (170). 
Wir  unterscheiden  dabei  verschiedene  Fälle. 

A)  Xq  klein  gegen  A.  Hier  kommt  auf  der  rechten  Seite 
von  (170)  das  mit  X  veränderliche  Glied  nicht  in  Betracht,  und 
es  ergibt  sich  für  die  linke  Seite  ein  positiver,  konstanter 
Wert.  Eigenschwingungen,  die  sehr  weit  nach  der  ultravio- 
letten Seite  hin  von  dem  betrachteten  Spektralbereich  entfernt 
liegen,  ergeben  demnach  zwar  eine  Brechung,  aber  keine  Dis- 
persion; das  hängt  damit  zusammen,  daß  die  Trägheit  der  mit- 
schwingenden Teilchen  nicht  in  Betracht  kommt,  wenn  die  Fre- 
quenz klein  gegen  die  Frequenz  der  Eigenschwingungen  ist. 
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B)  Xq  <  L  Die  rechte  Seite  von  (170)  ist  positiv  und 
Bimmt  mit  abnehmendem  X  ab.  Es  nimmt  daher,  wenn  man 
sich  von  der  roten  Seite  her  der  Wellenlänge  A^  der  Eigen- 
schwingung nähert,  der  Brechungsindex  zu,  d.  h.  es  liegt  der 
Fall  der  normalen  Dispersion  vor. 

C)  Xq  >  X.  Beim  Durchgang  durch  den  Wert  X  =  Xq  wech- 
selt die  rechte  Seite  von  (170)  das  Vorzeichen,  sie  wird  ne- 
gativ und  nimmt,  bei  weiterem  Fortschreiten  zu  kleineren 
Wellenlängen,  dem  Betrag  nach  zu.  Es  muß  demnach,  nach 
Drude  {s  =  —  l)  genau,  nach  Lorentz  und  Planck  ungefähr  bei 
der  Wellenlänge  der  Eigenschwingung,  n^  —  1  von  beträcht- 
lichen positiven  zu  negativen  Werten  übergehen.  Die  Wellen- 
längen, die  auf  der  violetten  Seite  der  Eigenschwingung  liegen, 
werden  also  schwächer  gebrochen  als  die  auf  der  roten  Seite  liegen- 
den. So  erklärt  man  die  anomale  Dispersion.  Beim  weiterem 
Fortschreiten  nach  der  violetten  Seite  des  Spektrums  nimmt  der 
Brechungsindex  wieder  zu,  indem  er  dem  Werte  1  zustrebt. 

D)  Xq  groß   gegen   X.   Der  Wert  1  des  Brechungsindex  ist 

thezu  erreicht.  Die  Eigenschwingung  beeinflußt  den  Brechungs- 
iex  überhaupt  nicht  mehr;  es  schwingen  die  Elektronen 
jht  mehr  mit. 
Man  wird  hiernach  aus  der  Gleichheit  der  Brechungsindizes 
les  Körpers  für  zwei  verschiedene  Wellenlängen  schließen 
dürfen,  daß  zwischen  diesen  beiden  Wellenlängen  keine  Eigen- 
schwingung der  Elektronen  liegt.  Insbesondere  wird  aus  der 
Übereinstimmung  des  Quadrates  der  Brechungsexponenten  für 
sichtbares  Licht  mit  der  Dielektrizitätskonstante,  die  beispiels- 
weise bei  Luft  und  Wasserstoff  festgestellt  ist,  zu  schließen 
sein,  daß  im  ultraroten  Spektralgebiete  keine  Eigenschwingungen 
liegen.  P.  Drude,  der  in  seiner  zweiten  Arbeit  über  Dispersion 
das  Beobachtungsmaterial  in  umfassender  Weise  vom  Stand- 
punkte der  Elektronentheorie  aus  sichtete,  kam  zu  dem  Schlüsse, 
daß  die  ultraroten  Eigenschwingungen  den  trägeren  positiven 
Elektronen,  die  ultrovioletten  den  mit  weit  geringerer  Trägheit 
behafteten  negativen  Elektronen  zuzuschreiben  sind.  Wenn  die 
Annahme  einer  einzigen  Eigenschwingung  zur  Darstellung  der 
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Beobachtungen  nicht  ausreicht,  so  wird  man  mehrere  annehmen, 
und  in  (170)  bzw.  (170  b)  rechts  Summen  über  alle  diese  Eigen- 
schwingungen setzen. 

Mit  einer  'einzigen  ultravioletten  Eigenschwingung  reicht 
man  beim  Helium  aus.  Hier  stellte  I.  Koch  ^)  seine  Beobachtungen 
im  Ultravioletten  (0,5462  •  10"*  >  A  >  0,2303  •  10"*)  durch  die 
Formel  dar 

(170c)  I  ^==  28860,8 -«^f^. 

Der  Vergleich  mit  (170b)  lehrt  die  Wellenlänge  der  ultra- 
violetten Eigenschwingungen  kennen 

(170d)  Ao  =  0,0485  ^  10-S 

und  außerdem  den  Zahlwert  der  Konstanten  y  (Gl.  170a).  Da 
aber  in  y  das  Produkt  aus  Molekülzahl  in  der  Volumeinheit  (JV) 
und  elektrischer  Eiementarladung  (e)  sich  aus  elektrochemi- 
schen Daten  bestimmt  (vgl.  §  1),  so  kann  aus  y  das  Produkt, 
von  p,  der  Zahl  der  mitschwingenden  negativen  Elektronen 
im  Molekül,  und  spezifischer  Ladung  rj  berechnet  werden.  Man 
findet  für  Helium  «t^  =  2  15  •  101 

Für  p  =  1  würde  die  spezifische  Ladung  zu  groß  werden.  Man 
wird,  auch  mit  Rücksicht  auf  die  doppelte  Valenz  des  Heliums, 
die  aus  der  Konstitution  der  a-Teilchen  sich  ergibt,  eher  ge- 
neigt sein,  p  =  2  zu  setzen,  d.  h.  zwei  mitschwingende  Elek- 
tronen anzunehmen.  Dann  wird  allerdings  die  spezifische  Ladung 

(170e)  rj  =  1,08  •  10' 

kleiner,  als  diejenige  freier  Elektronen. 

Bei  Wasserstojff  erweist  sich  zur  Darstellung  der  Dispersion  .  i 
im  ultravioletten  Spektrum^)  die  Annahme  zweier  Elektronen    j| 

1)  I.  Koch.  Archiv  f.  Math.  Astr.  o.  Fys.  Bd.  9,  Nr.  6,  (1913).  Die  Formel 
stellt  auch  die  Dispersion  des  Heliums  im  sichtbaren  Spektrum  gut  dar, 
welche  von  Gl.  u.  M.  Cuthbertson  (Proc.  Roc.  Soc,  A.  84.  (S.  13  (1911)  ge- 
messen worden  ist. 

2)  I.  Koch,  Archiv  f.  Math.,  Astr.  och  Physik.  Bd.  8,  Nr.  20  (1913). 
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von  verschiedenen  Eigenfrequenzen  als  notwendig;  die  spezi- 
fische Ladung  findet  sich  gleich 

(170f)  fj  -  1,05  .  101 

Auch  H.Erfle^)  und,  durch  Absorptionsbestimmungen,  I.  Königs- 
berger und  K.  Kilchling^)  finden  für  die  spezifische  Ladung  der 
gebundenen  Elektronen  durchweg  kleinere  Werte,  als  bei  freien 
Elektronen.  Man  kann  sie,  mit  I.  Koch,  auf  eine  induktive 
Koppelung  der  Elektronen  zurückführen;  die  Hypothese  der 
Koppelung  dient  auch  (vgl.  §  10)  zur  Deutung  der  anomalen  Zee- 
manefi'ekte. 

Von  N.  Bohr  ist  ein  ModeU  des  Wasserstoffmoleküles  ^)  an- 
gegeben worden;  nach  P.  Debye^)  ergibt  dieses  Modell  die  Dis- 
persionskurve des  Wasserstoffgases  im  Einklänge  mit  der  Er- 
fahrung, unter  Annahme  des  normalen  Wertes  der  spezifischen 
Ladung  der  Elektronen.  Doch  scheint  das  Bohr-Debyesche  ModeU 
aus  anderen  Gründen^)  nicht  annehmbar  zu  sein. 

Wir  haben  der  Absorption  des  Lichtes  bei  Wellenlängen, 
^Jche  den  Eigenschwingungen  der  Polarisationselektronen  ent- 
^Bchen,  nicht  Rechnung  getragen.  Zur  Darstellung  der  Ab- 
Rjrption  und  auch  zur  genaueren  Verfolgung  der  Dispersion 
durch  den  Absorptionsstreifen  hindurch  wäre  die  Einführung 
von  Dämpfungsgliedern  in  die  Schwingungsgleichung  (168) 
notwendig.  Man  kann  diese  Einführung  in  verschiedener  Weise 
vornehmen,  entweder,  indem  man  mit  P.  Drude  eine  der  Ge- 
schwindigkeit proportionale  Reibung  ähnlich  wie  in  der  ge- 
wöhnlichen Mechanik  annimmt,  oder  indem  man  mit  M.  Planck 
auch  hier  die  Dämpfungsglieder  als  Rückwirkung  der  Strahlung 
auffaßt,  wobei  diese  der  zweiten  Ableitung  der  Geschwindigkeit 
nach  der  Zeit  proportional  werden  (vgl.  §  9,  Gl.  58  b).  In  beiden 
Fällen  erklärt  sich  das  Auftreten  derselben  Linien  im  Emissions- 


1)  H.  Erfle,  Ann.  d.  Phys.  24.  (1907)  S.  672. 

2)  I.  Königeberger  und  K.  Kilchling,  Ann.  d.  Phys.  32.  (1910)  S.  843. 

3)  A.  Sommerfeld,  Atombau  und  Spektrallinien.  (1919)  S.  76. 

4)  P.  Debye,  Sitzungsber.  d.  Münch.  Akademie.  (1915)  S.  1. 
0^  A.  Sommerfeld,  1.  c.  S.  288,  510,  534. 
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Spektrum  und  im  Absorptionsspektrum  auf  Grund  der  allgemeinen  j 
Schwingungslehre;  die  Polarisationselektronen  sprechen  auf  die-|] 
jenigen  Wellen  an,  welche  mit  ihren  Eigenschwingungen  inRe-i 
sonanz  sind. 


§  30.  Magnetische  Drehung  der  Polarisationsebene. 

In  einem  früheren  Abschnitte  (§  10)  hatten  wir  von  den 
Veränderungen  gesprochen,  welche  die  Spektralinien  im  magna- 1 
Stichen  Felde  erfahren.  Im  einfachsten  Falle  des  normalen  Zee- 
maneffektes  werden  parallel  den  magnetischen  Kraftlinien  zwei 
zirkularpolarisierte  Wellen  ausgesandt;  der  Unterschied  ihrer 
Frequenzen  ist  gleich  der  spezifischen  Ladung  der  Elektronen., 
multipliziert  mit  der  magnetischen  Feldstärke  (Gl.  60  d).  Diese 
Veränderung  der  Eigenschwingungen  der  Elektronen,  die  sieb; 
in  den  Emissionsspektren  zeigt,  kommt  nun  auch  in  den  Ab- 
sorptionsspektren zur  Geltung.  An  Stelle  einer  einzigen  Linie 
des  Absorptionsspektrums  treten  bei  Einwirkung  eines  der  Fort- 
pflanzungsrichtung des  Lichtes  parallelen  magnetischen  Feldes 
deren  zwei,  in  denen  die  rechts-  bzw.  linkszirkulare  Welle  ab- 
sorbiert wird.  Dem  direkten  Zeemaneffekt  des  Emission  triti 
der  inverse  Zeemaneffekt  der  Absorption  gegenüber.  Die 
Theorie  dieser  Erscheinung  ist  von  W.  Voigt  ^)  im  Anschlüsse 
an  die  Drudesche  Theorie  der  Dispersion  entwickelt  worden. 
Die  dabei  sich  ergebenden  Einzelheiten  hat  die  Beobachtung 
vielfach  bestätigt. 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gesehen,  daß  die  Eigen- 
schwingungen der  Elektronen  auch  außerhalb  des  Resonanz- 
bereiches von  Einfluß  sind,  daß  sie  nämlich  zu  einer  Dispersion 
des  Lichtes  Veranlassung  geben.  Beim  Hinzutreten  eines  magne- 
tischen Feldes  werden  nun  die  Frequenzen  der  rechts-  und  links 
zirkulären  Eigenschwingungen  der  Elektronen  in  verschiedener 
Weise  abgeändert.  Damit  hängt  es  zusammen,  daß  parallel  den 
magnetischen  KraftHnien  die  rechts-  und  linkszirkularen  Kom 
ponenten  des  einfallenden  Lichtes  mit  verschiedenen  Geschwin 


M 


1)  W.  Voigt,  Ann.  d.  Phys.  67.  (1899)  S.  345. 
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digkeiten  fortgepflanzt  werden^  uud  daß  so  eine  Drehung  der 
Polarisationsebene  zustande  komrot.  Die  Theorie  der  magne- 
tischen Drehung  der  Polarisationsebene  wollen  wir  in  diesem 
Paragraphen  behandeln. 

Wir  schließen  Leitungselektronen  und  Magnetonen  aus.  Die 
beiden  Hauptgleichungen  (Ib,  IIb)  des  §  28  ergeben  dann 

(171)  curl§  =  ^^^^,         curie  =  -Hf;  (171a) 

dabei  ist  nach  (166  b)  zu  setzen 
(171b)  2)  =  (i  +  4;rq5. 

Dieses  Gleichungssystem  ist  durch  Einführung  der  Beziehung 
zu  ergänzen,  welche  den  Vektor  ^,  die  auf  die  Volumeinheit 
bezogene  elektrische  Polarisation,  mit  der  elektrischen  Feld- 
stärke @  verknüpft.  Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen,  von 
der  Schwingungsgleichung  (168)  ausgehend,  diese  Beziehung 
abgeleitet,  wobei  wir  indessen  von  einer  Einwirkung  magnetischer 
Kräfte  auf  die  Elektronen  abgesehen  haben.  Wir  haben  jetzt 
den  Einfluß  eines  konstanten  magnetischen  Feldes  auf  die  Elek- 
tronenschwingimgen  in  Betracht  zu  ziehen;  wir  wollen  (Jpsselbe 
der  ;?- Achse  parallel  annehmen  und  den  Betrag  der  Feldstärke 
mit  H  bezeichnen,  zum  Unterschiede  von  der  periodisch  ver- 
änderlichen Feldstärke  §  der  Lichtwellen.  Die  Differentialglei- 
chungen, welche  für  die  Komponenten  von  ^  gelten,  gehen  aus 
den  Gleichungen  (59  a,  b,  c)  der  Eigenschwingungen  hervor, 
indem  die  äußeren  elektrischen  Kräfte  in  der  im  vorigen  Para- 
graphen dargelegten  Weise  eingeführt  werden.  An  Stelle  der 
Gleichungen  (169,  169a)  treten  dann  die  folgenden: 

(i7id)    ^  +  ^.^..  =  ^£^:{g,+4«(i+s)fp.}. 

Wir  wollen  monochromatische  transversale  Lichtwellen  be- 
trachten, welche  sich  parallel  den  Magnetkraftlinien  fortpflanzen. 

Abraham,  Theorie  der  ElektriziUt.   II.    4.  Aufl.  17 


(171c) 
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Wir  suchen  demgemäß  die  Gleichungen  durch  Annahme  homo- 
gener ebener  Wellen  zu  erfüllen,  in  denen  die  Feldstärken  von  t 
und  ^  in   der  Weise  abhängen,   wie  es  durch  den  komplexen 

Faktor  e  ^  '^ '  zum  Ausdruck  gebracht  wird.  Die  longitu- 
dinalen  Komponenten  §^,  %^  und  ^^  sind  dabei  gleich  Null  zu 
setzen,  und  es  wird,  gemäß  (171,  171b) 

während  aus  (171a)  folgt         n^y  =  —  §^,     n^^  =  ^y. 
Durch  Elimination  von  §^,  §^  folgt 

(172)  4*Sp,=  («^-l)e„    4«SP„  =  («^  -  1)  e^, 

welches  auch  immer  der  Polarisationszustand  der  Welle  sein  mag. 

Wir  wollen  nun  unter  n'  bzw.  n"  die  Brechangsindizes 
der  rechts-  bzw.  linkszirkularpolarisierten  WeUen  verstehen, 
welche  sich  im  magnetischen  Felde  fortpflanzen. 

Bei  Fortpflanzung  parallel  der  ;^- Achse  gilt 
(172a)  §y  =  ±  i^:c  i^nd  daher 

(172b)  @^  =  +  ,-@^,     5p^  =  +  .^,, 

wobei  %as  obere  Vorzeichen  sich  auf  die  rechtszirkulare,  das 
untere  auf  die  linkszirkulare  Schwingung  bezieht;  erstere  ent- 
spricht einer  negativen,  letztere  einer  positiven  Drehung  um  die 
^-Achse.  Die  Einführung  von  (172)  und  (172b)  in  (171c)  ergibt 

(„.  _  1)  {fc.  _  ,.  +  ,^H]  =  **Ä'  { 1  +  („.  _  1)  (1  +  ,)} 

od«r 

(173)  _^-^+|  +  .  =  j_^-,{F-.^T.^fi^). 

Diese  erweiterte  Dispersionsgleichung  bestimmt 
die  Brechungsindizes  und  somit  die  Geschwindigkeiten 
derbeiden  denMagnetkraftlinien  parallel  fortgepflanz- 
ten zirkularpolarisierten  Wellen.  Der  Klammerausdruck 
auf  der  rechten  Seite  verschwindet  für  diejenigen  Frequenzen  v 
■der  Lichtschwingungen,  welche  den  durch  das  magnetische  Feld 
abgeänderten  Eigenschwingungen  der  Elektronen  entsprechen 
(Gl.  60b).  Da  wir  indessen  die  Absorptionsglieder  der  Schwin-  | 
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i  gungsgleichungen  gestrichen  haben,  so  müssen  wir  uns  ein  Ein- 
f  gehen  auf  die  innerhalb  des  Absorptionsstreifens  zu  beobach- 
.  tenden  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  versagen  und  uns  auf 
solche  Schwingungszahlen  beschränken,  welche  von  denjenigen 
der  Eigenschwingungen  einigermaßen  entfernt  sind.  Hier  bedingt 
der  Einfluß  des  magnetischen  Feldes  nur  eine  geringe  Abände- 
rung des  Brechungsindex. 

Verstehen  wir  unter  n  die  gemeinsame  Geschwindigkeit  der 
beiden  Wellen  vor  Erregung  des  magnetischen  Feldes,  welche 
bestimmt  ist  durch 

«0  darf  gesetzt  werden 
i       ,  ,         ,    d   /     1     \  1  1  „         m 


4:nNpe* 


f andererseits  aus  (173a)  folgt: 

dn  d    /      1     \ o  ^ 

dv  dn  \n^  —  1/  ^  ^vNpe^^ 

jrhalten  wir 


;b) 


,    1      Tj^dn 
\      Tjdn 


Durch  die  Differenz  der  Brechungsindizes  der  rechts-  und 
ikszirkularpolarisierten  Welle  bestimmt  sich  jetzt  die  Drehung 
der  Polarisationsebene.  Diese  Ebene  ist  durch  den  magnetischen 
Vektor  §  der  Licht  welle  gegeben,  welche  durch  Überlagerung 
zweier  rechts-  bzw.  linkszirkularer  Wellen  gleicher  Amplitude 
entsteht. 

Wir  können  mit  Rücksicht  auf  (172a)  und  (173b)  schreiben: 

§^  =  -^6    \      cJ^e    ^      ^/j  =  ^e    V     ^/cosV       2c       /' 

17* 


252  Ruhende  Körper 

Wir  können  demgemäß  den  Vorgang,  der  durch  Überlagerung 
der  beiden  zirkularpolarisierten  Wellen  entstellt,  auffassen  als  : 
eine  Fortpflanzung  einer  geradlinig  polarisierten  Welle  mit  der 
ursprünglichen,  durch  den  Brechungsindex  n  gekennzeichneten 
Geschwindigkeit,  verbunden  mit  einer  Drehung  der  Polarisations- 
ebene. Die  Polarisationsebene,  die  für  ^  =  0  in  die  (a;2j)-Ebene 
fiel,  ist  nach  Durchlaufung  der  Strecke  s  um  den  Winkel 

(173c)  .  =  "^'--ft^ 

in  positivem  Sinne  um  die  ^- Achse  gedreht.    Die  sogenannte 
„Rotationskonstante''  Hj  welche  durch 

(174)  m  =  BzH 

bestimmt  ist,  folgt  aus  (173b): 

(174a)  B  =  y4^'- 

Da  sich  im  vorigen  Paragraphen  der  Differentialquotient 
des  Brechungsindex  n  nach  der  Frequenz  v  außerhalb  des  Ab- 
sorptionsstreifens stets  positiv  ergeben  hat,  und  da  r^  eine  posi- 
tive den  Betrag  der  spezifischen  Ladung  der  negativen  Elek- 
tronen anzeigende  Konstante  ist,  so  findet  die  Drehung  der 
Polarisationsebene  in  positivem  Sinne  um  die  mit  der  magne- 
tischen Feldrichtung  zusammenfallende  Fortpflanzungsrichtung 
des  Lichtes  statt.  Es  erfolgt  also  die  Drehung  derPolari- 
sationsebene  im  Sinne  der  elektrischen  Ströme,  welche 
den  Elektromagneten  erregen.  Wird  der  Strom  kommutiert, 
so  daß  die  Richtung  des  magnetischen  Feldes  sich  umkehrt  und 
nun  der  Fortpflanzungsrichtijng  entgegen  gerichtet  ist,  so  kehrt 
sich  auch  der  Drehsinn  der  Polarisationsebene  um.  Behält  hin- 
gegen das  magnetische  Feld  seine  Richtung  im  Räume  bei, 
während  die  Strahlrichtung  durch  Reflexion  umgekehrt  wird, 
so  geht  die  Drehung  im  Räume  in  demselben  Sinne  weiter. 
,  Die  obige  Regel  über  den  Drehsinn  der  Polarisationsebene 
gilt  natürlich  nur  dann,  wenn  die  Voraussetzungen  zutreffen, 
aus  der  wir  sie  abgeleitet  haben,  d.  h.  wenn  die  magnetische 
Drehung  wirklich  auf  die  Schwingungen  der  negativen  Elek- 
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tronen  allein  zurückzuführen  ist,  und  wenn  die  Mitwirkung  von 
Magnetonen  ausgeschlossen  ist.  Bei  ferroraagnetischen  Körpern, 
z.  B.  hei  Lösungen  von  Eisensalzen,  gilt  sie  nicht  immer.  Eben- 
sowenig dürfte  sie  zutreffen,  wenn  die  ultraroten  Eigenschwin- 
gungen der  positiven  Elektronen  für  die  Drehung  wesentlich 
in  Betracht  kämen,  was  allerdings  infolge  ihrer  geringen  spezi- 
fischen Ladung  kaum  anzunehmen  ist. 
Wir  können  (174a)  auch  schreiben 

(174b)  ^  =  -Ä^f?- 

Ist  die  Dispersionskurve  gegeben,  so  kann  hieraus  die  ma- 
gnetische Drehung  und  ihre  Abhängigkeit  von  der  Wellenlänge 
ermittelt  werden.  Auf  diesen  Zusammenhang  hat  H.  Becquerel^) 
hingewiesen;  er  besteht  in  manchen  Fällen  wirklich,  wie  er  sich 
denn  auch  aus  der  allgemeineren  Theorie  von  W.  Voigt  für  den 

Ieziellen  FaU  eines  einzigen  Absorptionsstreifens  ergibt.  Die 
k  der  Elektronentheorie  geforderte  Bedeutung  der  multiplika- 
fen  Konstanten  der  Formel  (174  b)  gestattet  es,  aus  der  be- 
achteten magnetischen  Drehung  die  spezifische  Ladung  der 
Iwingenden  Elektronen  zu  berechnen. 
So  findet  ü.  Meyer  ^)  aus  der  Rotationspolarisation  im  ultra- 
roten folgende  Werte  der  spezifischen  Ladung 

Steinsalz  rj  =  1,51  •  10^,         Flußspat  r]  =  1,21  •  10^, 
Sylvin      r^  =  1,42  •  10',         Wasser    t?  =  1,47  •  101 

Wie  man  sieht,  sind  alle  diese  Werte  kleiner  als  die  spezifische 
Ladung  der  freien  Elektronen.  Die  Deutung  dieser  Abweichung 
würde  die  Berücksichtigung  der  Koppelung  der  im  Moleküle 
schwingenden  Elektronen,  und  der  krystallinischen  Struktur 
der  ersten  drei  Stoffe,  erfordern. 

§  31.  Magnetisierung.  ^ 

Wir  haben  (§  25)  unter  einem  Magneton  ein  System  von  n 
rotierenden  und  umlaufenden  Elektronen  verstanden,  von  ver- 

1)  H.  Becquerel.    C.  R.  125  (1897)  S.  679. 

2)  U.  Meyer.    Ann.  d.  Phys.  30  (1909)  S.  607. 


^: 


254  Ruhende  Körper 

schwindender  Gesamtladung  und  Gesamtpolarisation.  Wir  haben 
nachgewiesen,  daß  ein  solches  System,  was  den  zeitlichen  Mittel- 
wert des  in  der  nächsten  Umgebung  erregten  Feldes  anbelangt, 
einem  magnetischen  Dipol  vom  Moment 

n 

(175)  1=2'"« 

äquivalent  ist,  wobei  (vgl.  §  25,  Gl.  138  a)  zu  setzen  ist 

(l^öa)  m^  =  li[hK}, 

für  den  zeitlichen  Mittelwert  dieses  Vektors  ergab  sich  in  Gl. 

(138b): 

(175b)  «*^  =  "/e7'' 

es  bedeuten  8^  den  vom  festen  Mittelpunkt  des  Magnetons  nach 
dem  betreffenden  Elektron  hin  gezogenen  Fahrstrahl,  ö^  die  Ge- 
schwindigkeit, ßy  die  Ladung  des  einzelnen  Elektrons,  f^  die  von 
ihm  Umlauf ene  Fläche,  n^  einen  zu  ihr  senkrechten  Einheits- 
vektor und  Tj^  die  Umlaufszeit.  Wir  haben  in  den  Paragraphen 
25  bis  27  die  Dynamik  solcher  Magnetonen  behandelt,  und  in 
§  28  nachgewiesen,  daß  der  Vektor  3M  der  Magnetisierung  als 
vektorielle  Summe  der  Momente  der  in  der  Volumeinheit  ent- 
haltenen Magnetonen  zu  deuten  ist.  Erstrecken  wir  die  Summation 
über  alle  in  der  Volumeinheit  enthaltenen  N  Elektronen,  so 
können  wir  die  Gl.  163,  164b  schreiben: 

N 

(175c)  ä»=^rc  [««•-]• 

x-1 

Andererseits  ist  das  elektromagnetische  Impulsmoment  der  N 
Elektronen:  • 

(175  d)  S=2«.[8«fJ- 

x  =  l 

Hat  nun  die  spezifische  Ladung  aller  umlaufenden  Elektronen 
den  gleichen  Wert  (9): 

(175e)  n==--^=^  1,77  .  10^, 


§  31  Magnetisierung  255 

so  folgt  aus  (175  c,  d): 

(175f)  ?)  =  _  1  2R  =  -  1,13  •  lO-^äR, 

es  ist  also  das  elektromagnetische  Impulsmoment  der 
Magnetonen  der  Magnetisierung  des  Körpers  propor- 
tional. 

Wird  nun  ein  Eisenzylinder  parallel  seiner  Achse  magneti- 
siert,  so  entspricht  der  zeitlichen  Änderung  des  elektromagneti- 
schen Impulsmomentes  ^  seiner  Magnetonen,  nach  Gl.  (27)  des 
§  5,  eine  entgegengesetzt  gleiche  Änderung  des  mechanischen 
Impulsmomentes  U  des  Cylinders: 

Jede  zeitliche  Änderung  der  Magnetisierung  ruft  hier- 
nach eine  Drehkraft  hervor. 

Eine  solche  Drehkraft  ist  von  A.  Einstein  undW.  J.  de  Haas^) 
obachtet  worden.  Durch  Kommutierung  des  Stromes  in  der 
,gnetisierenden  Spule  erteilten  sie  dem  an  einem  Torsionsfaden 
gehängten  Eisenzylinder  Drehstöße  um  seine  Achse,  abwech- 
d  in  dem  einen  und  dem  andern  Sinne.  Um  ihre  Wirkung 
verstärken  und  störende  Einflüsse  auszuschalten,  wurde  eine 
isonanzmethode  angewandt;  es  wurde  nämlich  die  Stromkom- 
utierung  im  Takte  der  Eigenschwingung  des  aufgehängten 
Eisenzylinders  vorgenommen.  So  wurde  das  Vorhandensein  von 
Drehkräften  festgestellt,  welche  anscheinend  der  Gl.  (175  g)  ent- 
sprachen. Indessen  ergab  die  von  E.  Beck-)  mit  erhöhter  Ge- 
Ruigkeit  ausgeführte  Wiederholung  der  Versuche  an  Eisen-  und 
ckel-Zylindern,  daß  zwar  der  Sinn  der  Drehkraft  der  von  der 
leorie  gefordert  ist,  d.  h.  einer  UmlaufsbeweguDg  negativer 
ektronen  entspricht;  der  Betrag  der  Drehkraft  jedoch  ist  nur 
etwa  halb  so  groß,  als  die  Formel  (175g)  behauptet;  würden  nur 
die  negativen  Elektronen  die  Magnetisierung  bedingen,  so  wäre 

1)  A.  Einstein  und  W.  J.  de  Haas.  ßer.  d.  D.  Physik.  Ges.  17  (1915) 
S.  162.  W.  J.  de  Haas.  Versl.  K.  Akad.  v.  Wetenschapen  te  Amsterdam 
24  (1915)  S.  638. 

2)  E.  Beck.  Ahn.  d.  Phys.  60  (1919)  S.  109.  Vgl.  auch  G.  Arvidson. 
{hysik.    Zeitschrift  21  (1Ü20)  S.  88. 


wo  e  die  gesamte  Ladung  bedeutet,  welche  in  der  Zeit  %  durch 
einen  festen  Querschnitt  des»  Ringes  tritt;  entspricht  also  der 
Stromstärke  J  des  Kreisstromes;  f  ist  der  Inhalt  der  von  ihm 
berandeten  Fläche,  die  Normale  it  ordnet  sich  dem  Umkreisungs- 
sinn des  Stromes  auf  Grund  der  Ampereschen  Regel  zu.  Das 
Moment  des  Kreisstromes  ist 

(176)  .  m  =  n  ^J- 


1)  W.Voigt.    Ann.  d.  Phys.  9  (1902)  S.  115. 

2)  H.  A.  Lorentz.    Enzyklopädie  d.  mathem.  Wissensch.  V.  2.  Art.  14. 
Nr.  48  (1904). 

3)  P.  Langevin.    Ann.  d.  Chimie  et  Physique.    5  (1905)  S.  70. 

4)  P.  Weiß.    Journal  d.  Phys.     G  (1907)  S.  661.    Physik.  Zeitschr.  12 
(1911)  S.  936. 

5)  R.  Gans.    Gott.  Nachr.  (1910)  S.  167,  (1911)  S.  118. 
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hiernach  die  spezifische  Ladung  %  die  in  Rechnung  zu  stellen  Ij 
ist,  doppelt  so  groß,  als  die  der  in  Kathodenstrahlen  bewegten  1 
Elektronen.  \ 

Immerhin  bestätigen  diese  Ergebnisse  die  Auffassung  von  i 
Ampere  und  Weber,  daß  es  umlaufende  träge  elektrische  Ladun-  \ 
gen  sind,  welche  die  Magnetisierung  der  Körper  hervorrufen.  | 
Diese  Auffassung  lag  unserer  Behandlung  der  Magnetonen  zu  \ 
Grunde;  wir  wenden  uns  jetzt  der  Aufgabe  zu,  aus  dem  Verhalten  i 
der  Magnetonen  in  einem  Magnetfelde  die  Beziehungen  zwischen  | 
den  Vektoren  §  und  3Jl  für  diamagnetische,  paramagnetische  und  i 
ferromagnetische  Körper  abzuleiten.  W.  Voigt  ^),  H,  A.  Lorentz  ^),  | 
P.  Langevin^),  P.  Weiß*)  und  R.  Gans^)  haben  an  ihrer  Lösung 
mitgearbeitet. 

Die  Ampere -Webersche  Theorie  nahm  zur  Erklärung  des 
Magnetismus  molekulare,  in  widerstandsfreien  Bahnen  kreisende, 
Leitungsströme  an;  man  kann  einen  solchen  Kreisstrom  als  Ma- 
gneton  besonderer  Art  auffassen;  die  Elektrizität  ist  längs  eines 
Ringes  verteilt,  der  gleichförmig  um  seine  Ache  rotiert.  Aus 
(175)  und  (175b)  folgt  als  magnetisches  Moment  eines  solchen 
Ringes  _  ,^ 
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Schon  W.  Weber  hat  gezeigt,  daß  in  der  widerstandsfreien 
rombahn  des  Molekularstromes  durch  Erregung  eines  äußeren 
Mao^netfeldes  stets  Ströme  induziert  werden,  deren  Moment  dem 
Jj'elde  entgegen  gerichtet  ist,  und  daher  einer  diamagnetischen 
Magnetisierung  entspricht.  Ganz  ähnlich  verhalten  sich  die  Ma- 
gaetonen;  in  der  Tat  hatten  wir  z.  B.für  den  Fall  eines  Magnetons 
von  Kugelsymmetrie  in  §  27  die  Beziehung  (153b)  gefunden: 

111  welcher  q  bzw.  Q  die  Trägheitsmomente  der  Massen  bzw.  der 
\  Ladungen  bedeuten.  Rechts  steht  hier  das  bei  Erregung  des 
äußeren  Feldes  §**  hervorgerufene  Moment;  es  ist  stets  dem 
äußeren  Felde  entgegen  gerichtet.  Denken  wir  uns  einen  Körper 
aus  solchen  Magnetonen  zusammengesetzt,  so  entsteht  seine  Ma- 
gnetisierung durch  Summation  der  Momente  der  in  der  Volum- 
einheit enthaltenen  Magnetonen;  diese  Magnetisierung  hat  stets 
IÄiagnetischen  Sinn.  Die  Suszeptibilität  eines  solchen  Körpers 
■de  hiernach  nur  von  der  Zahl,  sowie  von  den  mechanischen 
■  elektrischen  Eigenschaften  der  Magnetonen  abhängen,  aber 
n  der  Temperatur  unabhängig  sein;  erfahrungsgemäß  ist  wirk- 
ij^  die  Suszeptibilität  diamagnetischer  Körper  von  der  Tempe- 
^Hr  unabhängig. 

^HW^ie  kommt  nun  aber  nach  der  Elektronentheorie  eine  para- 
m^^etische  Erregung  zu  stände?  W.Weber  erklärte  den  Para- 

K;netismus   durch  ursprünglich  vorhandene  Molekularströme; 
sie  wird  das  Feld,  wie  auf  die  äquivalenten  magnetischen 
ole,  richtend  einwirken.  Wenn  die  Einstellung  der  Molekular- 
me  in  die  Gleichgewichtslage  erfolgt  ist,  ist  der  Körper  zur 
Sättigung  magnetisiert,  und  zwar  im  Sinne  des  Para-  bzw.  Ferro- 
i^netismus  Dementsprechend  wird  man  sich  Magnetonen  denken 
issen,  die  ursprünglich  mit  einer  Drehgeschwindigkeit  Uq  und 
•  r  entsprechenden  Magnetisierung  vn^  begabt  sind.    Um  aber 
Erlöschen  der  Rotation  infolge  der  Strahlung  zu  vermeiden, 

Iman  annehmen  müssen,   daß  die  Ladungsverteilung  sym- 
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erfolgt.  Das  magnetisclie  Moment  ist  dann  ebenfalls  der  Figuren  \ 
achse  parallel,  und  beträgt,  nach  (139  a) 

(176b)  in„  =  |u,.  I 

Da  hinsichtlich  des   erregten  Feldes   ein  solches  Magnetoij 
einem   magnetischen  Dipol  äquivalent  ist,  so  wird  es  auch  h* 
einem  Magnetfelde  §"  von  entsprechenden  Kräften  angegriffen 
In  der  Tat  dient  für  den  Fall  der  Rotationssymmetrie  die  Glei 
chung  (156c)  des  §  21  zur  Berechnung  des  vom  äußeren  Mal 
gnetfelde  ausgeübten  Kräftepaares:  f 

Hier  ist  U  =  Uq  zu  setzen,  und  es  ist  zu  beachten,  daß  diese 
Vektor  der  Figurenachse    (^-Achse)   parallel  ist;  infolgedessei ! 
kommen  nur  die  Komponenten  von  ^  senkrecht  zu  dieser  Achsi 
in  Betracht,  welche  durch  (156  d)  angegeben  werden.    Es  ist  alscj 
gemäß  (176  b) 

(176c)  .      9l-  =  ^JUor]  =  [tno§^] 

das  Kräftepaar,  welches  das  Feld  ^"^  auf  das  Magneton  ausübt 
es  ist  gleich  dem  Kräftepaar,  welches  auf  den  äquivalenten  Dipo 
wirkt;  es  sucht  die  Figurenachse  den  Mag-netkraftlinien  paralle 
zu  stellen;  in  der  Lage  stabilen  Gleichgewichts  hatitlo  ^^^  gleich ei 
Sinn  wie  §'*. 

Allerdings  haben  wir  in  §  27  bemerkt,  daß  das  Magneton 
infolge  der  Trägheit  der  rotierenden  Elektronen,  dem  Kräftepaai 
welches  es  in  diese  Gleichgewichtslage  zu  drehen  sucht,  nicn 
folgt,  sondern  in  einer  regulären  Präzession  ausweicht  (Abb.  6 
Doch  treten  bei  dieser  Bewegung  Komponenten  u^,  U,^  der  Dreh 
geschwindigkeit  auf;  und  wenn  das  Magneton  nur  zur  Figuren 
achse  symmetrisch  gebaut  ist,  aber  nicht  in  Bezug  auf  Achsel  | 
senkrecht  zu  ihr,  so  wird  die  Strahlungsdämpfung  (§  26)  ein  all 
mähliches  Erlöschen  dieser  Rotationen  bewirken.  Das  kann  nui 
so  geschehen,  daß  die  Kegel  der  Polhodie  und  der  Herpolhodi* 
allmählich  enger  und  enger  werden;  dabei  nähert  sich  die  Fi 
gurenachse  des  Magnetons  in  einer  Spiralbewegung  der  Richtung  | 

i 
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der  Magnetkraftlinien.  Das  Ergebnis  ist  also  eine  Einstellung 
im  Sinne  des  Paramagnetismus  bzw.  Ferromagnetismus.  Denken 
wir  uns  die  Magnetonen  als  Rotationskörper,  die  in  ra- 
sche Umdrehung  um  die  Figurenachse  versetzt  sind, 
so  erscheint  eine  Deutung  der  paramagnetischen  und  ferromag- 
netischen  Eigenschaften  der  Körper  als  möglich. 

Wir  wollen  zunächst  die  Kräftefunktion  der  mechanischen 
Kräfte  ermitteln,  denen  das  Magneton  in  einem  konstanten  ma- 
gnetischen Felde  §"  unterworfen  ist.  Man  kann  dabei  entweder 
von  der  Analogie  zum  magnetischen  Dipol,  oder  von  derjenigen 
zum  Kreisstrom  ausgehen. 

Die  Kräftefunktion  eines  Dipols  ist  gleich  seiner  potentiellen 
Energie,  also  gleich  der  Ladung  des  positiven  Poles  mal  der 
Differenz  der  Potentialwerte  am  Orte  des  positiven  und  des  ne- 
gativen Poles;  diese  Potentialdifferenz  ist  aber  gleich  dem  Pol- 

\  abstand,  multipliziert  mit  der  Komponente  der  Feldstärke  §"  in 
Richtung  der  Achse  des  Dipoles  (die  von  dem  negativen  Pole  zum 

'  positiven  geht),  mit  negativem  Vorzeichen  genommen.  Da  nun 
der  Vektor  iiio  dieser  Achse  parallel  und  dem  Betrage  nach  gleich 
Polstärke  mal  Polabstand  ist,  so  folgt 

(177)  U=  -  (m,§-) 

s  Kräftefunktion  des  Dipoles.  Sie  ist  ein  Minimum,  d.  h. 
I  das  Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  itto  parallel  und  gleichgerichtet 
'  mit  §*  ist. 

Andererseits  wissen  wir  (Vgl.  Bd.  I,  §  64),  daß  die  Kräfte- 

iktion    eines  Kreisstromes   entgegengesetzt  gleich  ist  seiner 

magnetischen   Energie,    also    gleich   dem   negativ   genommenen 

Produkt  von   elektromagnetisch  gemessener  Stromstärke  (Jq/c) 

nnd  dem  vom  Leiter  umschlungenen  Induktionsfluß  *P: 

(177a)  -T^-^0. 

In   der  Tat  ist  (vgl.  I,   Gl.  190)   die  Arbeit   der  mechanischen 
Kräfte  gleich  der  Abnahme  dieser  Kräftefunktion-,  diese  Kräfte 
'hen  den  Leiter  so  zu  stellen,  daß  der  umschlungene  Induktions- 
möglichst groß  wird;  das  ist  dann  der  Fall,  wenn  der  zur 
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1 
Fläche  f  des  Kreisstromes  normale  Einheitsvektor  n  der  Feld- 1 
stärke  §"  parallel  ist.  t 

Von  der  Gleichwertigkeit  der  Kräftefunktion  (177  a)  des 
Kreisstromes  mit  derjenigen  (177)  des  äquivalenten  Dipoles 
können  wir  uns  leicht  überzeugen.  Nach  (176)  ist  das  Moment 

des  letzteren  ^   _  *,  '^o  /• 

*"o  ~  "  c  '^* 

Es  ist  aber  der  Induktionsfluß  durch  die  Fläche  /' 

$  =  (nr)  f, 

also  gilt  -  {m,r)  =  -  T-  *' 

d.  h.  die  beiden  Kräftefunktionen  (177)  und  (177a)  sind  einander 
gleich.  Wir  werden  dementsprechend  die  Formel  (177)  auch  auf 
ein  Magneton  anwenden,  wobei  wir  dessen  magnetisches  Moment 
auf  Grund  von  (175),  (175  b)  zu  berechnen  haben 

Wenn  ein  Stromleiter  den  mechanischen  Kräften  des  mag- 
netischen Feldes  folgt,  so  werden  in  ihm  elektromagnetische 
Kräfte  induziert,  welche  den  ursprünglichen  Strom  schwächen; 
die  hierdurch  bedingte  Verringerung  seiner  elektrokinetischen 
Energie  hebt  den  Gewinn  an  mechanischer  Arbeit  auf.  Beim 
Magneton  ist  es  die  Rotationsenergie;  welche  die  Rolle  der| 
„elektrokinetischen^^  Energie  spielt.  Diese  hängt  nun,  wie  aus 
§  27,  Gl.  (158)  hervorgeht,  von  der  Stellung  des  Magnetons  im  | 
magnetischen  Felde  ab;  in  der  Tat  wird  die  kinetische  Energie 
der  Rotation  um  die  Figurenachse  (g-Achse) 

Da  Uq  der  g-Achse  parallel  ist,  so  wird  der  von  der  Wech- 1 
selwirkung  des  Magnetons  und  des  Feldes  abhängige  Energie-  P 
anteil,  gemäß  (176b)  \\ 


^  3  ■  ",;•  ^  §?  =  - 1  (u„§»)  =  -  (m„§«); 


^ 


dies  ist  aber  gerade  die  Kräftefunktion  (177);  es  erfolgt  also  i 
die  Arbeit  der  mechanischen  Kräfte,  welche  auf  das  Magneton  jsj 
im  magnetischen  Felde  einwirken,  auf  Kosten  seiner  Rotations-  1 
energie  um  die  Figurenachse. 
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Das  um  die  Figurenachse  rotierende  Magneton  stellt  sich 
schließlich  in  die  Richtung  des  Magnetfeldes  ein.  Würden 
keine  anderen  Kräfte  auf  die  Magnetonen  wirken,  so  würde 
sich  der  Körper,  der  aus  ihnen  zusammengesetzt  ist,  zur  Sät- 
tigung magnetisieren.  Um  zu  einer  Theorie  des  ungesättigten 
Zustandes  paramagnetischer  Körper  zu  gelangen,  müssen  Kräfte 
eingeführt  werden,  welche  den  Richtkräften  des  Feldes  entge- 
genwirken. Hier  kommt  vor  allem  die  Wärmebewegung  in 
Betracht;  denken  wir  uns  ein  Gas,  dessen  Moleküle,  wie  un- 
sere Magnetonen,  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Figurenachse 
sind,  so  werden  beim  Zusammenstoß  miteinander  die  Moleküle 
um  Achsen  senkrecht  zur  Figurenachse  in  Drehung  versetzt, 
und  so  wird  die  Einstellung  in  die  Feldrichtung  immer  aufs 
neue  aufgehoben.  Es  wird  sich  ein  statistisches  Gleichgewicht 
herstellen,  in  welchem  Magnetonenachsen  in  allen  möglichen 
N 'igungen  gegen  die  Feldrichtung  vorkommen.  Dieses  Gleich- 
_  wicht  läßt  sich  auf  Grund  der  statistischen  Mechanik'  be- 
handeln. 

Es  sei  y  der  Winkel,  welcher  die  B'igurenachse  eines  Mag- 
netons  mit  der  Feldrichtung  einschließt.  Von  N  in  der  Vo- 
lumeinheit des  Gases  befindlichen  Magnetonen  werden  dem 
Streifen  27t  sin  ydy  der  Einheitskugel  nach  den  Ansätzen  der 

statistischen  Mechanik 

u 
(^^^)  dN=C'e~^  -27C  sin  ydy 

i  Magnetonen  entsprechen,  deren  Achsenrichtungen  in  jenen  Strei- 
fen fallen;  dabei  bedeutet  d'  die  Temperatur,  kd-  die  mittlere 
lebendige  Kraft  jedes  Freiheitsgrades,  und,  nach  (177) 

(178a)  ü=-  (mo§«)  =  -  m^H^^  cos y 

die  potentielle  Energie  jedes  dieser  Magnetonen  (mq  und  H'* 
jsind  Betrag  des  Momentes  und  der  äußeren  Feldstärke).  Der 
Ansatz  (178)  entspricht  ganz  demjenigen,  welchen  die  kinetische 
Gastheorie  für  das  statistische  Gleichgewicht  eines  Gases  im 
Schwerefelde  macht,  nur  daß  an  Stelle  der  potentiellen  Ener- 
gie der  Schwerkraft  diejenige  der  magnetischen  Richtkräfte  tritt. 
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Wir  setzen  abkürzend 
(178b)  «  =  'w-'  -oosA  =  y 


\ 


und  schreiben  (178)  demgemäß  | 

(178c)  dN=^27tCe-''^dL 

Nun  wird,  da  alles  symmetrisch  zur  Feldrichtung  ist,  das  magne- 
tische Moment  fSfl  der  Volumeinheit,  welches  durch  vektorielle  Zu- 
sammensetzung der  Momente  der  einzelnen  Magnetonen  entsteht^ 
der  Feldrichtung  parallel  sein.  Um  seinen  Betrag  M  zu  finden, 
hat  man  daher  die  auf  die  Feldrichtung  bezüglichen  Kompo- 
nenten der  Momente  der  einzelnen  Magnetonen  algebraisch 
zu  summieren;  da  jedes  den  Beitrag 

mQCosy  =  —  niQ^  I 

beisteuert,  so  erhält  man  | 

+  1  +1  i^ 

(178d)       M  =  -mQfxdN=-2jcCmQfu-^^dX,  | 

während  die  Gesamtzahl  der  Magnetonen  pro  Volumeinheit  istS 

(178e)  N^^^nCfe-^^dL 

—  1 

Die  Ausführung  der  Integrationen  ergibt  | 

l 
n/r       n     /-i      fe«4-e-«        e«_e-a^  fCh(a)        Sli(a)l 

\        a        \  a  I 

Die  Elimination  von  C  ergibt  als  Betrag  des  magnetischen | 
Momentes  der  Volumeinheit  \ 

(179)  M=  iVwo{ Coth (a)  -  \]' 

Zu  diesem  Ergebnis  gelangte  P.  Langevin  auf  Grund  der 
soeben  angegebenen  statistischen  Betrachtung;  er  deutete  auf 
diese  Weise  die  paramagnetischen  Eigenschaften  der  Gase. 
Bei  sehr  großem  a,  d.  h.  großen  Feldstärken,  wo  alle  Magnetonen 
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iarotz  der  thermischen  Bewegung  in  die  Feldrichtung  eingestellt 
sind,  tritt  die  Sättigungsmagnetisierung  ein: 
179a)  MQ  =  NmQ. 

Die  Magnetonenzahl  N  im  cm^,  und  daher  die  Magnetisierung 

Mqj  sind  für  ein  ideales  Gas  bei 
konstantem  Druck  der  absoluten 
Temperatur  umgekehrt  propor- 
tional. 

Das  Verhältnis  zwischen  der 
bei  einer  gegebener  Feldstärke,  d. 
h.  bei  gegebenem  Werte  (178  b) 
von  a,  auftretenden  Magnetisie- 
rung zur  Sättigungsmagnetisie- 
rung    ist    bestimmt    durch     die 


Abb.  7. 


Langevinsche  Funktion: 
(179b)  #  =  iW 


Coth  (a) 


'ür  kleine  a,  wo     Coth  a =  -5-» 

et         o 


welche  in  der  nebenstehenden  Abbildung  7  dargestellt  ist. 

I\ 
[  die  Kurve  durch  ihre  Tangente  im  Ursprung  angenähert 
len,  welche  den  Winkel 
i{^  =  arctang  -|-  =  1S^26'Q'' 
der  Abszisse  einschließt;  hier  gilt 
(179d)  M_a_m,H'^^ 


M. 


'dkO- 


Magnetisierung  ist  der  Feldstärke  proportional;  die  mag- 
tische Suszeptibilität  der  Volumeinheit  des  Gases 

ist  bei  konstanten  Druck  umgekehrt  proportional  dem 

Quadrate  der  absolutenTeraperatur.  Die  auf  dieMassen- 

iiheit  des  Gases  bezogene  „spezifische  Suszeptibilität'* 

Ider  absoluten  Temperatur  umgekehrt  proportional. 
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Langevinsche  Theorie  gibt  von  dieser  Temperaturabhängigkeii 
des  Paramagnetismus  der  Gase  befriedigende  Rechenschaft. 

Um  die  Abweichung  der  Langevinschen  Kurve  von  ihrei 
Tangente  hervortreten  zu  lassen,  müßte  man  bei  gewöhnlicher 
Temperaturen  Feldstärken  von  der  Ordnung  10^  abs.  Einheiten 
anwenden;  bis  dahin  bleibt  die  Suszeptibilität  der  Gase  praktisch 
konstant. 

Die  Langevinsche  Theorie  berücksichtigt  nicht  die  Wechsel- 
wirkungen der  einzelnen  Magnetonen;   sie  entspricht  insofern  « 
der  Theorie  der  idealen  Gase.  Wie  man  durch  Berücksichtigung  % 
der  gegenseitigen  Anziehung  der  Moleküle  die  kinetische  Theorie  'j 
auf  dichte  Gase  und  auf  Flüssigkeiten  ausdehnt,  so  kann  mani 
daran    denken,    durch    Einführung    der    wechselseitigen  Kräfte 
der  Magnetonen  zu  einer  Erklärung  des  ferromagnetischen  Zu- 
standes  zu  gelangen.  Dieser  wohl  von  P.  Curie  herrührende  Ge- 
danke  ist  von  P.  Weiß  und  R.  Gans  verfolgt  worden. 

Eine  exakte  Berechnung  der  Drehkräfte,  welche  eine  Ma- 
gneton  von  selten  seiner  Nachbarn  erfährt,  wäre  sehr  schwierig. 
P.  Weiß  verfährt  nun  ähnlich,  wie  von  der  Waals  in  der  Gas- 
theorie; wie  jener  einen  „inneren  Druck"  einführt,  der  von  der 
Anziehung  der  Nachbarmoleküle  herrührt,  so  fast  P.  Weiß  die 
Richtkräfte  der  Nachbarmoleküle,  seien  sie  magnetischer,  oder 
nicht  magnetischer  Natur,  zusammen,  indem  er  ein  „inneres  | 
Feld"  annimmt.  Dieses  soll  der  Magnetisierung  proportional  sein  |i 
(180)  §*  =  ^9B,  I 

und  soll  auf  das  einzelne  Magneton  analog,  wie  das  „äußere  Feld"  | 
§'*  richtend  einwirken.  In  einem  isotropen  Körper  werden,  was  i; 
die  Mittelwerte  anbelangt,  §*  und  ^"^  parallel  sein,  und  es  wird  it 
bei  Berücksichtigung  der  thermischen  Bewegung  die  Magneti-  |j 
sierung  durch  die  Langevinsche  Funktion  (179  b)  bestimmt  sein,  1 
aber  von  dem  Argumente  ,! 

(180a)  a  =  ^i?^t^ ,  wobei  nach  (180)  f 

(180b)  H'^gM  ist.  i| 

Setzt  man  den  Wert  (180  b)  von  W  in  (180  a)  ein,  so  er-  jj 
hält  man  eine  lineare  Gleichung  zwischen  M  und  a,  welche  in  ;) 


I 
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Abb.  7  durch  eine  Gerade  OB  darzustellen  ist.    Der  Schnittpunkt 
B  dieser  Geraden  mit  der  Langevinschen  Kurve 

M 

(180c)  £  =  i(a) 

bestimmt  die  eintretende  Magnetisierung,  bei  gegebener  äußerer 
Feldstärke  und  Temperatur. 

Die  Gleichungen  zeigen  nun  die  Möglichkeit  einer  „spon- 
tanen Magnetisierung"  des  Ferromagnetikums  an,  d.h. einer 
Magnetisierung  ohne  äußeres  Feld.  Ist  nämlich 

H^  =  0,  so  folgt  aus  (180a,  b) 

8  ist  die  Gleichung  einer  durch  den  Ursprung  0  gehenden 
Geraden;  schneidet  sie  die  Lange vinsche  Kurve,  etwa  in  Ä,  so 
entspricht  diesem  Punkte  die  spontane  Magnetisierung  des  Ferro- 
magnetikums. Damit  ein  Schnittpunkt  möglich  sei,  muß  der 
Winkel,  den  die  Gerade  (180  d)  mit  der  Abszisse  einschließt, 
kleiner  sein,  als   derjenige  der  Tangente  an   die  Langevinsche 

Ej,  d.  h.  kd-  1 

(180  e)  ^  <  0,         0  =  ^--iu' 


uß  also,  damit  eine  spontane  Magnetisierung  eintritt,  die 
peratur  unter  einer  gewissen  Grenze  liegen 


Mit  wachsender  Temperatur  %  nimmt  die  Neigung  der  Ge- 
raden OA  gegen  die  a- Achse  zu,  der  Punkt  A  rückt  auf  der 
Langevinschen  Kurve  nach  links;  mithin  nimmt  die  spontane 
Magnetisierung  mit  wachsender  Temperatur  ab,  um  bei  der 
Temperatur  &  ganz  zu  verschwinden.  Man  nennt  diese  Tempe- 
ratur den  „Curiepunkt". 

Für  noch  höhere  Temperaturen  {%•  >  ®)  ist  ein  äußeres  Feld 
notwendig,  um  den  ferromagnetischen  Körper  zu  magnetisieren. 
Die  Gl.  (180a,  b)  lassen  sich  schreiben 

▲  braham,  Theorie  der  Elektrizität.    II.   4.  Auä.  18 


Diese  Formel  für  die  Suszeptibilität  oberhalb  des  Curiepunk- 
tes ist  der  für  paramagnetische  Gase  gültigen  Formel  (179 d) 
ähnlich:  nur  ist  hier  die  spezifische  Suszeptibilität  umgekehrt 
proportional  der  vom  Curiepunkt  aus  gerechneten  Temperatur. 
Auch  dieses  Verhalten  hat  P.  Weiß  festgestellt  und  zur  Ermitte- 
lung der  molekularen  magnetischen  Momente  benutzt. 

Wie  man  sieht,  sind  die  Ergebnisse  der  Weißschen  Theorie 
des  Ferrömagnetismus  in  befriedigender  qualitativer  Überein- 
stimmung mit  den  Tatsachen.  R.Gans  hat  im  Verein  mit  P.Hertz 
versucht,  die  statistische  Behandlung  der  Einwirkung  der  Nach- 
barmagnetonen  zu  verschärfen,  und  die  Hysteresis  zu  deuten. 

übrigens  hat  P.  Weiß  im  weiteren  Verlaufe  seiner  Unter- 
suchungen gefunden,  daß  sich  die  Momente  der  Magnetonen 
ferro-  und  paramagnetischer  Körper  als  ganzzahlige  Vielfache 
eines  Elementarmomentes  vom  Betrage 

(180h)        mo  =  1123,5  •  1,65  •  lO'^*  =  1,85  •  10"  ^^ 

darstellen  lassen. 

Es  besteht  ein  merkwürdiger  Zusammenhang  zwischen 
diesem  elementaren  Magnetonenmoment  und  dem  Planckschen 
Wirkungsquantum  (s.  §  43,  Gl.  230)  bzw.  dem  Impulsmomente 
{h/27t)  der  umlaufenden  Elektronen  im  Bohrschen  Atommodell 
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Die  entsprechende  Gerade  (CB  in  Abb.  7.)  schneidet  in  B  die  | 

Langevinsche  Kurve;  diesem  Punkte  entspricht  der  Wert  der  1 

Magnetisierung.  ^ 

Ist  a  so  klein,  daß  man  die  Langevinsche  Kurve  durch  ihre  I 

Tangente  im  Ursprung  ersetzen  kann,  so  gilt  wiederum  | 

^r^  =  L  (a)  =  Ooth  a =  ö,  * 

und  (180f)  schreibt  sich,  gemäß  (180e) 

Dann  ergibt  sich  die  Suszeptibilität  des  ferromagnetischen 
Körpers 
(180g)  ^-W-o 
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j;  (§  9).  Diesem  elementaren  Impulsmomente  würde  nach  Gl.  175f 
\i  ein  elementares  magnetisches  Moment  entsprechen  vom  Betrage 

h       71  6,545.1,77 


2  4« 


10-20=0,92.  10- 


Das  Weißsche  Elementarmoment  ist  nun  gleich  einem 
fünftel  dieses  aus  der  Quantentheorie  abgeleiteten  Ele- 
mentarmomentes: 


(180i)  m„  =  |.A.|  =  l,84.10-". 

Einerseits  deutet  dieser  Zusammenhang  darauf  hin,  daß  auch  bei 
den  Vorgängen  der  Magnetisierung  das  Plancksche  Wirkungs- 
quantum eine  Rolle  spielt;  andererseits  scheint  es  jedoch,  daß  dieses 
Quantum,  bzw.  das  elementare  Irapulsmoment  {h/2  7t),  im  Wider- 
spruch mit  der  Quantentheorie  der  Spektrallinien,  noch  teilbar  ist. 

R§  32.  Elektrische  Leitung. 
Nach  der  Elektronentheorie  beruht  die  Eigenschaft  gewisser 
per,  den  elektrischen  Strom  zu  leiten,  auf  der  Anwesenheit 
von  „Leitungselektronen^^,  d.h. von  elektrischen  Teilchen,  welche 
unter  der  Einwirkung  elektrischer  Felder  über  größere  Strecken 
hin  wandern.  Diese  Elektronen  können  mit  der  Masse  materiel- 
ler Atome  beladen  sein  wie  bei  Elektrolyten,  oder  sie  können 
frei,  d.  h.  nur  mit  der  ihnen  eigenen  elektromagnetischen  Masse 
behaftet  sein.  Gerade  in  den  besten  Leitern,  den  Metallen, 
wird  man  freie  Elektronen  als  Stromträger  anzunehmen  haben. 
Wie  wir  bereits  mehrfach  erwähnt  haben,  sind  von  E.  Riecke^) 
und  insbesondere  von  P.  Drude  ^)  Vorstellungen  über  die  Bewe- 
gung der  Elektronen  im  Metalle  entwickelt  worden,  welche  der 
kinetischen  Theorie  der  Gase  nachgebildet  sind.  Fehlen  äußere 
elektrische  Kräfte,  so  sollen  die  Elektronen  sich  regellos  bewegen, 
ähnlich  wie  die  Moleküle  eines  Gases;  die  mittlere  lebendige  l^jaft 
eines  Elektrons  soU  gleich  derjenigen  seiu,  welche  einem  Gas- 
moleküle bei  der  gleichen  Temperatur  zukommt.   Wir  bezeich- 

1)  E.  Riecke.    Ann.  d.  Phys.  66  (1898)  S.  353,  645,  1199. 

2)  P.  Drude.   Ann.  d.  Phys.  1  (1900)  S.  666,  3  (1900)  S.  396. 

18* 
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nen  mit  a  die  mittlere  lebendige  Kraft  eines  Moleküls  oder  Elek- 
trons bei  der  absoluten Temf>eratur  '^'=1  (Boltzmann-Drude- 
sche  Konstante)  und  setzen 

Die  Elektronen  sollen  Zickzackbahnen  beschreiben;  der  Stoß, 
durch  den  die  Bewegungsrichtung  geändert  wird,  kann  entweder 
zwischen  den  Elektronen  selbst  erfolgen  oder  an  den  neutralen 
Molekülen,  welche  gewissermaßen  das  feste  Gerüst  des  Metalles 
bilden. 

Welches  wird  nun  der  Einfluß  eines  elektrischen  Feldes  sein? 
Es  wird  die  unregelmäßige  Wärmebewegung  der  Elektronen  ein 
wenig  abgeändert  werden,  so  daß  im  Mittel  diejenige  Bewegungs- 
richtung überwiegt,  nach  der  die  Elektronen  durch  das  Feld  ge- 
trieben werden.  Es  sei  li^  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  be- 
treffenden Elektronengruppe,  \  die  mittlere  freie  Weglänge;  beim 
Durchlaufen  der  freien  Weglänge  \  wird  das  elektrische  Feld  % 
einem  Elektron  von  der  Geschwindigkeit  di  die  zusätzliche  Ge- 
schwindigkeit erteilen 

m^      '  I  J»i  1 

Der  Mittelwert  dieser  Geschwindigkeit  ist 

Die  Multiplikation  mit  der  Ladung  e^  und  der  auf  die  Volum- 
einheit ^bezogenen  Zahl  JV^  ergibt  als  Anteil  der  Elektronen  der 
betreffenden  Gruppe  zur  Stromdichte: 

wenn  man  von  den  strengeren,  das  Maxwellsche  Geschwindigkeits- 
verteilungsgesetz  berücksichtigenden  Methoden  der  Mittelwerts- 
bildung absieht.  Durch  Summierung  der  Anteile  der  verschie- 
denen Gruppen  folgt  die  Stromdichte 
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Dieselbe  ist  der  Feldstärkt,  proportional,  d.  h.  es  gilt  das 
Ohmsche  Gesetz  so  lange,  als  die  zusätzliche,  durch  das  elek- 
trische Feld  erteilte  Geschwindigkeit  der  Elektronen  klein  gegen 
die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Wärmebewegung  ist;  unter 
dieser  der  obigen  Ableitung  zugrunde  liegenden  Voraussetzung 
erhält  Drude  für  die  Leitfähigkeit  den  konstanten  Wert 

<'  =  T^[^\^ih\t>,\  +  4N,l,\t,,\ +  ■■■}■ 

Die  einfachste  Annahme  wäre  die,  daß  in  den  Metallen  nur 
eine  Art  freier,  und  zwar  negativer  Elektronen  den  Strom  trägt. 
Doch  fragt  es  sich,  ob  auf  Grund  dieser  Annahme  die  tliermo- 
elektrischen  und  sonstigen  Eigenschaften  der  Metalle  sich  be- 
friedigend erklären  lassen. 

In  Gasen  sind  die  Vorgänge,  welche  die  elektrische  Leitung 
begleiten,  weit  verwickelter  als  in  Metallen.  Die  freie  Weglänge 
der  Elektronen  ist  hier  größer,  so  daß  die  durch  das  elektrische 
Feld  erteilte  Geschwindigkeit  keineswegs  immer  klein  gegen 
■fcejenige  der  regellosen  Wärmebewegung  ist.  So  erklären  sich 
^Be  Abweichungen  vom  Ohm  sehen  Gesetze,  welche  bei  Gasen  oft 
in  recht  augenfälliger  Weise  hervortreten.  Auch  lagern  sich  den 

Iien  Elektronen  neutrale  Moleküle  in  wechselnder  Anzahl  an 
gl-  §  !)• 
Zweites  Kapitel. 
Bewegte  Körper. 
§  33.  Die  Hauptgleichnngen. 
Wir    denken   uns    ein    in   beliebiger  Bewegung  begriffenes 
Körpersystem,  und  verstehen  unter  tti  die  Geschwindigkeit  seiner 
Punkte  P,  gemessen  in  einem  Bezugssystem,  in  welchem  das 
Licht  sich  in  Kugelwellen  ausbreitet.  Der  Vektor  lo  mag  sich  im  all- 
gemeinen stetig  mit  dem  Orte  ändern;  nur  an  gewissen  „Gleit- 
fiächen"  mögen  seine  Tangentialkomponenten  unstetig  sein. 

Besteht   nun  in  dem-  bewegten  Körpersystem  ein  elektro- 
magnetisches Feld,  so  wird  ein  in  P  befindlicher  dem  System 


270  Bewegte  Körper 

angehörender  elektrischer  oder  magnetischer  Pol  von  mecha- 
nischen Kräften  angegriffen;  wir  bezeichnen  mit  ©'  bzw.  §'  die 
Kraft  auf  einen  solchen  elektrischen  bzw.  magnetischen  Einheits- 
pol. Das  Linienintegral  von  @'  bzw.  §'  längs  einer  im  bewegten 
Systeme  gezogenen  geschlossenen  Kurve  8  gibt  die  Arbeit  an, 
welche  die  mechanische  Kraft  des  Feldes  leistet,  wenn  der  Pol 
einen  Umlauf  längs  der  Kurve  ausführt.  Für  den  Fall  der  Ruhe 
gehen  die  Vektoren  ^ '  und  § '  in  die  elektrische  und  magnetische 
Feldstärke  über,  deren  Linienintegrale  in  den  Hauptgleichungen 
der  Maxwellschen  Theorie  auftreten.  Für  bewegte  Körper  wollen 
wir  die  Hauptgleichungen  der  Elektrodynamik  folgender- 
maßen schreiben: 

(Ic)  fdW  «  \  ^Jdf^^  +  '-^ßjf, 

(Hc)  ^dm'=^-\ljdm^, 

(HIc)  fdf^^  =  4.716,  fdmn  =  0.  (IVC) 

Außer  den  Vektoren  (B'  und  §',  welche  wir  kurz  die  elek- 
trische bzw.  magnetische  „Kraft^*  nennen  können,  treten  in  diesen 
Hauptgleichungen  noch  die  Vektoren  2)  und  SB  auf,  deren  Inte- 
grale über  geschlossene  Flächen  ebenso  wie  in  ruhenden  Körpern 
mit  der  Menge  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus  verknüpft 
sind  (HIc,  IV c);  dabei  ist  aber  in  Wirklichkeit  die  Menge  des 
wahren  Magnetismus  nach  (IV  c)  in  jedem  Körper  gleich  null. 
Der  Vektor  JB  ist  übrigens,  wie  wir  in  §  39  zeigen  werden, 
durch  die  mechanische  Kraft  auf  Stromleiter  bestimmt. 

Wir  hatten  bereits  in  Bd.  I,  §  59,  Gl.  (179a)  die  zweite 
Hauptgleichung  für  bewegte  Körper  aufgestellt,  und  uns  in  Bd.  I, 
§§  86 — 88  davon  überzeugt,  daß  sie  die  Induktionserscheinungen 
in  bewegten  linearen  Leitern  zutreffend  beschreibt.  Allerdings 
hatten  wir  dort  den  Vektor,  dessen  Linienintegral  die  induzierte 
Integralkraft  angibt,  nicht  @',  sondern  @  geschrieben;  doch 
kommt  es  nicht  darauf  an,  da  ja  die  Beobachtungen  sich  lediglich 
auf  die  induzierten  Ströme  beziehen.   Setzen  wir,  wie  es  der  Be- 
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deutung  des  Vektors  ^'  als  der  an  den  Leitungselektronen  des  be- 
wegten Körpers  angreifenden  Kraft  entspricht,  für  die  Stromdichte 

(181)  i  =  a^\ 

so  gibt  die  Hauptgleichung  (11  c)   von  den  Induktionsströmen 
in  bewegten  Stromkreisen  Rechenschaft. 

Die  zweite  Hauptgleichung  (II  c)  verknüpft  das  Linienintegral 
von  ^ '  längs  einer  bewegten  Kurve  8  mit  der  zeitlichen  Abnahme 
des  magnetischen  Induktionsflusses,  welcher  eine  von  8  berandete 
bewegte  Fläche  durchsetzt.  In  entsprechender  Weise  setzt  die 
erste  Hauptgleichung  (Ic)  das  Linienintegral  der  magnetischen 
Kraft  §'  in  Beziehung  zu  dem  elektrischen  Gesamtstrome, 
welcher  eine  bewegte  von  0  berandete  Fläche  durchfließt;  dieser 
setzt  sich  zusammen  aus  dem  Verschiebungsstrom  und  dem 
Leitungsstrom.  Bei  dieser  Formulierung  der  Hauptgleichungen 
bleibt  mithin  die  Heaviside-Hertzsche  Symmetrie  der  elektrischen 
nnd  magnetischen  Vektoren  (Bd.  I,  §  53)  gewahrt. 

Wie  wir  für  den  Fall  der  Ruhe  in  Bd.  I,  §  60  bemerkt  haben, 
sind  die  Hauptgleichungen  nicht  mehr  als  ein  Schema,  das  an 
sich  noch  keinen  physikalischen  Inhalt  besitzt.  Einen  solchen 
-hält  es  erst  durch  Hinzufügung  der  Beziehungen,  welche  die 
►ektoren  2>,  ©  und  i  mit  ©'  und  §'  verknüpfen.  So  haben  wir 
soeben  gesehen,  daß  die  Induktionsströme  in  bewegten  Leitern 
durch  II c,  in  Verbindung  mit  der  Beziehung  (181)  zwischen 
i  und  @',  dargestellt  werden.  Demgemäß  wird  es  die  Aufgabe  der 
folgenden  Paragraphen  sein,  Verknüpfungsgleichungen  zwischen 
den  Vektorpaaren  ^,  33  und  ß ',  § '  aufzustellen,  welche  das  Ver- 
halten bewegter  Isolatoren  zutreffend  beschreiben. 

Zunächst  soUen  indessen  die  Hauptgleichungen  auf  die  für 
Anwendungen  meist  bequemere  differentielle  Form  gebracht 
werden.  Hierzu  bedarf  es  eines  Hilfssatzes  über  die  Berechnung 
der  zeitlichen  Änderung  von  über  eine  bewegte  Fläche  erstreckten 
Flächenintegralen.  Für  den  Vektor  ö  wurde  diese  Berechnung 
bereits  in  Bd.  I,  §  88  durchgeführt;  da  jedoch  2)  nicht,  wie  ©, 
die  Eigenschaft  hat,  durchweg  quellenfrei  zu  sein,  so  muß  die 
dortige  Betrachtung  entsprechend  veraUgemeiuert  werden. 
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Die  ungesclilossene  Fläche  f  gehe,  bei  der  Bewegung  des 
Körpersystems,  in  der  Zeit  dt  aus  der  Lage  f^  in  die  Lage  /j 
über  (Abb.  8);  die  Stücke  d%  der  Randkurve  be- 
schreiben, während  diese  aus  der  Lage  %^  in  die 
Lage  §2  übergeht,  Parallelogramme  von  den  Sei-  1 
ten  ^S  und  m  6?^.  Der  aus  diesen  Parallelogrammen   ^ 
zusammengesetzte,  von  g^  und  §2  begrenzte  dünne  jöj 
Abb.  8.  Streifen  bildet  zusammen  mit  f^  und  f^  eine  ge-  ij 

schlossene  Fläche  F.    Es  ist  also,  nach  dem  Satze  von  Gauß: 

CdF^^  =rd.v  div  ^ ,  wobei 

dv  =  tti„  dtdf  I 

die  von  den  Flächenstücken  df  bei  ihrer  Bewegung  in  der  Zeit  |l 

dt    bestrichenen  Räume   sind.    Beachtet  man,    daß   die   äußere  f 

Normale  n  von  F,  die  bei   dem  Satze  von  Gauß  in  Betracht  ji 

kommt,  auf  f^  den  gleichen,  auf  f^  aber  den  entgegengesetzten  )' 

Sinn  hat,  wie  die  in  (Ic)  eingehende  Normale  von  /",  die  sich  dem  Ij 

Umlaufssinn  längs  der  Randkurve  durch  eine  Rechtsschraube  zu-  | 

ordnet,  und  daß  die  Normalen,  welche  sich  den  Parallelogrammen  !^ 

[c^gltiöf^]   zuordnen,  mit   der  äußeren  Normale  von  F  überein-  i 

stimmen,  so  folgt  |i 

fdF^„  =fdf,^„-j'dfr^n+f^  [dito]  dl  i 

Man  erhält  also 
fdf, 3)„  -fdf, 3)„  =  dt[fdfto„  diy  3)  -fdi  [w 35] } 

für  den  infolge  der  Bewegung  der  Fläche  f  in  der  Zeit  dt  statt- 
findenden Zuwachs  der  hindurchtretenden  elektrischen  Verschie- 
bung. Hierzu  kommt  noch  die  Vermehrung  des  Flächenintegrals 
der  Verschiebung,  welche  der  zeitlichen  Veränderung  des  Feldes  zu 

verdanken  ist:  f     d^ 

dtjdf-^;- 

Addiert  maii  die  beiden  letzten  Ausdrücke  und  teilt  durch  dty 
so  erhält  man  die  gesamte  Veränderung,  welche  die  Verschiebung 
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I^Kch  die  bewegte  Fläche  f  in  der  Sekunde  erfährt.  Da  übrigens 
||kch  dem  Stokesschen  Satze  gilt 

r  -<£d%  [to^]  ==£d%  [2)tti]  = /^/-curlj^tti], 

•  folgt  schließlich 

(wobei  abkürzungsweise  gesetzt  ist: 
(182a)  ^^^  =  T?  +  ^  ^'"^  ^  +  '''''*^  [^  ^]' 


Eine  entsprechende  Beziehung  erhält  man  für  die  zeitliche 
änderung  des  Induktionsflusses  durch  eine  bewegte  Fläche: 

dt. 


\ßm.=ßf{'S 


►ei  ist  aber,  weil  die  Divergenz  von  ©   überall  gleich  null 
™t(ygl.IVd) 
■2c)  ^^»  =  <^^  +  curl[8«.]; 

Hses  Ergebnis  wurde  schon  in  Bd.  1,  §  88,  Gl.  (27  Id)  erhalten. 
I^P Nunmehr  nehmen  die  Hauptgleichungen  (Ic- IVc)  die 
folgende  differentielle  Form  an 

Id)  curir=i^  +  ^i. 

lld)  curir=-^^-^, 

fllld)  diY^  =  47tQ, 

Vc)  div©=«0. 

\  on  eingeprägten  elektrischen  und  magnetischen  Kräften  ist 
hier  abgesehen  worden. 

Aus  der  integralen  Form  der  Hauptgleichungen  leitet  man 
außerdem  die  Grenzbedingungen  ab,  welche  an  der  Grenz- 
iiäche  zweier  bewegter  Körper  gelten.  Wir  woUen  uns  bei  ihrer 
Aufstellung  zunächst  auf  Isolatoren  beschränken,  an  deren  Ober- 

jhe    keine    wahre  Elektrizität    sitzt,    so    daß    nicht   nur  die 
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Flächendivergenz  von  35,  sondern  auch  diejenige  von  ^  gleich 
null  ist.  Doch  wollen  wir,  wie  eingangs  erwähnt,  einen  Flächen- 
wirbel  von  to  auf  „Gr  leitflächen"  zulassen.  Hier  gelten  die  Be-j 
trachtungen  von  Bd.  I,  §  89.  Zwei  Linienstücke  d^^  und  M^ 
zu  beiden  Seiten  der  Gleitfläche,  welche,  entgegengesetzt  ge- 
richtet, zur  Zeit  t  zusammenfallen,  werden  in  der  Zeitspanne  dt 
in  einen  Streifen  auseinandergezogen,  durch  welchen  der  Induk- 
tionsfluß tritt: 

S^tt  [toi  -  to2,<?8i]  c?^  =  S3„  { toi  -  tog }  [di^  n]  dt.  1 

Dieser  Induktionsfluß,  geteilt  durch  (—  cdt),  soll  nach  der^ 
Hauptgleichung  (II c)   dem  Linienintegral  von  (B'  gleich  sein:! 

^[d^i  +  ©2^82  =  (^1  —  ^2,d^i)' 

Da  nun  d^^  normal  zu  n  ist  so  folgt  aus  Regel  s  der  Formel- 
zusammenstellung von  Bd.  I : 

Man  hat  also 

[n,^;  -  %]  [nd^,]  =  ^  S5„  { toi  -  to2 )  [n^^lj. 

Diese  Beziehung  muß  bei  beliebiger  Lage  des  der  Gleitfläche  | 
parallelen  Linienstückes  d^^  gelten.  Es  müssen  also  die  zur  Gleit-  |j 
fläche  tangentiellen  Komponenten  der  Vektoren  gleich  sein,  die  | 
beiderseits  mit  dem  tangentiell  gerichteten  äußeren  Produkte  i 
von  n  und  d^^  zu  skalaren  Produkten  vereinigt  sind.  Da  aber  I 
die  normalen  Komponenten  jener  Vektoren  nuU  sind,  so  folgt  | 
die  Gleichheit  der  Vektoren  selbst:  | 

(183)  [n,®[-%]-~f8Jn,,-t,,J.  I 

Ebenso  folgt  durch  Anwendung  der  ersten  Hauptgleichung  ) 
(Ic)  auf  jenen  Streifen  der  Gleitfläche:  ^ 

und  durch  entsprechende  Umformungen  j 

(183a)  [n,§;-§;]  =  -^3)Jttii-tti,J.  ^ 
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iEs  ist  also  der  Flächenwirbel  der  elektrischen  Kraft 
an  der  Gleitfläche  proportional  der  Gleitgeschwindig- 
keit und  der  normalen  magnetischen  Induktion,  der 
Flächenwirhel  der  magnetischen  Kraft  proportional 
der  Gleitgeschwindigkeit  und  der  normalen  elektri- 
schen Verschiebung. 

Ist  die  Gleitgeschwindigkeit  gleich  null,  d.  h.  ist  an  der 
[Grenzfläche  zweier  Körper  die  Geschwindigkeit  stetig, 

jso  verlangen  unsere  Grenzbedingungen  demnach  die 
Stetigkeit  der  tangenti  eilen  Komponenten  der  Vektoren 

|®'und§'.  Das  folgt  auch  unmittelbar  aus  den  Hauptgleichungen 
(Ic)  und  (11  c)  bei  Anwendung  auf  zwei  Linienstücke  d^^  und 
(iSg  beiderseits  der  Grenzfläche;  denn,  werden  dieselben  nicht 

I  infolge  der  Unstetigkeit  der  Bewegung  auseinandergezerrt,  so 
kann  sich  zwischen  ihnen  weder  ein  Induktionsfluß,  noch  ein 
LeituDgs-  oder  Verschiebungsstrom  durchdrängen. 

Nur  an  der  Oberfläche  eines  vollkommenen  Leiters  er- 
leidet diese  Regel  eine  Ausnahme,  da  hier  ein  endlicher  Flächen- 
strom von  der  Dichte  j  fließen  kann  (vgl.  Bd.  I,  §  71);  dieser 

I  Jlächenstrom    bzw.   die    elektrische  Flächenbelegung   von    der 

^^Bpite  ö  schirmen  das  elektromagnetische  Feld  ab,  so  daß  im  In- 

'Seren  des  vollkommenen  Leiters  die  in  den  vier  Hauptgleichungen 
auftretenden  Vektoren  ^',  §',  ^,  ©  gleich  null  sind.  Da  zwar  ein 
endlicher  Leitungsstrom  in  der  Fläche  fließen  soll,  aber  kein 
Verschiebungsstrom  oder  Induktionsfluß,  so  ist  der  Flächen- 
wirbel von  @'  gleich  null,  derjenige  von  §'  dagegen  der  Flächen- 
dichte J  des  Leitungsstromes  proportional;  es  folgen,  wenn  n 
einen  in  Richtung  der  äußeren  Normale  weisenden  Einheits- 
vektor bezeichnet,  für  das  Feld   außerhalb  des  vollkommenen 

'  Leiters  die  Grenzbedingungen 

^:5b)  [nr]-0,        [n#']  =  ^"-j. 

Femer  soll  nach  (IV c)  die  Flächendivergenz  von  8  gleich 
null,  nach  (III c)  diejenige  von  ^  gleich  4:7t cj  sein.  Da  im 
Inneren  des   vollkommenen  Leiters  diese  Vektoren  gleich  null 


I 
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sind,  so  folgen  für  die  Werte  ihrer  Normalkomponenten  auf  j 
der  Außenseite  die  Grenzbedingungen  j 

(183c)  2>„=4;r0,         ©„=0.  \\ 

Die  Grenzbedingungen  (183  b,c)  sollen  unten  (in  §40)  auf  die  Re-  ? 
flexion  des  Lichtes  an  einem  bewegten  Spiegel  Anwendung  finden.. ^j 
Dabei  ist  zu  beachten  daß  die  Bewegung  als  stetig  vorausgesetzt  |i 
ist.  Es  bedeuten  also  W  und  §'  die  Kräfte  auf  elektrische  ;j 
und  magnetische  Einheitspole,  welche  sich  dicht  an  der  Spiegel- j 
Oberfläche  befinden,  und  mit  deren  Geschwindigkeit  sich  bewegen.  fJ 

§  34.  Die  Experimente  von  Rowland  und  Eichenwald.     J 

Die  erste  Hauptgleichung  (Id)  schreibt  sich,  mit  Rücksicht  1 
auf  (III  d)  und  (182  a)  1 

(184)       curl§'==i{^  +  4:;rptti  +  4:i:i -f  curl[2)ttl]}  •  t 

Setzt  man,  wie  in  Bd.  I,  §  48,  Gl.  (159  a),  für  die  Summe  austt 
Verschiebungsstrom,  bezogen  auf  ruhende  Flächen,  Leitungsstrom  | 
und  Konvektionsstrom  einen  einzigen  Vektor:  jj 

(184a)  t  =  ^  ^  +  i  +  PW,  ;| 

so  folgt  aus  (184),  da  die  Divergenz  des  Curl  eines  Vektors  j 
gleich  null  ist,  P 

(184b)  divc==0,  li 

d.  h.  der  aus  jenen  drei  Stromanteilen  zusammengesetzte  Vektor  c  j 
ist  queUenfrei.  | 

Wie  Leitungsstrom  und  Verschiebungsstrom,  so  eiTegt  nach  l 
Gl.  (184)  auch  der  Konvektionsstrom  ein  magnetisches  Feld,  i 
Denn  der  Vektor  § '  gibt  die  mechanische  Kraft  auf  einen  dem  i 
System  angehörenden  magnetischen  Einheitspol  an;  gehören  nun  j 
zu  dem  System  einerseits  bewegte  elektrische  Ladungen,  anderer-  ! 
seits  ruhende  Magnetnadeln,  so  werden  nach  (184)  auf  die 
Magnetnadeln  entsprechende  Drehkräfte  wirken,  als  wenn  der  ij 
Konvektionsstrom  der  bewegten  Ladungen  durch  einen  äqui-  | 
valenten  Leitungsstrom  ersetzt  wäre.  j 
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Daß   der  Konvektionsstrom  tatsächlich  ein  magne- 
tisches Feld  erregt,  hat  H.  A.  Rowland^)  nachgewiesen, 
indem  er  eine  mit  Stanniolsektoren  versehene  Platte  eines  ge- 
ladenen Kondensators  in  Rotation  versetzte.  A.  Eichenwald^)  hat 
den  Rowlandschen  Versuch  mit  größerer  Genauigkeit  wiederholt, 
und  die  Gleichwertigkeit  von  Konvektions-  und  Leitungsstrom 
tgestellt;  er  verwandte  dabei,  statt  einer  in  Sektoren  geteilten, 
le   ringförmige  Stanniolbelegung,  und   zeigte,  daß  auch  eine 
!che  bei  der  Rotation  ihre  Ladung  konvektiv  mitführt. 
Auf   die  grundlegende  Bedeutung  des  Rowlandschen  Ver- 
hes  für  die  Elektronentheorie  haben  wir  bereits  in  §  2  hin- 
gewiesen.  Die  Äquivalenz  von  Konvektions-  und  Leitungsstrom 
wird  in  deren  Feldgleichungen  vorausgesetzt,  und  insbesondere 
auch  in  dem    Ansatz  für  die   Kraft,  welche   im   magnetischen 
Felde  auf  die  Elektronen  wirkt. 

Das    letzte   Glied    auf  der  rechten   Seite  von   (184)   deutet 
darauf  hin,  daß  auch  dann,  wenn  Leitungs-,  Konvektions-  und 

kjchiebungsstrom  fehlen,  die  Bewegung  eines  Isolators  im 
trischen  Felde  imstande  ist,  magnetische  Kräfte  zu  erregen., 
^^der  Tat  hat  W.  C.  Röntgen*),  indem  er  Glas-  oder  Ebonit- 
^Kiben  zwischen  den  Platten  eines  geladenen  Kondensators 
*B  iJmdrehung  versetzte,  eine  Ablenkung  der  Magnetnadel  be- 
obachtet.   Daher  rührt  der  Name 


„Röntgenstrom"  für  jene  vierte        (2)" 

bei  Bewegung  eines  Dielektrikums  ^Hy^ 


im  magnetischen  Felde  auftretende  7^ 

Stromart.  ^  — 


.B' 

Ä 


♦  ,Ä....  c- 


Legen  wir  (Abb.  9)  die  <2f -Achse  Abb.  9. 

m  die  Rotationsachse  der  Scheibe,  und  bezeichnen  mit  u  den 
Betrag  ihrer  Winkelgeschwindigkeit,  so  sind  die  Komponenten  des 
Geschwindigkeitsvektors 


^^1)  H.  A.  Rowland,  American  Journal  of  Science  (1878)  S.  30. 
^Hs)  A.  Eichenwald,  Ann.  d.  Phys.  11  (1903)  S.  1. 
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Da  der  Vektor  ^  der  <s -Achse  parallel  ist,  so  gilt 

[3)öjL=      0. 
Innerhalb  der  rotierenden  Scheibe  ist  also 

curl[2)Öi]  =  0  * 

d.  h.  der  Vektor  [^  tu]  hat  hier  keinen  räumlichen  Wirbel. 

Wohl  aber  sitzen  an  den  beiden  Grenzebenen  der  Scheibe 
Flächenwirbel  dieses  Vektors;  denn  seine  tangentieUen  Kompo- 
nerCten  sind  innerhalb  der  Scheibe  von  nuU  verschieden,  außer- 
halb dagegen,  in  der  als  ruhend  anzunehmenden  Luft,  sind  sie 
gleich  nuU.  Verstehen  wir  unter  n  einen  zu  der  Grenzebene 
normalen,  jeweils  nach  innen  weisenden  Einheitsvektor,  der  also 
senkrecht  auf  tu  steht,  so  ist  der  Flächenwirbel  des  Vektors  [^  to], 
gemäß  Bd.  I,  §  22: 
(185)  [n[2)  toi]]  =  -  m  3)^  =  +  to  2)^. 

Hier  bezieht  sich  das  untere  Vorzeichen  (— )  auf  die  untere 
Seite  ÄA'  der  Scheibe,  wo  die  innere  Normale  der  ;^ -Achse 
parallel  ist,  das  obere  Vorzeichen  (+)  auf  die  obere  Seite  BB', 
wo  die  innere  Normale  der  ^-Achse  entgegen  gerichtet  ist. 

Nach  der  ersten  Hauptgleichung  ruft  nun  der  Flächenwirbel 
von  [2>tti]  einen  Flächenwirbel  der  magnetischen  Kraft  §' hervor: 

(185a)  [n,  ^1  -  #a  =  -  ^  »2). 


C 


'nf 


wie  sich  übrigens  auch  aus  der  Grenzbedingung  (183  a)  an  Gleit- 
flächen ergibt. 

Aus  der  ersten  Hauptgleichung  folgt,  wie  wir  sehen,  die 
Verteilung  der  Wirbel  von  §';  aus  der  vierten  ergibt  sich  die 
QueUenfreiheit  von  ö.  Sonst  sagen  die  Hauptgleichungen  über 
die  Verteilung  des  magnetischen  Feldes  nichts  aus.  Diese  Daten 
genügen  offenbar  nicht,  um  das  Feld  zu  bestimmen;  es  wäre 
erst  dann  bestimmt,  wenn  außer  den  Wirbeln  auch  die  Quellen 
von  §',  oder«  außer  den  Quellen  auch  die  Wirbel  von  ©  gegeben 
wären.  Es  fehlt  also  eine  Beziehung,  welche  die  Vektoren  §' 
und  ©  miteinander  verknüpft. 


I§  34  Die  Experimente  von  Rowland  und  Eichenwald  279 

Die  einfacliste  Annahme,  die  man  machen  könnte,  wäre  die, 
idaß   die  im  Falle   der  Ruhe   gültige  Proportionalität  zwischen 
Induktion   und  Kraft  sich   ohne  weiteres   auf  bewegte  Körper 
'übertragen  lasse: 
|(185b)  f&  =  ^§'. 

IDiese  Annahme  hat  H.Hertz  in  seiner  Elektrodynamik  be- 
wegter Körper  gemacht. 

Wäre  der  Ansatz  (185  b)  zutreffend,  so  müßte,  da  bei  dem 
Versuche  von  Röntgen  ^  =  1  ist,  wie  33  auch  §'  durchweg  quellen- 
frei sein.  Da  ferner  die  Wirbel  von  §'  durch  (185a)  gegeben 
sind,  so  muß  das  Feld  der  magnetischen  Kraft  übereinstimmen 
mit  dem  Felde  von  Flächenströmen  der  Dichte 

(185c)  i  =  -±öi25„=-tiicD, 

welche  in  den  beiden  Grenzebenen  J.JL'  und  JBB'  der  rotierenden 
Scheibe  kreisen;  dabei  bedeutet  cj  die  Dichte  der  elektrischen 
^elegung  auf  der  gegenüberliegenden  Platte  (CG'  bzw.  DD') 
^^H  Kondensators.  Nach  der  Hertzschen  Theorie  müßte  der 
^ontgenstrom  auf  die  Magnetnadel  wirken,  wie  ein  flächen- 
4|^ter  Leitungsstrom  von  dieser  Dichte  j. 

^^JUm  diese  Aussage  der  Hertzschen  Elektrodynamik  bewegter 
Körper  zu  prüfen,  stellte  A.  Eichenwald^)  den  folgenden  Ver- 
such an.  Er  bediente  sich  eines  Kondensators,  dessen  Dielektrikum 
den  Raum  zwischen  den  geladenen  Platten  ganz  ausfüllt,  sodaß 
in  Abb.  9  ÄÄ'  mit  CC\  BB'  mit  BB'  zusammenfällt;  nun  ließ 
er  den  ganzen  Kondensator,  Platten  und  Isolator,  zusammen 
rotieren.  Dabei  führen  die  Platten,  entsprechend  der  Dichte  o 
ihrer  wahren  elektrischen  Ladung,  den  Konvektionsstrom  mit  sich: 

Andererseits  hat,  nach  (185  c),  der  Röntgenstrom  an  den 
Grenzebenen  des  rotierenden  Isolators  eine  entgegengesetzt  gleiche 
Dichte;  es  folgt  j  -}-  ttico  =  0, 

h.  Konvektions-  und  Röntgenstrom  heben  sich  auf;   es  wird 
itinT magnetisches  Feld  erregt. 

1)  A.  Eichenwald,   Ann.  d.  Phys.  11   (1903)  S.  421;   13  (1904)  S.  919» 
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Dem  widerspricht  indessen  das  Ergebnis  des  Versuches  Yon 
Eichenwald.  Es  ergab  sich  eine  Ablenkung  der  Magnetnadel, 
die  lediglich  von  der  elektrischen  Spannung  der  Kondensator- 
platten abhing,  aber  nicht  von  der  Dielektrizitätkonstante  des 
Isolators.  Die  Summe  von  Konvektionsstrom  und  Rönt- 
genstrom,  welche  die  Ablenkung  hervorruft,  erwies  sich  als 
gleichwertig  dem  Konvektionsstrom  der  freien  Ladun- 
gen der  Platten:  ^ 

t  -h  mo  =  tUra  =  tu  y    ($„. 

*'  4:7t  « 

Dann  muß  dem  Röntgenstrom  selbst  die  Flächendichte  zu- 
kommen 

j=_tti(G3-tD0  =  -ÖJ^(2)„-@„),  oder 

(185d)  j  =  -tt'^„, 

statt  der  aus  dem  Ansatz  (185b)  der  Hertzschen  Theorie 
folgenden  Flächendichte  (185c). 

Diese  Tatsache  wird  von  der  Elektronentheorie  in  unge- 
zwungener Weise  erklärt.  Wie  wir  in  §  28  Gl.  (165)  gesehen 
haben,  bedingen  die  Leitungselektronen  die  wahre  Ladung, 
während  die  Polarisationselektronen  zu  der  Ladungsdichte  einen 
Beitrag  liefern,  der  gleich  der  negativen  Divergenz  von  fß  ist.- 
Der  Rowlandsche  Konvektionsstrom  der  wahren  Ladungen  ist 
also  derjenige  der  Leitungselektronen,  der  Röntgenstrom  da- 
gegen der  Strom  der  konvektiv  bewegten  Polarisationselektronen. 
Bei  den  Versuchen  von  Eichenwald  war  innerhalb  der  Scheibe 
^  konstant,  es  kommt  also  keine  räumliche  Dichte,  sondern  nur 
Flächendichte  (—  ^^)  der  Polarisationselektronen  in  Betracht; 
ihrem  Konvektionsstrom  entspricht  der  Röntgenstrom  (185d), 
den  Eichenwald  gefunden  hat.  Übrigens  ist  die  elektrische  Ladung 
welche  sich  ausLeitungs-  und  Polarisationselektronen  zusammen- 
setzt, gleich  der  „freien  Elektrizität";  bei  gemeinsamer  Rotation 
der  Platten  und  des  den  Raum  zwischen  ihnen  ausfüllenden 
Isolators  wirkt  also  auf  die  Magnetnadel  der  Konvektionsstrom 
der  freien  Elektrizität,  wie  es  Eichenwald  gefunden  hat. 

i 


W' 
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Wie  faßt  nun  die  Lorentzsche  Elektrodynamik  die  erste  Haupt- 
n-leichung?  Sie   teilt   die  elektrische  Verschiebung  in  zwei  Be- 
andteile:  2)  =  @  +  4:rqj, 

von  denen  der  erste  am  ruhenden  Äther,  der  zweite  dagegen  an 

r  bewegten  Materie  haftet.  Der  vom  ersten  Bestandteil  @  her- 

ihrende  Verschiebungsstrom  ist  auf  eine  ruhende,   der  zweite 

igegen  von  4t7t^  beigesteuerte  auf  eine  mit  der  Materie  bewegte 

Fläche  zu  beziehen.  Als  gesamter  Verschiebungsstrom  ergibt  sich 

4«   dt   "^    dt   '' 
obei  nach  (182  a)  zu  setzen  ist 

,  Also   ist  nach   der  Elektronentheorie   der   gesamte  Verschie- 
\  bungsstrom 

I'ihm  kommt  der  Konvektionsstrom  der  freien  Elektri- 
It,  welcher  daher  rührt,  daß  die  Leitungselektronen  und  die 
^isationselektronen  von  der  bewegten  Materie  konvektiv  mit- 
uhrt  werden  ()'tO  =  ()Öi  —  tiJ  div  ^, 

und  endlich,  wie  in  ruhenden  Körpern  (§  28),  der  Leitungs- 
strom  (i),  der  durch  die  Bewegung  der  Leitungselektronen  gegen 
die  Materie  entsteht.  Der  Stromanteil  der  Magnetonen  mag  außer 
Betracht  bleiben,  da  es  sich  um  nicht  magnetisierte  Körper  han- 
delt.  Hieraus  ergibt  sich  der  Gesamtstrom 

m  ^^  +  (>lo  +  curl[?JtD]+i. 

thn  setzt  H.  A.  Lorentz  dem  Wirbel  des  in  §  28  GL  (166)  als 
Mittelwert  der  mikroskopischen  Feldstärke  bestimmten  Vektors  8 
proportional  und  erhält 

(185e)     curl»  =  ^  {-^y  -{- 4:7tQto  -f- 4;ri -h  4;ccurl[^tti]} 
als  erste  Hauptgleichung  für  nicht  magnetisierte  Körper. 

Abraham,  Theorie  der  ElektriziUt.   II    4  Aufl.  19 
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Hier  steht  nun  rechts  der  Wirbel  von 

[4:r^ttj]  statt  desjenigen  von 

[2)">]; 

SO  stellt  die  Form  (185e)  der  ersten  Hauptgleichung,  indem  sie 
für  die  Flächendichte  des  Röntgenstromes  den  Wert  (185  d)  ergibt, 
die  Ergebnisse  der  Versuche  von  Rowland  und  Eichenwald  be- 
friedigend dar.  Da  der  Vektor  ©  durchweg  quellenfrei  ist,  ist 
bei  Angabe  der  Wirbel,  d.  h.  der  rechten  Seite  von  (185e),  seine 
Verteilung  bestimmt.  In  ruhenden  nichtmagnetischen  Körpern, 
wo  ©  =  §'  ist,  gibt  f8  die  Kraft  auf  magnetische  Einheitspole 
an.  Die  Lorentzsche  Fassung  der  ersten  Hauptgleichung  be- 
stimmt also  eindeutig  die  Ablenkung  ruhender  Magnetnadeln  in 
Folge  der  Bewegung  benachbarter  Leiter  oder  Isolatoren. 

In  den  beiden  ersten  Auflagen  dieses  Bandes  habe  ich  die 
Lorentzsche  Fassung  der  ersten  Hauptgleichung  als  Ausgangs- 
punkt gewählt.  Doch  kann  man  sich  nicht  verhehlen,  daß  die 
Zerlegung  der  von  Polarisations-  und  Leitungselektronen  her- 
rührenden Ströme  in  solche,  die  von  der  Bewegung  mit  der  Ma- 
terie, und  von  der  Bewegung  gegen  die  Materie  herrühren,  nicht 
ohne  WiUkür  ist.  Auch  ergibt  die  Lorentzsche  Darstellung  bei 
Berücksichtigung  des  Stromanteiles  der  Magnetonen  Unstimmig- 
keiten, indem  die  Symmetrie  der  elektrischen  und  magnetischen 
Vektoren  aufgegeben  wird.  Ich  möchte  es  daher  vorziehen,  die 
Hauptgleichungen  Id — IV d  des  vorigen  Paragraphen,  in  denen 
die  Symmetrie  der  elektrischen  und  magnetischen  Vektoren  ge- 
wahrt ist,  der  Elektrodynamik  bewegter  Körper  zugrunde  zu 
legen.  Diese  werden  sich  insbesondere  als  geeignete  Grundlage 
für  die  Theorie  der  mechanischen  Kräfte  (§  38,  39)  erweisen. 
In  unserer  ersten  Hauptgleichung  (184)  ist  der  Vektor  §',  dessen 
Wirbel  links  steht,  nicht,  wie  der  Lorentzsche  Vektor  35,  durch 
Mittel  Wertsbildung  über  das  hypothetische  FeldimAther  bestimmt, 
sondern  er  hat  eine  unmittelbare  physikalische  Bedeutung  in  Bezug 
auf  die  bewegte  Materie;  er  gibt  die  Kraft  auf  mitbewegte  ma- 
gnetische Einheitspole  an. 

Von    diesem   Standpunkte    aus   haben  wir  aus   dem 
Ergebnisse  des  Versuches  von  Eichenwald  zu  schließen. 
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daß  die  Beziehung  (185b)  zwischen  den  in  den  Haupt- 
gleichungen auftretenden  Vektoren  §'  und  35  in  be- 
wegten Körpern  nicht  zutrifft.  Wir  wollen  diese 
Hertzsche  Verknüpfungsgleichung  durch  die  folgende 
ersetzen: 
(186)  «==^§'  +  |[tti@]. 

Daß  hierdurch  die  Versuchsergebnisse  dargestellt  werden, 
sieht  man  ohne  weiteres  ein,  indem  man  ^  =  1  setzt  (die  Ver- 
suche bezogen  sich  auf  nicht  magnetisierbare  Körper),  und  in 
(184)  statt  §'  den  durch  (186)  bestimmten  Vektor  ©  einführt; 
dann  folgt 

(186a)     curl©  =  y  {^  "^  ^^^^  "^  ^^^  "^  curl[4:;rgJöi]} 

wobei  gesetzt  ist  4^^  =  ^  —  (B. 

Diese  Form   der  ersten  Hauptgleichung  stimmt  ganz  mit  der 

Krentzschen  (185 e)  überein.  Im  Verein  mit  Gl.  IV d,  welche 
I  QueUenfreiheit  von  83  fordert,  bestimmt  sie  eindeutig  diesen 
ktor;  für  ft  =  1,  tti  =  0,  d.  h.  in  ruhenden  nicht  magnetisier- 
ren  Körpern,  stimmt  nach  (186)  der  Vektor  ©  mit  dem  für 
die  Ablenkung  der  Magnetnadel  maßgebenden  Vektor  §'  überein. 
Daraus  folgt,  daß  die  Hanptgleichungen  (Id,  IV d),  im 
Verein  mit  der  Verknüpfungsgleichung  (186),  allen  be- 
kannten Versuchsergebnissen  gerecht  werden.  Diese 
Versuche  beziehen  sich  allerdings  nur  auf  nicht  magnetisierbare 
Körper,  und  auf  langsame  Bewegungen,  deren  Geschwindigkeit 
zu  derjenigen  des  Lichtes  etwa  im  Verhältnis  10~®  steht;  es 
könnten  also  in  (186)  noch  Korrekturen  von  der  Ordnung  (^—  1) 

tn  ^ 

oder    j  zugelassen  werden. 

§  35.  Der  Versuch  yon  H.  A.  Wilson, 

Die  zweite  Hauptgleichung  (II d)  des  §  33  geht,  mit  Rück* 
sieht  auf  (182  c),  über  in 


(187)  curl  qt'=-l[^^  +  curl  [» tu] }  • 


19' 
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Wie  erwähnt  wurde,  wird  sie  durch  die  Erfahrungen  über  In- 
duktionsströme in  bewegten  Leitern  bestätigt,  insofern  als  man 
in  ihnen  die  Stromdichte  durch  (181)  der  elektrischen  Kraft  @' 
proportional  setzt. 

Bewegen  sich  nun  Isolatoren  im  magnetischen  Felde,  so 
werden  Ladungen  auftreten,  welche,  gemäß  (III  d),  mit  dem  Vek- 
tor 2>  der  elektrischen  Verschiebung  verknüpft  sind  durch: 

(187  a)  div2)  =-=4:r(). 

Es  bestimmt  demnach  (187)  die  Wirbel  von  ^',  (187a)  die 
Quellen  von  2).  Die  Verteilung  der  Felder  beider  Vektoren  ist 
erst  dann  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  eine  Verknüpfungs- 
gleichung zwischen  (i'  und  2)  hinzufügt. 

Die  Hertzsche  Elektrodynamik  bewegter  Körper  machte  den 
einfachsten  Ansatz,  indem  sie  die  im  Falle  der  Ruhe  gültige  Be- 
ziehung ^  =  £(B' 

auf  den  FaU.  der  Bewegung  übertrug.  Aber  ebensowenig,  wie 
der  entsprechende  Ansatz  (185  b)  auf  der  magnetischen  Seite 
den  Tatsachen  entsprach,  ebensowenig  ist  dieser  Ansatz  im  Ein- 
klänge mit  den  sogleich  zu  besprechenden  Versuchsergebnissen. 
Die  Beziehung  (186)  des  vorigen  Paragraphen  legt  es,  im 
Hinblick  auf  die  Symmetrie  der  elektrischen  und,  der  magne- 
tischen Größen,  nahe,  der  Verknüpfungsgleichung  die  folgende 
Form  zu  geben: 
(187b)  2)  =  fr- ^[tti§]. 

Für  ein  zeitlich  konstantes  magnetisches  Feld  folgt  aus  (187) 

curl  { d '  —  ^  [tu  ©] }  =  0,  und  daher 

(187c)  @'=-V9)-h  ^  [to©]. 

c 

In  den  ruhenden  Teilen  des  Systemes  geht  d'  in  die  elektro- 
statische Kraft  auf  ruhende  Einheitspole,  qp  in  das  elektrosta-. 
tische  Potential  über.  Aus  (187  b,  c)  folgt 

(187 d)  2)  =  _  fVg)  +  i  [tti,  £©  -  §]. 


m- 
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Man  begeht  (vgl.  §  36)  nur  einen  bei  langsamer  Bewegung 
unmerklichen  Fehler  von  der  Ordnung  (tti)^:c^,  wenn  man  hier 
fß  ==  fi^  setzt  und  schreibt 
(187e)  D  =  -£V9)  +  *''-p^[öJ§]. 

Für  Isolatoren  der  Permeabilität  fi  =  1  wird 
(187f)  ^  =  -6V9P  +  ^[öi§]. 

Die  experimentelle  Prüfung  dieser  Beziehung  bildete  den 
Gegenstand  einer  Arbeit  von  H.  A.  Wilson.^)  Dieser  Forscher 
ließ  einen  dielektrischen  hohlen  Zylinder  in  einem  der  Achse 
parallelen  magnetischen  Felde  rotieren.  Die  metallischen  Bele- 
gungen der  äußeren  und  inneren  Begrenzungsflächen  waren  durch 
Gleitkontakte  mit  den  Quadranten  eines  Elektrometers  verbun- 
den; die  innere  Belegung  war  gleichzeitig  geerdet.  Die  infoiger 
der  Rotation  sich  herstellende  radiale  elektrische  Verschiebung 

ibt  zn  einer  wahren  Ladung  der  Zylinderbelegungen  Veran- 
Bsung;  dieselbe  bestimmt  sich  auf  Grund  von  (187 a,f)-,  dabei 
1;  10  senkrecht  zu  §  gerichtet;  sein  Betrag  ist  gleich  u  •  r^  wo 
die  Winkelgeschwindigkeit,  r  der  Abstand  von  der  Achse  ist. 
ithin  ist 
87g)  $^  =  _,^  +  (._l).H.|§|, 

Das  zweite  Glied  wechselt  bei  Umkehrung  des  magnetischen 
Feldes  das  Vorzeichen.  Ist  h  die  Höhe  des  Zylinders  und  e  die 
Ladung  seiner  inneren  Belegung,  a  und  h  die  Querschnittsradien 
der  äußeren  und  inneren  Belegung,  so  ist 

|^(^  Da  nun  konzentrische  Zylinder  des  Dielektrikums  von  der- 
selben Verschiebung  e  durchsetzt  werden,  so  ergibt  die  Integra- 
tion von  (187g)  zwischen  den  Grenzen  b  und  a: 

^  •  ^  •  ^^  (I)  ==  9^1  ~  9^2  ±  (l  -  7)^  •  i  §  i  •  («*-  ^')     oder 
1)  H.  A.  Wilson,  Phil.  Trans.  A.  204  (1904)  S.  121. 
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(187  h)  ^=9>,-g),±2?', 

WO  K  die  Kapazität  des  dielektrisclien  Zylinders  ist  und 
(187i)  i;.  =  (i_l).iii§|(„2_62). 

Die  Ladung  der  Innenseite  des  äußeren  Zylinders  ist  —  e; 
folglich  ist  +  e  die  Ladung  seiner  Außenseite,  des  mit  ihr  ver- 
bundenen Quadranten  des  Elektrometers  und  des  Leitungs- 
drahtes zusammen ;  der  andere  Quadrant  ist  zur  Erde  abgeleitet. 
Ist  K'  die  Kapazität  dieses  ganzen  Systems,  so  hat  man 

^  =  9^2  —  9^1- 

Hieraus  und  aus  (187  h)  folgt 
(187k)  ±£.  =  (qp^_yj.Ä±^, 

ff 

SO  daß  aus  der  gemessenen  Potentialdifferenz  der  Quadranten 
und  den  Konstanten  des  Apparates  die  Größe  E*  sich  ermitteln 
und  so  die  experimentelle  Prüfung  der  Beziehung  (187  i)  sich 
durchführen  läßt. 

Die  messenden  Versuche  H.  A.  Wilsons  bestätigen  nun 
durchaus  die  Gültigkeit  dieser  Beziehung;  mit  der  Hertzschen 
Theorie   sind  sie  nicht  zu  vereinbaren;  diese  setzt  in  (187 f)  s 

an  SteUe  von  £  —  1,  mithin  in  (187  i)  1  an  Stelle  von  1 

Übrigens  haben  M.  Wilson  und  H.  A.  Wilson^)  später  mit  einem 
künstlich  hergestellten  magnetisierbaren  Isolator,  bestehend  aus 
kleinen  in  Siegellack  oder  Paraffin  eingebetteten  Stahlkügelchen, 
den  Versuch  wiederholt,  und  die  Formel  (187 e)  bestätigt  ge- 
funden. Hiernach  gilt  die  Verknüpfungsgleichung  (187  b)  auch 
in  magnetisierbaren  Körpern.  Es  folgt  demnach,  daß  für 
langsame  Bewegungen  die  Verknüpfung  von  ^  und  %' 
durch  (187b)  richtig  wiedergegeben  wird. 

1)  M.  Wilson  und  H.  A.  Wilson,  Proc.  Roy.  Soc.  A.  89  (1913)  S.  99. 
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§  36.  Die  Yerknüpfuuj^sgleichungen  der  verschiedenen 

Theorien. 

Die  Hauptgleichungen  des  §  33  sind  nur  ein  allgemeines 
Schema,  welches  erst  durch  Hinzufügung  der  Verknüpfungs- 
gleichungen zwischen  den  elektromagnetischen  Vektoren  (!',§' 
und  ^,  53  einen  physikalischen  Inhalt  gewinnt.  Wir  haben 
nun  in  den  §§  34,  35  gesehen,  daß  die  Hertzschen  Verknüpfungs- 
gleichungen 2)=f^',         ö  =  ft§' 

für  bewegte  JKörper  den  Tatsachen  nicht  entsprechen.  Es  sind 
Glieder  hinzuzufügen,  welche  linear  in  der  Geschwindigkeit  sind. 
Wir  konnten  die  Experimente  von  Eichenwald  und  Wilson  dar- 
stellen, indem  wir  setzten  (GL  186  u.  187  b) 

Es  ist  allerdings  zu  bemerken,  daß  die  Versuche  nicht  ein- 
deutig zu  dieser  Form  der  Verknüpfungsgleichungen  führen ;  be- 
ziehen sie  sich  doch  nur  auf  langsame  Bewegungen.  Es  wären 
^^80  Änderungen  von  der  Ordnung  |  tti^  |  jc^  an  den  Gl.  (188)  ge- 
^■ittet,  ohne  ihre  Übereinstimmung  mit  jenen  Experimenten  zu 
"Deeinträchtigen.  Man  könnte  in  der  Gleichung  für  2)  rechts  im 
zweiten  Gliede  §'  statt  §,  in  der  Gleichung  für  83  im  zweiten 
Glieder  ^'  statt  %  setzen.    Dann  erhalten  die  Verknüpfungs- 
gleichungen die  folgende  Form: 

(188a) 

iB  =  ft§'+i[tti(g'J. 

Sie  entspricht  der  von  E.  CohnaufgestelltenElektro- 
dynamik  bewegter  Körper \).  Im  Verein  mit  den  Haupt- 
gleichungen Id  —  IVd  des  §  33  und  Beziehung  i  =  (J@'  stellen 
die  Gl.  (188a)  alle  Tatsachen  der  Elektrodynamik  bewegter  Körper 

1)  E.  Cohn.  Ann.  d.  Phys.  7.  S.  29  (1902).  Bari.  Sitzber.  (1904).  S. 
1-294  u.  1404. 
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befriedigend  dar.  Sie  haben  den  Vorzugs  die  in  den  Haupt- 
gleicbungen  auftretenden  Vektorpaare  2),  ©  und  ©',  §'  unmittel- 
bar miteinander  zu  verknüpfen,  ohne  Zwischen  scbiebung  eines 
weiteren  Paares  ®,  §,  welchem  im  bewegten  Körper  keine 
physikalische  Bedeutung  zukommt. 

Behält  man  jedoch  die  Form  (188)  der  Verknüpfungsglei- 
chungen bei,  so  sind  vom  phänomenologischen  Standpunkte  aus 
die  Vektoren  ®,  §  nur  als  Hilfsgrößen  zu  betrachten;  es  ist 
dann  ein  weiteres  Gleichungspaar  hinzuzufügen,  welches  dieses 
Vektorpaar  mit  den  beiden  ersten  Paaren  verbindet.  Am  näch- 
sten liegen  die  beiden  folgenden  Möglichkeiten: 


g  = 

=  «'- 

f  [tt§], 

§- 

=  #'  + 

1  im, 

e  = 

=  ®'- 

1  [<»8], 

§  = 

=  r+ 

\  [toS]. 

oder 


(188b) 


(188  c) 


Die  Verknüpfungsgleichungen  (188,  188b)  sind  die- 
jenigen der  Theorie  von  H.  A.  Lorentz,  während  (188, 
188c)  der  Minkowskischen  Elektrodynamik  bewegter 
Körper^)  entsprechen. 

Allerdings  muß  ich  bemerken,  daß  ich  die  Lorentzschen 
Verknüpfungsgleichungen  etwas  abgeändert  habe,  um  sie  mit 
dem  Symmetrieprinzip  in  Einklang  zu  bringen.  Doch  kommt 
so  der  für  die  Elektronentheorie  wesentliche  Gesichtspunkt  zur 
Geltung,  nämlich  die  Trennung  der  Vektoren  ^  und  §  in 
zwei  Teile,  die  vom  Äther  und  von  der  Materie  bei- 
gesteuert werden;  in  der  Tat  folgt  aus  (188,  188b) 

.1ßQ^^  ,2>=-e  +  4^!P,       4«^  =  (f-l)r, 

(löoaj 


§  ==  ö  -  43tSW,      A^m  =  (iii  -  1)  §'. 

Diese  Gleichungen  entsprechen  ganz  den  Gl.  (166  c)  des  §28-, 
dabei  bedeuten  (S  und  ©  gemäß  (166)  und  (166  a)  die  Mittelwerte 

1)  H.  Minkowski,  Gott.  Nachr.  1908.    S.  1, 
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der  mikroskopischen  Feldstärken  im  Äther;  diese  Bedeutung  be- 
halten sie  auch,  wenn  die  Materie  sich  bewegt.  Dagegen  werden 
die  Vektoren  ^  und  9W,  die  elektrische  Polarisation  und  die  Magne- 
tisierung der  Materie,  im  Falle  der  Bewegung  den  Vektoren  ©' 
und  •§'  proportional,  welche  die  Kräfte  auf  die  bewegte  Einheits- 
pole bestimmen.  Die  Trennung  der  Beiträge  des  ruhenden 
Äthers  und  der  bewegten  Materie  verleiht  den  Lorentzschen 
Verknüpfungsgleichungen  eine  Anschaulichkeit,  welche  den 
beiden  anderen  Theorien  fehlt. 

H.  Minkowski  ist  zu  seinen  Verknüpfungsgleichungen  durch 
das  Relativitätsprinzip  (vgl,  §  50)  geführt  worden.  Von  diesem 
Standpunkte  aus  hat  die  Trennung  in  Beiträge  der  Materie 
und  des  Äthers  keine  Berechtigung.  In  der  Tat  haben  die  Vek- 
toren @,  §  bei  Minkowski  nicht  die  gleiche  Bedeutung,  wie  bei 
Lorentz  die  so  bezeichneten  Vektoren.  Doch  kann  man  mit  ihrer 
Hilfe  die  Vektoren  @',  §'  aus  den  Hauptgleichungen  Id,  Hd  eli- 
minieren. In  der  Tat  erhält  man,  mit  Rücksicht  auf  (182  a,c)  aus 
jBAßc)  folgende  Form  der  Hauptgleichungen  für  bewegte  Körjper 

i 

Diese  Minkowskischen  Hauptgleichungen  weichen  nur  durch  das 
Auftreten  des  Konvektionsstromes  von  den  für  den  FaU  der 
Ruhe  geltenden  ab.  Doch  ist  die  Ähnlichkeit  lediglich  eine 
wjßerliche,  da  @,  §  im  bewegten  Körper  nicht  die  nämliche  physi- 
^Bche  Bedeutung  haben,  wie  im  ruhenden.  Eliminiert  man 
^B  aus  den  Verknüpfungsgleichungen  (188,  188  c)  die  Vek- 
Hln  ©',§',  so  werden  sie 


0 


(189a) 


Die  61.  (189,   189  a)   sind  die  Grund gleichungen  der  Minkows- 
hen  Elektrodynamik  bewegter  Körper.   Wir  kommen  später 
üO)  auf  sie  zurück. 
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Unsere  Hauptgleicliuiigen  umfassen  die  verschiedenen  Theo- 
rien der  Elektrodynamik  bewegter  Körper,  von  denen  eine  jede 
durch  ihre  Yerknüpfungsgleichungen  zwischen  den  Yektorpaaren 
^,  33  und  (i',  §'  gekennzeichnet  ist.  Jede  dieser  Theorien  hat 
ihre  eigentümlichen  Vorzüge.  Handelt  es  sich  um  elektrotech- 
nische Anwendungen  auf  bewegte  Leiter,  so  kann  die  Hertzsche 
Elektrodynamik  als  Grundlage  dienen.  Bei  der  Anwendung  auf 
bewegte  Isolatoren  aber  begeht  sie  einen  Fehler  erster  Ordnung 

'  — •  Die  Theorien  von  E.  Cohn,  H.  A.  Lorentz  und 


m 

c 


H.Minkowski  stimmen  unter  sich  und  mit  den  Experi- 
menten bis  auf  Größen  erster  Ordnung  überein.  Kommen 
Größen  zweiter  Ordnung  nicht  in  Betracht,  so  kann  von  diesen 
drei  Theorien  diejenige-  verwandt  werden,  deren  Handhabung 
jeweils  am  einfachsten  scheint. 

§  37.  Der  Versuch  von  Fizeau. 

Über  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  strömendem  Wasser 
ist  von  Fizeau  ein  Versuch  angestellt  worden;  von  Michelson 
und  Morley  wiederholt,  stellt  dieser  Versuch  ein  Experimen- 
tum  crucis  dar,  welches  gegen  die  Hertzsche  Optik  bewegter 
Körper  entscheidet.  Wir  woUen  nicht  versäumen,  die  Theorie 
dieses  Versuches  aus  den  Verknüpfungsgleichungen  des  vorigen 
Paragraphen  abzuleiten. 

Bei  den  Versuchen  gelangten  zwei  Lichtbündel  zur  Inter- 
ferenz, welche  zwei  parallele  Röhren  durchsetzt  hatten.  Wurde 
das  in  den  beiden  Röhren  enthaltene  Wasser  in  entgegenge- 
setzten Richtungen  in  Strömung  versetzt,  so  erfolgte  eine  Ver- 
schiebung der  Interferenzstreifen;  aus  dem  Betrage  der  Ver- 
schiebung konnte  die  Veränderung  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  Lichtes  infolge  der  Bewegung  des  Wassers  ermittelt 
und  mit  der  Theorie  vergleichen  werden. 

Es  handelt  sich  also  hier  um  LichtweUen,  welche  parallel 
der  Geschwindigkeitsrichtung,  oder  in  dem  entgegengesetzten 
Sinne    sich   fortpflanzen.     Wir   legen    die  ^-Achse    in  die  Be- 

I  tu  I 

wegungsrichtung  des  Wassers,  setzen  - — -  ==  ß  und  betrachten 
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znnäclist  einen  geradlinig  polarisierten  Lichtstrahl,  in  dem  die 
elektrischen  Schwingungen  der  ic-Achse,  die  magnetischen  der 
y-Achse  parallel  erfolgen. 

Die  Hauptgleichungen  (I  d,  II  d  des  §  33)  ergeben  für  Nichtleiter 

^^^^^  ~    dz   ~  c     dt   '      dz  c'  dt    ' 

Dabei    gelten,    nach  E.   Cohn    strenge,    nach  Lorentz    und 
Minkowski  bei  Vernachlässigung  von  /3,^  die  Beziehungen  (188  a) 

(190a)  ^x  =  fC4-/3§;, 

(190b)  8,  =  /i§;  +  /3C 

Wir  verstehen  unter  v'  die  Zahl  der  Lichtschwingungen,  ge- 
messen in  einem  Punkt  des  bewegten  Wassers,  unter  w'  die 
»gesuchte  Geschwindigkeit  des  leichtes  relativ  zum  Wasser  und 
bringen  dementsprechend  die  Abhängigkeit  der  Feldkomponenten 
von  t  und  z  für  einen  Punkt  des  Wassers  durch  den  komplexen 
Faktor  zum  Ausdruck:  ,     ,^ 


iv' 

e 


Da  in  (190)  die  Ableitungen  nach  der  Zeit  sich  ebenfalls  auf 
einen  Punkt  der  bewegten  Materie  beziehen,  so  folgen,  mit  Rück- 
sicht auf  (190  a,  b),  die  in  @x,  §y  homogenen  Gleichungen 

(191) 


wobei,  abkürzungsweise,  gesetzt  ist: 

(191a)  ♦^'^.V' 

Es  folgt  für  n   die  Gleichung 

(191b)  (n'-ßy  =  £(i  =  n^, 

wo  n  den  Brechungsindex  für  Lichtwellen  dieser  Schwingungs- 
zahl in  ruhendem  Wasser  darstellt.  Die  MaxweUsche  Beziehung, 
die  hier  herangezogen  ist,  würde  zwar  nur  für  ein  dispersions- 
fireies  Medium  gelten.  Für  einen  Körper  mit  Dispersion  ist 
dann  e  oder  ft,  oder  es  sind  beide  Größen  als  Funktionen  der 
^  hwingungszahl  des  Lichtes  zu  betrachten,  derart  daß  das  Produkt 
ider  der  Dispersionskurve  des  Körpers  entspricht.  Dem  Bre- 
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cliungsindex  n  für  den  Fall  der  Ruhe  ordnen  sich  für  den  Fall 

der  Bewegung  nach  (191b)  zwei  Werte  von  n'  zu: 

(191c)  n  =  n  +  ß  bzw.  n'  =  —  (n  —  ß), 

von  denen  der  erste  einer  Lichtfortpflanzung  parallel,  der  zweite 

entgegen  der  Strömung  des  Wassers  entspricht. 

Nehmen  wir  den  ersten  Wert  und  vernachlässigen  Größen 
der  Ordnung  ß^y  so  bestimmt  sich  durch 

(191  d)  »r^-Ui-i 

^  '^  c         n        n        n 

die  Relativgeschwindigkeit  der  Wellen  gegen  das  strö- 
mende Wasser. 

Die  Geschwindigkeit  der  Lichtwellen,  welche  ein  ruhender 
Beobachter  wahrnimmt,  ist  demnach  w'\  wo 

Der  Fall   der  Lichtfortpflanzung  entgegen   der  Strömungs- 
richtung des  Wassers  ergibt  sich  durch  Vorzeichenwechsel  von  ß, 

Nach   der  Hertzschen  Theorie   würde  die  Relativgeschwin- 
digkeit der  Wellen  gegen  das  strömende  Wasser  dieselbe  sein 
wie  gegen  ruhendes  Wasser.    Das    ergibt  sich,    wenn   man   in 
(190  a,  b),  den  Hertzschen  VerknüpfuDgs^leichungen  gemäß,  die 
Glieder  mit  ß  streicht;  dann  folgt  einfach  n  =  n.    Die  Wellen 
würden  bei  der  Bewegung  nach  Hertz  einfach  mitgeführt  werden.  H 
Nach   der  soeben  entwickelten  Theorie  ist  das  nicht  der  Fall;  jj 
infolge  der  Bewegung  des  Wassers   wird  die  Geschwindigkeit  b 
des  parallel  sich  fortpflanzenden  Lichtes  nicht  um  |  to  |,  sondern  1 

nur  um  einen  Bruchteil  von  |  in  |  vermehrt.   Der  Faktor  (1 A  | 

in  Gleichung  (191  e),  der  diesen  Bruch  angibt,  wird  der  „Fres-  $ 
nelsche  Fortführungskoeffizient"  genannt.  Fresnel  war  | 
es,  der.  zuerst  die  Annahme  ruhenden  Äthers  vertrat,  welche  i 
dann  von  H.  A.  Lorentz  der  elektromagnetischen  Optik  bewegter  i 
Körper  zugrunde  gelegt  wurde.  Die  Versuche  von  Fizeau,  Michel-  | 
son  und  Morley,  welche  die  Gültigkeit  jenes  Ausdruckes  für  | 
den  Fortführungskoeffizienten  bewiesen  haben,  zeigen,  daß  die  I 
im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Verknüpfungsgleichungen  | 
der  Elektrodynamik  auch  die  Optik  bewegter  Körper  umfassen,  i 
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§  38.  Impulssatz  und  Energiesatz. 

Wir  haben  in  §  33,  bei  der  Aufstellung  der  Hauptgleichungen 
der  Elektrodynamik  bewegter  Körper,  die  Vektoren  ^'  und  §' 
als  mechanische  Kräfte  auf  mitbewegte  elektrische  bzw.  magne- 
tische Einheitspole  definiert.  Soll  das  System  der  Elektrodynamik 
bewegter  Körper  ein  lückenloses  sein,  so  ist  es  unsere  Aufgabe, 
Ausdrücke  für  die  mechanischen  Kräfte  anzugeben,  welche  solche 
Kräfte  für  bewegte  Pole  ergeben.  Dabei  muß  einerseits  der  An- 
schluß an  die  Gesetze  der  mechanischen  Kräfte  im  Falle  der 
Ruhe  (Bd.  I,  §  91)  gewahrt  bleiben,  andererseits  an  die  auf  das 
elektromagnetische  Feld  im  Vakuum  bezüglichen  Entwickelungen 
Ton  §§  4  und  5  dieses  Bandes,  welche  im  folgenden  Kapitel  im 
Hinblick  auf  die  Mechanik  des  Strahlungsdruckes  verfolgt  werden 
sollen. 

Wir  denken  uns  einen,  von  der  ruhenden  Fläche  f  begrenzten 
Bereich  v,  und  betrachten  denjenigen  Teil  des  bewegten  Körpers, 
oder  des  Systemes  bewegter  Körper,  welcher  jeweils  diesen  Be- 
reich einnimmt.   Es  sei 
192)  (B  =fdv^ 

gesamte  elektromagnetische  Bewegungsgröße  dieses 
^reiches,  g  demgemäß  deren  Dichte.  Ferner  sei  ^  die  Energie- 
ichte,  und  daher  die  gesamte  elektromagnetische  Energie 
js  Systemes: 
(192a)  W==fdvt^ 

Wir  verstehen  endlich  unter  %  die  auf  die  ruhende  Fläche  f 
wirkende  Flächen  kraft,  und  fassen  den  Impulssatz  in  der  aus 
§  5,  Gl.  (19)  bereits  bekannten  Weise,  indem  wir  die  Gesamt- 
kraft Ä,  welche  das  elektromagnetische  Feld  auf  die  Körper  des 
Systemes  ausübt,  gleich  der  Resultierenden  jener  über  die  Grenz- 
fläche f  verteilten  Flächenkräfte  setzen,  vermehrt  um  die  elektro- 
magnetische Trägheitskraft,  d.  h.  um  die  zeitliche  Abnahme  des 
elektromagnetischen  Impulses: 

(192b)  ^-  fdf^-^^t' 
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I 
Auch   die  Energiegleichung  ist  für  wägbare  Körper  in  | 

älinliclier  Weise  anzusetzen,  wie  es  in  §  4  für  ein  System  von  .| 
Elektronen    geschah.    Nur    ist    außer    der  Arbeitsleistung   der  -j 
mechanischen  Kräfte  des  Feldes  noch  die  Joulesche  Wärme  Q 
in  Rechnung  zu  stellen;  die  Summe  beider  Größen  muß  gleich 
sein  der  einströmenden  Energie,  vermehrt  um  die  zeitliche  Ab-  s 
nähme  der  elektromagnetischen  Energie  des  Bereiches: 

(192c)  J^+Q^-Jdf^^-'^. 

Durch  (192b,  c)  sind  Impulssatz  und  Energiesatz  für  einen 
endlichen  Bereich  ausgedrückt.  Wir  wollen  sie  jetzt  auf  die 
Volumeinheit  übertragen,  indem  wir  unter  f  und  q  die  auf  diese 
bezogene  elektromagnetische  Kraft  und  Joulesche  Wärme  ver- 
stehen.   Dann  lautet  die  Impulsgleichung  (vgl.  §  5,  Gl.  23): 

ar_      aT        ar       dca 


(192  d) 


^y        dx    ^    dy    '^ 


dz 

cdt  ' 

dz 

cdt  ' 

dT,, 

dc%. 

dz 

cdt  ' 

dx 
und  die  Energiegleichung  wird 

(«2.)  i«.,)  +  ,]-  U^  -  >,  (1.)  -  l  (?.)  -  ä 

Wie  man  sieht,  können  Impuls-  und  Energiesatz   als  ein  \ 
Schema  von  vier  Gleichungen  aufgefaßt  werden,  welches 
die  von  dem  elektromagnetischen  Felde  an  die  Volum- 
einheit  der  Materie  abgegebene  Bewegungsgröße  und 
Energie  durch  Differentiation  nach  x,  y,  s  und  et  au» 
einem  System  von  16  Größen  ableitet,  nämlich:  den  9Kom-  | 
ponenten  der  fiktiven  Spannungen,  je  3  Komponenten  der 
Impulsdichte  und  des  Energiestromes,  und  der  Energie- 
dichte.   Natürlich  werden   die   einfachen  Formeln,  welche  im 
Vakuum  jene  16  Größen  durch  die  Feldkomponenten  ausdrücken,  \ 
in  bewegten  Körpern  nicht  mehr  zutreffen ;  es  wird  gerade  unsere 
Aufgabe  sein,  allgemeinere  Ausdrücke  an  ihre  Stelle  zu  setzen, 
welche  für  bewegte  Körper  gelten  sollen.  Aus  ihnen  wird  sich  1 
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dann,  auf  Grund  des  Impulssatzes,  auch  die  mechanisclie  Kraft 
bestimmen. 

Nach  den  Vorstellungen  der  Elektronentheorie  wird  das 
elektromagnetische  Feld  in  der  Materie  durch  die  Elektronen 
und  Magnetonen  erzeugt,  aus  denen  sie  sich  die  Materie  zusam- 
mengesetzt denkt.  Die  elektrischen  und  magnetischen  Vektoren 
der  Elektrodynamik  wägbarer  Körper  ergeben  sich  durch  Mittel- 
wertsbildung über  physikalisch  unendlich  kleine  Bereiche  aus 
den  Feldstärken  der  mikroskopischen  Felder  der  Elektronen  und 
Magnetonen.  Für  ruhende  Körper  haben  wir  in  §  2S^  im  An- 
schluß an  H.  A.  Lorentz,  eine  dieser  Auffassung  entsprechende 
Ableitung  der  Feldgleichungen  angegeben,  und  auch  für  bewegte 
Körper  in  §  34  den  Gedankengang  der  Elektronentheorie  an- 
gedeutet. Doch  haben  wir  dort,  in  der  Elektrodynamik  bewegter 
Körper,  schon  bei  der  Aufstellung  der  Hauptgleichungen  eine 

Ihr  phänomenologische  Betrachtungsweise  bevorzugt.  Hier,  wo 
jich  um  Größen  handelt,  welche,  wie  die  Tensor"komponenten  T^^ 
r.,  vom  zweiten  Grade  in  den  Komponenten  der  Feldstärken 
d,  wäre  eine  Ableitung  durch  Mittelwertsbildung  aus  den 
KLSorkomponenten  der  Elektronenfelder  außerordentlich  ver- 
kelt,  insbesondere  für  bewegte  Körper.  Wir  werden  daher 
.  einer  solchen  Ableitung  Abstand  nehmen,  und  uns  bei  der 
Aufstellung  der  Ausdrücke  für  jene  16  Größen  mehr  phänome- 
nologischer Methoden  bedienen.  Doch  gibt  uns  schon  die  Be- 
rufung auf  die  Möglichkeit  einer  solchen  Ableitung  durch  Mittel- 
wertsbildung aus  den  mikroskopischen  Feldern  im  Äther  einen 
wertvollen  Hinweis.  Es  wird  nämlich  zu  fordern  sein,  daß  die- 
jenigen Beziehungen,  welche  im  Vakuum  zwischen  jenen  16  Größen 
gelten,  und  welche  die  Feldkomponenten  nicht  enthalten,  auch 
in  wägbaren  Körpern  gültig  bleiben;  in  der  Tat  bleiben  ja  der- 
artige Beziehungen  bei  der  Mittelwertsbildung  bestehen. 
§L      Solche  Beziehungen  sind  nun 

(193)  T^.  +  T,„+T,.  +  ^  =  0. 

Man  bestätigt  dies  leicht  auf  Grund  der  Ausdrücke  (Bd.  I,  §  45 
Gl.  149  a,  b)  für  die  elektrischen,  und  der  entsprechenden  (Bd.I, 
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§58  Gl.  177  a,  b)  für  die  magnetischen  Spannungen.  Auch  gelten 
die  Symmetriebeziehungen. 
(193a)  T,,  =  T^,,    2',.  =  T,„    T,^  =  T,,. 

Endlich  wird  auch  der  „Satz  vom  Impulse  des  Energie- 
stromes" §2,  Gl.  (17)  bei  der  Mittelwertsbildung  gültig  bleiben; 
er  liefert  drei  weitere  Beziehungen: 

(193b)  c9.  =  %,    %  =  1^    «9;=f-- 

Der  Satz  vom  Impulse  der  Energieströmung  wurde  bereits 
in  §23  zu  einem  allgemeinen  Prinzip  erhoben.  Die  dort  gegebene 
Theorie  der  Versuche  von  Trouton  und  Noble  setzt,  um  auf  einen 
Kondensator  aus  dielektrischem  Stoffe  anwendbar  zu  sein,  die  all- 
gemeine Gültigkeit  der  Beziehungen  (193  b)  in  der  Elektrodynamik 
bewegter  Körper  voraus. 

Die  Beziehungen  (193  a,  b)  machen  das  System  der  16  Größen 
zu  einem  symmetrischen  Schema  von  nur  10  Größen,  von  denen 
sich  übrigens  vermöge  (193)  die  letzte,  nämlich  die  Energie- 
dichte tpy  durch  die  Summe  der  drei  Normalspannungen  ausdrückt. 
Bei  der  Fassung  des  Impuls-  und  des  Energiesatzes  in  (192b,  c) 
haben  wir  eine  ruhende  Fläche  zugrunde  gelegt;  in  den  von  ihr 
begrenzten  Bereich  wird  bei  der  Bewegung  des  Systems  Materie 
hinein  und  heraus  treten.  Meist  empfiehlt  es  sich  indessen,  eine 
Fläche  ins  Auge  zu  fassen,  welche  stets  die  gleiche  Materie  ein- 
schließt, etwa  die  Oberfläche  eines  Körpers.  Die  Energie  und  der 
Impuls  des  von  der  bewegten  Fläche  umschlossenen  Körpers 
werden  nun  zeitliche  Änderungen  erfahren,  welche  von  den  in 
(192  b,  c)  eingehenden  verschieden  sind.  Es  kommen  nämlich  die 
Energie  und  die  Bewegungsgröße  des  von  der  Fläche  f  in  der 
Sekunde  bestrichenen  Raumes  hinzu,  welche  die  Werte  haben 

fdf{u\n)t    bzw.   fdfiton)^; 

dabei  zeigt  der  Einheitsvektor  tt  die  äußere  Normale  der  Fläche  f 
an.  Für  die  zeitliche  Änderung  des  Impulses  und  der 
Energie  der  bewegten  Materie  gelten  also  die  Formeln 

(194)  -,?  =  S+/'^A«.n)9, 
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(194a)  -tfT  =  -d*  +j^^("''^)^- 

Durch  ihre  Einführung  werden  die  Sätze  des  Impulses  und 
der  Energie  (192 b,  c)  auf  die  Form  gebracht 

(194  b)  «=Jrf^{X+(tt,„)g)_^®, 

(194c)       ^  +  Q^-Jd  f  [{^n)- (ton)  ^}-'-^- 

Die  hier  auftretenden  Flächenintegrale,  die  sich  auf  eine  be- 
wegte Fläche  beziehen,  enthalten  den  Vektor 
(194d)  ^'  =  2:4-(ttitt)ö, 

den  wir  die  „relative  Flächenkraft"  nennen  wollen,  und  die 
Normalkomponente  des  „relativen  Energiestromes" 
(194  e)  @  — toi^. 

Unter  Bezugnahme  auf  ein  kartesisches  Achsenkreuz  werden  nach 
^94d)  die  „relativen  Spannungen": 

'nx=^xx+öj.9.;  T;,=T,,+tii,ö.,  ^;.=^..4-m,9.; 

>4f)    T;,=r,,-höi,9,,  r;,=T,,-fto,9„  T;,=r,,+to,öj^; 

T:,=^\.-^K%.r     T;,=T,,-fto,9.,    ^:.=^,.+lo.9,- 

Die  „absoluten"  auf  eine  ruhende  Fläche  bezogenen  Span- 
igen bilden  nach  (193a)  einen  symmetrischen  Tensor,  d.h. sie 
>en  auf  die  Raumstücke  keine  Drehkräfte  aus.  Für  die  „relativen", 
auf  eine  bewegte  Fläche  bezogenen,  Spannungen  kann  nach  (194f) 
nicht  das  gleiche  gelten;  vielmehr  sind 

9i;  =  T;,-T;^  =  tti,9^-ttij,9,  usw. 

die  Komponenten  der  Drehkraft,  welche  die  relativen 
Spannungen  auf  die  Volumeinheit  eines  bewegten  Kör- 
pers ausüben.  Diese  Drehkraft  selbst  ist  mithin: 

(194g)  r  =  [»B]- 

Sie  hebt  diejenige  Drehkraffc  auf,  welche  von  dem  mitgeführten 

Impulse  9  herrührt,  falls  dieser  schief  zur  Bewegungsrichtung 

weist. 

Abraham,  Theorie  der  Elektrizit&t.   II.   4.  AuQ.  20 
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Schreiben  wir  die  auf  die  bewegte  Materie  bezogenen  Sätze 
(194b,  c)  in  differentieller  Form,  so  bestimmen  sie  die  pro  Raum- 
einheit und  Zeiteinheit  vom  elektromagnetischen  Felde  auf 
die  Materieübertragenen  Werte  der  Impulskomponen- 
ten und  der  Energie: 


(195) 


(195a) 


ox 


dx 


+ 


dx      ' 


dy 
dy 
dy 


+ 


dz 

dT'. 


+ 


dT[^ 

'dV 


at 


dt ' 


(ml)  +  g  =  -div{S-ttit^)  -  ^^ 

Dabei  sind  unter  -^  und  -^  die  Grenzwerte  zu  verstehen,  denen 

Ol  o  t  ' 

die  Quotienten  aus  den  zeitlichen  Zuwüchsen  der  Bewegungs- 
größe und  der  Energie  eines  Teilchens  und  aus  seinem  Raumin- 
halt zustreben,  wenn  letzterer  dem  Grenzwerte  null  zustrebt;  aus 
(194,  194  a)  erhält  man  auf  Grund  des  Satzes  von  Gauß 

(^9^^)    W  -W  +  Tx  (^.^ö^)  +  i  (^9.)  +  r.  (^^a  usw. 

(195c) 

Wenn  man,  durch 

(195d) 


(195^) 


St        dt  ^         ^^ 

^==yt+(ölV)l^ 


die  „substantielle  zeitliche  Ableitung"  von  g  und  t/;  an  einem  be- 
wegten Punkte  einführt,  so  wird 

^  =  8  +  9  div  » 


(195f) 
(195g) 


Tt 


1/;  + 1^  div  tt» 


Die  hier  auftretenden,  die  Divergenz  der  Geschwindigkeit  ent- 
haltenden Glieder  zeigen  einen  Zuwachs  der  Bewegungsgröße  und 
Energie  eines  bewegten  Teilchens  in  Folge  seiner  Ausdehnung  an. 
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Da  in  (192  d)  und  (195)  die  linken  Seiten  übereinstimmen, 
müssen  es  auch  die  rechten  Seiten  tun.  Daß  dem  wirklich  so  ist, 
davon  kann  man  sich  auf  Grund  der  Formeln  (194f)  und  (195  b) 
leicht  überzeugen.  Auch  geht  aus  (195c)  bevor,  daß  die  Gl.  (192  e) 
imd  (195a)  den  nämlichen  Inhalt  haben. 

In  (194e)  haben  wir  den  relativen  Energiestrom  be- 
stimmt; seine  Komponente  in  Richtung  der  inneren  Normalen, 
d.  h.  das  skalare  Produkt  aus  relativem  Energiestrom  und  —  tt, 
gibt  die  Energiemenge  an,  die  in  der  Sekunde  durch  die  Flächen- 
einheit der  Oberfläche  in  das  Innere  des  bewegten  Körpers  strömt: 

-  (n@)  +  (ntti)^. 
Diese  Energie  kommt  indessen  nur  zum  Teil  dem  Inneren  des 
Körpers  zu  gute;  ein  anderer  Teil  wird  als  Arbeitsleistung  der 
Flächenkraft  %'  bei  der  Bewegung  der  Fläche  verbraucht.   Nur 
der  Rest:       _  („(g)  +  (ttu,)^  _  (mX')  =  -  (n©') 

ist  als  „relative  Strahlung"  in  das  Innere  des  Körpers  hinein 
anzusprechen.  Ist  z.  B.  die  bewegte  Fläche  eine  vollkommen 
schwarze  (vgl.  §  40),  so  gibt  die  relative  Strahlung  die  pro  Zeit- 
einheit und  Flächeneinheit  in  ihr  entwickelte  Wärme  an.  Durch 
(196)  (nSO  -  (ttS)  -  (ntö)^  +  (toX') 

j_st  nun  ein  VektorS'definiert,  den  wir  „relativen  Strahl" 
men.   Seine  Komponenten  sind: 

®;  =  ®x  -  Kt  +  to.y;. + w,t;^ + »,  t:,, 
®:  =  ®,  -  w.*  +  W.2';-  +  ^yT'y,  +  w.y;,- 

Fm  die  Bedeutung  dieses  Vektors  zu  erläutern,  eliminieren  wir 
aus  (195)  und  (195  a)  die  Arbeit  der  mechanischen  Kraft  f,  in- 
dem wir  die  drei  Impulsgleichungen,  mit  to^,  ttJj,,lo^  multipliziert, 
von  der  Energiegleichung  in  Abzug  bringen.    Setzen  wir  noch 

(196b)        P'^rJ-^^  +  rJ-^  +  rJ-f^ 

.      rp'     3töy     ,      rp'      dtiy     ,      rp'     dtjy 

■^  ^'  dx  "^  ^y  dy  "^     y'   dz 

,      rp'      dta^      ,      rp'     d^     ,      rp'     ^« 

■*"  ■^^*  dx  "^  ^'y  dy  "^     '*  cz  ' 

20* 
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SO  erhalten  wir,  gemäß  (196  a) 

(196c)  3  =  -div©'-*^  +  («^)+P'. 

Die  Größe  F'  entspricht  einer  Deformationsarbeit  der  relativen 
Spannungen.  Bewegt  sich  ein  Teilchen  translatorisch,  ohne  daß 
die  Dichten  von  Energie  und  Impuls  Veränderungen  erfahren, 
so  gibt  die  negative  Divergenz  von  «S'  die  Joulesche  Wärme- 
entwickelung an.  Schließen  wir  flächenhafte  Ansammlung  von 
Energie  und  Impuls,  sowie  Wärmeentwickelung  in  einer  Fläche 
aus,  welche  zwei  bewegte  Körper  trennt,  (damit  sind  auch  sog. 
schwarze  Flächen  ausgeschlossen)  und  betrachten  lediglich  den 
FaU  stetiger  Bewegung,  wo  die  Trennungsschicht  keine  Ver- 
zerrung in  Folge  einer  Gleitung  erfährt,  so  wird,  da  an  einer 
solchen  Fläche  nach  (196  c)  die  Flächendivergenz  von  <S'  ver- 
schwinden muß,  die  Stetigkeit  der  zur  Trennungsfläche 
normalen  Komponenten  von  S'  zu  fordern  sein. 

Wir  merken  endlich  die  Beziehung  an,  welche  aus  (193)  und 
(194f),  für  die  Energiedichte  il)  folgt.    Diese  bestimmt  sich 
aus  den  relativen  Spannungen  folgendermaßen 
(196d)  i>-{m)-{T:.+  Tyy+T:.]. 

In  (195)  haben  wir  den  Impulssatz,  in  (196  c)  den  Energie- 
satz auf  eine  Form  gebracht,  welche  unseren  Hauptgleichungen 
der  Elektrodynamik  bewegter  Körper  (Id  —  IVd  in  §  33)  an 
die  Seite  zu  stellen  ist,  insofern  als  die  auftretenden  Größen  auf 
die  bewegte  Materie  bezogen  sind.  Es  bleibt  nun  noch  übrig, 
diese  Größen,  insbesondere  die  relative  Flächenkraft  und  den 
relativen  Strahl,  durch  die  in  den  Hauptgleichungen  auftretenden 
Vektoren  auszudrücken. 

§  39.  Die  mechanische  Kraft. 

Wir  schreiten  zur  Aufstellung  eines  Ausdruckes  für  die  rela- 
tive Flächenkraft,  welcher  geeignet  ist,  den  Vektoren  @'  und  §* 
die  von  unserem  System  der  Elektrodynamik  bewegter  Körper 
geforderte  Bedeutung  zu  geben.  Wir  setzen  für  isotrope  Körper 
(197)    8:r^'=  2%' {^n)  +  2§'(©tt)  -  n  {@'2)  -f  §'«}. 
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Es  ist  das  die  einfachste  VerallgemeineruDg  des  für  ruhende 
isotrope  Körper  gültigen  Ansatzes  der  Maxwellschen  Theorie 
(Bd.  I,  §  91,  Gl.  277a,  b),  welche  lediglich  die  in  den  Haupt- 
gleichungen  (§  33)  auftretenden  Vektoren  @V&'  ^^^  ^,  ©  ent- 
hält. Wir  schreiben  die  der  Vektorgleichung  (197)  entsprechen- 
den Formeln  für  die  9  relativen  Spannungen  hin,  indem 
wir  beachten,  daß  der  erste  Index  die  Komponente  der  Flächen- 
kraft (2^'),  der  zweite  die  Normalenrichtung  (n)  des  Flächen- 
stückes anzeigt,  auf  welche  sie  wirkt: 

8:tT;,  =  2@3.  +  2§3.; 

8:;rT;,  =  2@;2).-h2§;©,; 
[97c)     ■  SnZy^-  2C2)y  +  2§:©„ 

i. 


(197a) 


(197  b) 


Mit  Rücksicht  auf  (196  d)  folgt  hieraus  der  Wert  der  Energie- 

ichte 

1 


(197  d) 


^  =  8^ 


«'2)  +  §'ö)  +  to9. 


Der  einfachste  Ansatz  für  den  relativen  Strahl  <S',  der 
ebenfalls  nur  die  in  den  Hauptgleichungen  vorkommenden  Vek- 
toren enthält,  und  der  für  den  Fall  der  Ruhe  in  den  Poynting- 
schen  Vektor  übergeht,  ist  offenbar  der  folgende: 


(197e) 


c 

4:7t 


'§']■ 


In  §  33  haben  wir  gesehen,  daß  sich  an  der  Grenzfläche  zweier 
Körper  im  FaUe  stetiger  Bewegung  die  tangentieUen  Kompo- 
nenten der  Vektoren  @'  und  §'  stetig  verhalten;  an  einer  sol- 
chen Fläche  ist  also  nach  (197  e)  die  Normalkomponente  des 
relativen  Strahles  stetig.  Der  Ansatz  (197  e)  genügt  demnach 
der  Forderung,  welche   wir  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragra- 
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phen  gestellt  haben,  um  eine  flächenhafte  Wärmeentwickelung 
auszuschließen. 

Es  entspricht  der  Bedeutung  des  Vektors  @'  als  Kraft  auf 
mit  dem  Körper  bewegte  Einheitspole,  daß  in  bewegten  Leitern 
die  Joulesche  Wärmeentwickelung  in  Raumeinheit  und 
Zeiteinheit  sich  durch  das  innere  Produkt  aus  @'  und  der  Strom- 
dichte i  ausdrückt: 
(197f)  ^  =  i@'; 

dann  wird,  wie  es  sein  muß,  für  einen  linearen  Leiter  die  Wärme- 
entwickelung in  der  Sekunde  gleich  dem  Produkte  aus  Strom- 
stärke und  induzierter  Integralkraft. 

Die  bisher  aufgestellten  Ausdrücke,  im  Verein  mit  den  Haupt- 
gleichungen Id,  II  d  des  §  33,  gestatten  es,  Beziehungen  abzu- 
leiten, denen  die  elektromagnetische  Impulsdichte  genügen  muß. 
Auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Hauptgleichung  (Id)  tritt  die 
durch  (182a)  bestimmte  Größe  auf 

^  =  ^-|-ttidivS-f  curl[2)tti]; 

hier  woUen  wir  nun  rechts  die  „substantielle"  zeitliche  Ab- 
leitung einführen:  ^^^ 

2>  =  ^|  +  (tt.V)3), 

unter  Heranziehung  der  Formel  (/i)  der  Zusammenstellung  in  Bd.  I 

curl  [2) tu]  =  (liiV)2)  —  (2)V)to  -f  2)  div  m  —  to  div  2). 
Dann  wird 
(197g)  ^^  ==  SD  -  (2)V)lii  +  2)  div  to, 

und  dementsprechend 

(197h)  ^  =  ö  -  (©V)m  -f  ©  divto. 

Infolgedessen  kann  man  die  Hauptgleichungen  (Id,  II  d)  schreiben: 

I      ccurl§'=  2)  —  (2)V)tli  +  2)  divw  -|- 4;ri, 
(^^^)     |_  c  curl®'=  ö  _  (©  v)»!  -f  ©  div  öl. 

Indem  wir  nun  die   erste   dieser  Gleichungen  mit  @',  die 
zweite  mit  § '  skalar  multiplizieren  und  beide  addieren,  erhalten 
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wir  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (X)  der  Zusammenstellung 
f     inBd.I: 
I     (198a)    -divc[^'§'l  =  e'i)  +  &'ö-^'(^V)öi-§XöV)tii 

Andererseits  können  wir  die  Gl.  (196  c),  mit  Rücksiclit  auf 
jl     (195f^  g)  schreiben 

(198b)    —  div(&'=^  — mg  — P'-f-{^  — togldivto  +  g. 

Ferner  folgt  aus  (196b),  auf  Grund  der  Ansätze  (197  a,  b,  c)  für 
die  relativen  Spannungen 

Multipliziert  man  nun  (198  b)  mit  4jr,  so  wird,  gemäß  (197  e), 
die  linke  Seite  gleich  der  von  (198  a).  Auch  entsprechen  sich 
nach  (197  d,  f)  die  Glieder,  welche  i  und  die  Ableitungen  von 
tu  enthalten.  Es  folgt 

4;r{i;-ttl9}  =  (g't+§'»; 
da  ferner  nach  (197  d) 

4ä  {i/;  -  mg}  =  4;rglb  +  i  {©'t  -f  ^'^  +  §'©  +  §'»}, 

so  wird 

(198c)  8;;rgUi  =  ©'t  -  ^'2)  +  §'©  -  §'ö. 

P  .  Sind  die  Verknüpfungsgleichungen  zwischen  den 
Vektorpaaren  ^,  ©  und  d/  §'  gegeben,  so  kann  man  aus 
dieserBeziehung  die  Impulsdichte  g  ableiten.  Aus  (197 d) 
folgt  dann  die  Energiedichte  t- 

Eine  andere  Bedingung  für  die  elektromagnetische  Impuls- 
dichte gewinnt  man  aus  der  Formel  (194  g)  für  die  Drehkraft 
der  relativen  Spannungen,  wenn  man  ihr  die  aus  (197  a,  b)  fol- 
genden Ausdrücke  für  deren  Komponenten  gegenüberstellt: 

Dann  wird 

(198d)  4;r[tt.g]  =  [2)@']-h  [©§']. 

Man  kann  sich,  indem  man  die  Verknüpfungsgleichungen 
der  Theorien  von  E.  Cohn,  H.  A.  Lorentz  und  H.  Minkowski  (vgl. 
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§  36)  einführt,  in  jedem  einzelnen  Falle  davon  überzeugen,  daß 
aus  (198  c)  ein  Wert  für  die  elektromagnetische  Impulsdichte  g 
folgt,  der  auch  der  Bedingung  (198  d)  genügt.^) 

Das  16-gliedrige  System  des  vorigen  Paragraphen  wird  durch 
die  vier  Bedingungen  (193)  und  (193a),  die  wir  in  (197)  und 
(198  c,  d)  berücksichtigt  haben,  auf  12  unabhängige  Größen  zu- 
rückgeführt. Offenbar  genügen  die  Ansätze  (197)  und  (197  e)  für 
die  relative  Fläch enkraft  und  für  den  relativen  Strahl,  um  12 
von  jenen  16  Größen  und  damit  das  ganze  System  zu  bestimmen, 
sobald  die  Verknüpfungsgleichungen  zwischen  den  Vektorpaaren 
©'■§'  und  2>©  gegeben  sind.  Dabei  wird  es  aber  im  allgemeinen 
nicht  möglich  sein,  noch  die  Bedingungen  (193  b),  welche  den 
Satz  vom  Impulse  des  Energiestromes  enthalten,  zu  er- 
füllen. In  der  Tat  genügt  von  den  erwähnten  Theorien 
allein  die  Minkowskische  diesem  Satze^);  ihr  werden  wir 
daher  weiterhin  den  Vorzug  geben.  Wir  wollen  den  Ausdruck 
berechnen,  der  sich  für  den  absoluten  Energiestrom  ergibt,  wenn 
man  die  Verknüpfungsgleichungen  Minkowskis  mit  den  obigen 
Ansätzen  für  die  relativen  Spannungen  und  den  relativen  Strahl 
vereinigt. 

Der  absolute  Strahl  bestimmt  sich  aus  (196): 
n©  =  n@'  +  (nöi)^  -  toX\ 
wo  nach  (197)  zu  setzen  ist 

STtitoX')  =  2(n2))(tti®')  +  2(nö)(tti§0  -  (nm){(B'^  +  §'«). 
Da  die  Richtung  des  Einheitsvektors  n  eine  ganz  beliebige  ist,  so  folgt 

4:rS  =  4;r@'  +  to{4:;rt/;H-|-(@'^)  +  |(§'©)}-2)(ttl®')-«(tt>§'); 
und  nach  (197  d,  e) 

4;r  © = c[W^ ']  +  01(^2))  -  ^(mW)  +  öj(§'8)  -  ©(to  §') + 4:7tto{to%). 

Andererseits  ist,  nach  Regel  d  der  FormelzusammensteUung  in  Bd.  I : 

+  l»(6'J))  -  Ji(io®')  +  lo(§'®)  -  «(»#')  +  -^(»[2)8]). 


1)  Vgl. M.  Abraham,  Rendiconti  del  circolo  matem.  di  Palermo.  XXVIU  *. 
1909.  Dieser  Arbeit  sind  die  Entwickelungen  der  Paragraphen  (38,  39) 
entnommen. 
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Demnach  gilt  für  den  absoluten  Energiestrom 

(199)      @  =  jl[@'-i[tt,«],    §'+i[to3)]]_^(tt,2B), 

wobei  abkürzungsweise  gesetzt  ist: 
(199a)  aas  =  ;^  [2)©]  -  cg. 

Hier  sind  die  besonderen  Yerknüpfungsgleichungen  der  Min- 
kowskischen  Theorie  noch  nicht  herangezogen  worden.  Führen 
wir  nun  durch  (Gl.  188  c)  des  §  36  die  Minkowskischen  Vek- 
toren @,  §  ein,  so  wird  der  absolute  Strahl 

(199b)  ©  =  {^  [e§]  -  ^  ipn). 

Wie  erwähnt,  läßt  sich,  unter  Zugrundelegung  unserer  An- 
sätze für  %'  und  S',  der  durch  (193b)  ausgedrückte  Satz  vom  Im- 
pulse des  Energiestromes  mit  den  Minkowskischen  Verknüpfungs- 

Bi|ichungen  vereinbaren. 

B  Er  ergibt 
;i99c)         cg  =  ^  [e§]  -  q(q2ß),     mitq  =  ^. 

(199  a,  c)  den  Vektor  g  eliminierend,   erhalten  wir  zur  Be- 
imung  von  Slß  die  Gleichung 

d)  aB-,(qaB)=;^{[2)i8]-[e^]), 

ius  der  folgt 

(q2B)==^{q[2)»]-q[«#])     mit  x^  =  1  -  ql 

Demnach  werden  die  Formeln  (199b,  c),  welche  Impulsdichte 
und  absoluten  Energiestrom  bestimmen: 

.(199e)    cB=f  =  ^[6§]-^|,,{(q[2)»])-(fl[e#])). 

Für  den  Fall  der  Ruhe  sind  hiemach  S  und  demnach  c^g  durch 
den  Poyntingschen  Vektor  gegeben  Es  sei  übrigens  bemerkt, 
daß  H.  Minkowski  selbst  für  Energiestrom  und  Impulsdichte 
andere  Ausdrücke  aufgestellt  hat,  die  nicht  dem  Satze  vom  Im- 
pulse des  Energiestromes  genügen.^) 

1)  S.  auch  W.  DäUenbach.  Ann.  d.  Phys.  58,  S.  523  und  59  S.  28  (1919). 
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Wenn  man  g  durch  die  Gleichung  (199  e)  bestimmt,  so  er- 
weist sich  die  Beziehung  (198  c)  als  identisch  erfüllt  durch  die 
Minkowskischen  Verknüpfungsgleichungen  (188,  188  c),  falls  e 
und  ft  von  der  Zeit  unabhängig  sind.  Wenn  wir  so  die  Dielek- 
trizitätskonstante E  und  die  Permeabilität  ^  für  jedes  materielle 
Teilchen  als  unveränderlich  betrachten,  schließen  wir  die  Be- 
rücksichtigung des  Einflusses  der  Formänderung  auf  diese 
Größen  aus,  und  die  damit  zusammenhängenden  Ergänzungs- 
spannungen; diese  Vereinfachung  hatten  wir  uns  bereits  in  Bd.  I 
erlaubt.  Wir  wollen  uns  aber  außerdem  jetzt,  bei  der  Berech- 
nung der  mechanischen  Kraft,  auf  homogene  Körper  beschrän- 
ken, in  welchen  s  und  ^  auch  vom  Orte  nicht  abhängen.  Dann 
gehen,  da  s  und  fi  von  den  Koordinaten  und  von  der  Zeit  unab- 
hängig sind,  in  die  Verknüpfungsgleichungen  diese  Veränder- 
lichen nur  durch  Vermittelung  der  Vektoren  @',  §',  2),  ö  und  to 
ein.  Für  die  Ableitungen  nach  den  Koordinaten  werden  also  in 
homogenen  bewegten  Körpern  die  gleichen  Formeln  gelten,  wie 
für  solche  nach  der  Zeit.  Diese  Überlegung  gestattet  es  uns,  der 
Gleichung  (198  c)  drei  entsprechende  an  die  Seite  zu  stellen,  von 
der  Form 

(200)        8.9S  =  r||-^S  +  rf!-»t'- 

Die  Berechnung  der  mechanischen  Kraft  geschieht  nun 
auf  Grund  des  Impulssatzes  (195),  wo  die  Ausdrücke  (197  a,  b,  c) 
der  relativen  Spannungen  einzuführen  sind.   Aus  (197  a)  folgt 

^M^  +  ^+'lf-H®^d-2)4-^^divö 

-  2)y  curl^  @'  +  2).  curlj,  d'  -  33^  curl, §'  -f  f&,  curl^  §' 

Mit  Rücksicht  auf  (200)  erhält  man  also  als  erste  Komponente 
der  auf  die  Raumeinheit  bezogenen  mechanischen  Kraft 

f.  =  ;^  {C  div2)  +  §;  divö  -  [2)  curiei  "  [®  curl^l) 
St         ^  dx' 
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Führen  wir  hier  durch  die  Hauptgleichungen  (Id — IVd)  des  §33 
die  Divergenz  von  ^  und  ö  ein  (wohei  wir  für  den  Augenblick 
wahre  Dichte  q^  des  Magnetismus  als  vorhanden  annehmen), 
sowie  den  Curl  von  (B'  und  §',  so  wird  die  auf  die  Volumein- 
heit  des  homogenen  isotropen  Körpers  im  elektromagnetischen 
Felde  wirkende  Kraft: 
(200a)  f  =  @>^  +  §\o^ .+  l  [iö]  +  f,  mit 


dx 


Wie  aus  den  ersten  beiden  Gliedern  in  (200a)  ersichtlich 
ist,  ergibt  @'  in  der  Tat  die  auf  die  Einheit  der  bewegten 
Ladung  bezügliche  elektrische  Kraft,  §'  die  entspre- 
chende magnetische  Kraft;  ©  bestimmt,  wie  das  dritte 
Glied  anzeigt,  die  mechanische  Kraft  auf  Stromleiter. 
Zu  diesen  Kräften  kommt  nun  noch  die  Kraft  f*,  die  von  Ände- 
rungen des  Feldes  mit  der  Zeit  und  von  Änderungen  der  Ge- 
Lwindigkeit  mit  dem  Orte  herrührt.  In  der  Theorie  von  H.  Hertz, 
die  Bewegungsgröße  g  des  Feldes  gleich  null  ist,  wird  für 
FaU  der  Ruhe  f*  durch  die  Gleichung  (278  c)  in  Bd.  I,  §  91 
jtimmt. 

Um  1*  für  unsere  Theorie  zu  berechnen,  gehen  wir  von  den 
•mein  (197  g,h)  aus,  und  erhalten 

[2)  ~^]  +  [^  ©]  =  [D,8  -  (ÖV)  to  +  ©  divm] 

+  [2)-(2)V)to-f2)divUi,©]. 

|Da  femer,  entsprechend  (195f),  gilt 

so  ergeben  die  beiden  ersten  Glieder  von  V 

^  [2)»]  +  [2>ö]  div  to  -  [2),  (©  V)  to]  -f  [8,  (2)  V)  to]. 

Nun  findet  man  unschwer 

-  [5),  (8 V)  «.],  +  [8,  (3) V)  »L  =  -  %  (8V)  1»,  +  8,  (3)  V)  \o. 

+  3). (8  V)  W,  -  8.  (2)  V)  »^  =  -  [3)8],  diy  »  +  [3)8]  || • 
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Verstehen  wir  unter 

VftVfnr  Tinif  Hfin   TCmrmnnAntAn    n  -_ —     ii 

dy 


Vto  (tt  to)  einen  Vektor  mit  den  Komponenten  a  -k—  ,  a 


a  -TT- ,  so  ist  demnach  < 

und  es  wird,  gemäß  (199  a): 

(200e)  f  =  i{^+V«(t»i8B)}. 

Für  den  Fall  der  Ruhe  wird,  nach  (199  d) 

^  =  '-^  [®§].  ^d  somit 

(200d)       ,^=i^  =  i|Z^^[^§]=^f;  I 

dies  ist  die  Kraft,  welche  von  der  zeitlichen  Schwankung  des 
Poyntingschen  Vektors  herrührt;  sie  verschwindet  für  das  Va- 
kuum, und  unterscheidet  sich  dadurch  von  der  Hertzschen  Kraft 
(Bd.I,  §91,  G1.278C).  I 

Nunmehr  wird  gemäß  (200 c)  die  mechanische  Kraft  (200a),  y 
welche  das  Feld  auf  die  Volumeinheit  des  bewegten  | 
homogenen  Körpers  ausübt  (wenn  ()^=  0  gesetzt  wird)        \ 

(200e)        f  =  r9  +  |[i»]  +  i{^+V„(ttlSBS)}- 

Der  Vektor  29ß  geht  auch  in  den  Ausdruck  der  Energiedichte 
ein,  wenn  man  in  (197  d)  auf  Grund  der  Minkowskischen  Ver- 
knüpfungsgleichungen (188  c)  I 

@'  =  (g+[qö],    §'  =  §-[q2)]  \ 

die  Vektoren  @,  §  einführt;  dann  wird  nämlich  | 

r2)  +  §'ö  =  @2)  +  §«  -  2q  [S»],  I 

und  (197 d)  ergibt,  gemäß  (199a)  | 

(201)  ^==_L{@2)  + §85)^^20  I 

als  Ausdruck  der  elektromagnetischen  Energiedichte.  ! 
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Wir  berechnen  schließlich  die  auf  eine  ruhende  Fläche  be- 
zogene Flächenkraft  2^.  Nach  (194  d)  ist 
%  =  %'  —  (ttJtt)9 
was  nach  (197)  und  (197  d)  wird 

4:tZ  =  @'(2)n)  +  §'(»n)  -  n4:7t[t-  nig}-  A:t(ton)^. 

Führt  man  auch  hier  die  Minkowskischen  Vektoren  %  §  ein, 
80  findet  man 

€'(2)n)  +  §'(«n)  =  @(2)tt)  +  §(ön)  +  [r|,»(^tt)  -  2)(©n)]; 

hier  wird  das  letzte  Glied  durch  Bd.  I,  Regel  (d)  der  Formel- 
zusammenstellung, auf  die  Form  gebracht 

-  [q  [n[^m]]  --n{^  [D©])  +  [3)«]  (qn). 

Diese  Glieder  kann  man  mit  den  entsprechenden  von  g  her- 
rührenden vereinigen,  und  wiederum  durch  (199  a)  den  Vektor 
AB  einführen.   Dann  wird 

47t%  =  « (^n)  -f-  §(©n)  -  n  •  ^^tt  -  n  •  4;t(q29ß)  -f  4;ta9ß(qn), 
und  nach  (201)  folgt  schließlich 
(201a)  8;r2:  =  2®(2)n)  +  2§(ön)-n{^2)  +  §©}+8;ra3ß(nq) 

^8  Ausdruck  der  absoluten  Flächenkraft.    Aus  ihm  ergibt 

^■h  das  symmetrische  System  der  6  absoluten  Spannungen  in 

^■tropen  Körpern. 

^m  Die  10  Größen  des  symmetrischen  Schemas  des  vorigen 
Paragraphen  drücken  sich  so  vermöge  der  Formeln  (199 e,  201, 
201a)  durch  die  Vektoren  @,  §,  2),  ö,  t»,  2B  aus,  wenn  man 
unsere  zu  Eingang  dieses  Paragraphen  gemachten  Ansätze  für 
die  relative  Flächenkraft  und  den  relativen  Strahl  mit  den  Ver- 
knüpfungsgleichungen Minkowskis  vereinigt.  Dabei  erweisen  sich 
die  Bedingungen  (193,  193  a,  b),  und  somit  insbesondere  der  Satz 
vom  Impulse  des  Energiestroraes,  als  erfüllt.  Auch  transformieren 
sich  jene  zehn  Größen  bei  der  Lorentzschen  Transformation  so, 
wie  es  das  Prinzip  der  Relativität  verlangt^);  doch  würde  es  zu 
weit  führen,  wenn  wir  hierauf  eingehen  wollten. 

1)  Vgl.  M.  Abraham,  Rendiconti  del  circ.mat.di  Palermo.  XXX'  (1910). 
R.  Grammel,  Ann.  d.  Phys.  41  (1913)  S.  570.  H.  Kafka,  Ann.  d.  Phys.  58 
(1919)  S.  1 
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Setzt  man  in  den  Minkowskischen  Verknüpfungsgleichungen 
«=1,  ,«-==1,  so  findet. man,   daß  sie  befriedigt  werden  durch 

2)  =  ©,     ö  =  §. 

Es  wird  also  im  Vakuum  2!B  nach  (199  d)  gleich  Null,  und  I 
damit  gehen  die  Formeln  (199 e,  201,  201a),  welche  Energie- 
strom und  Impulsdichte,  Flächenkraft  und  Energiedichte  für 
bewegte  Körper  bestimmen,  in  diejenigen  über,  welche  wir  in 
den  §§  4,  5  aus  den  Grundhypothesen  der  Elektronentheorie 
abgeleitet  haben. 

Drittes  Kapitel. 

Meclianik  des  Strahlungsdruckes. 

§  40.  Der  Druck  der  Strahlung  auf  bewegte  Flächen. 

Wir  haben  bereits  in  §  5  dieses  Bandes  von  dem  elektro- 
magnetischen Lichtdruck  gesprochen.  Die  Gesetze  des  Licht- 
druckes sind  von  grundlegender  Bedeutung  für  die  therm o- 
dynamische  Theorie  der  WeUenstrahlung.  Wir  dürfen  daher 
nicht  versäumen,  diese  Gesetze  hier  zu  entwickeln;  auch  dürfen 
wir  uns  nicht  auf  ruhende  Flächen  beschränken,  sondern  wir 
müssen  die  Betrachtungen  auf  bewegte  Flächen  ausdehnen. 

Zwei  Arten  von  Flächen  sind  es,  die  in  der  Strahlungstheorie 
eine  RoUe  spielen:  Die  vollkommen  schwarzen  und  die 
vollkommen  spiegelnden  Flächen.  Beide  Arten  von 
Flächen  lassen  die  Lichtwellen  nicht  in  ihr  Inneres 
eindringen.  Die  schwarze  Fläche  gibt  nicht  zur  Bildung 
reflektierter  Wellen  Veranlassung;  sie  verwandelt  die  Ener- 
gie der  auffallenden  Strahlung  vollständig  in  Wärme  oder  in 
Arbeit  des  Strahlungsdruckes,  die  Bewegungsgröße  der  auffallen- 
den Strahlung  in  mechanische  Bewegungsgröße  des  eingeschlos- 
senen Körpers.  Die  vollkommen  spiegelnde  oder  vollkom- 
men „blanke"  Fläche  hingegen  verwandelt  nicht  den 
geringsten  Bruchteil  der  auffallenden  Strahlung  in 
Wärme.  Die  Energie  des  einfallenden  Lichtes  findet  sich,  soweit 
sie  nicht  in  Arbeit  des  Strahlungsdruckes  an  der  spiegelnden 
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Fläche  verwandelt  ist,  in  dem  reflektierten  Lichte  wieder;  die 
Bewegungsgrößen  des  einfallenden  und  des  reflektierten  Lichtes 
bestimmen  den  Betrag  des  Strahlungsdruckes.  Flächen  von  solchen 
Eigenschaften  finden  sich  als  Oberflächen  wirklicher  Körper  in 
der  Natur  nur  angenähert  verwirklicht.  Auch  die  besten  Spiegel 
sind  nicht  vollkommen  blank,  und  die  im  auffallenden  Lichte 
schwärzesten  Flächen  sind  nicht  völlig  schwarz.  Immerhin  ist 
die  Idealisierung,  welche  sich  die  Theorie  erlaubt,  indem  sie  von 
vollkommen  blanken  oder  vollkommen  schwarzen  Flächen  spricht, 
nicht  bedenklicher  als  die  Annahme  starrer  Körper  in  der 
Mechanik,  idealer  Gase  oder  idealer  verdünnter  Lösungen  in 
der  Thermodynamik.  Diese  Idealisierung  ermöglicht  es,  sich  bei 
der  Ableitung  der  Strahlungsgesetze  von  den  individuellen 
Eigenschaften  der  Körper  unabhängig  zu  machen.  In  der  Tat 
1  sind  die  Entwickelungen  der  folgenden  Paragraphen  unabhängig 

g  jeder  besonderen  Hypothese  über  die  Zahl  und  die  Eigen- 
iften  der  Moleküle  und  der  Elektronen.   Sie  beruhen  auf  den 
ndhypothesen  der  Elektronentheorie,  welche  in  den  Grund- 
Kjhungen  (I  bis  V)  des  §  4  ihre  mathematische  Fassung  ge- 
nen  haben.    Und  zwar  kommen  für  das  Folgende  nur  die- 
sen Folgerungen   aus  jenen  Grundgleichungen  in  Betracht, 
laiche   sich  auf  die  elektromagnetische  Flächenkraft,  den  Im- 
Bis,  die  Energie  und  deren  Strömung  beziehen.   Dazu  kommen 
die   Grenzbedingungen    an    der   Oberfläche   des   bewegten   voll- 
kommenen Spiegels,  welche  wir  in  §  33,  Gl.  (183b,  c)  aufgestellt 
haben. 

Wie  bereits  in  §  5  erwähnt  wurde,  bestimmt  sich  für  voll- 
kommen schwarze  und  vollkommen  spiegelnde  Flächen,  welche 
im  leeren  Räume  ruhen,  die  mechanische  Kraft  des  Feldes 
vollständig  durch  den   in  Gleichung  (15)  angegebenen  Vektor 

(202)         StiX  =  2(5(Crn)  -f  2§(§n)  -  n{(l^4-  §'} 

(tt  ist  ein  der  äußeren  Normalen  paralleler  Einheitsvektor). 
Diese  Flächenkraft  folgt  auch,  wie  wir  am  Schlüsse  des  vori- 
gen Paragraphen  bemerkt  haben,  aus  der  allgemeinen  Formel 
''^Olfi)  für  den  besonderen  Fall  des  Vakuums. 
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Würde  es  sich  um  einen  Körper  handeln,  in  dessen  Inneres 
das  elektromagnetische  Feld  eindringt,  so  würde,  wie  in  §  5 
dargelegt  wurde,  bei  der  Berechnung  der  gesamten  elektromag- 
netischen Kraft  noch  die  zeitliche  Änderung  der  im  Körper 
enthaltenen  elektromagnetischen  Bewegungsgröße  in  Rechnung 
zu  setzen  sein.  Für  solche  Körper  jedoch,  die  von  vollkommen 
schwarzen  oder  blanken  Flächen  umschlossen  sind,  fällt  dieses 
Glied  der  Gesamtkraft  fort.  Die  Kraft  des  elektromagnetischen 
Feldes  ergibt  sich  durch  Integration  der  Flächenkraft  %  über 
die  Oberfläche  des  ruhenden  Körpers. 

Wie  ändert  sich  nun  der  Wert  der  Flächenkraft,  wenn  der 
Körper  sich  im  Vakuum  bewegt?  Dann  erhält  die  Flächenkraft, 
wie  bereits  in  §  38  dargetan  worden  ist,  einen  Zuwachs,  da 
Bewegungsgröße  infolge  der  Bewegung  aufgefangen  wird.  Ist 
to  die  Geschwindigkeit  des  betreffenden  Punktes  der  schwarzen 
oder  blanken  Fläche,  so  ist  die  von  dem  Flächenstücke  df  bei 
seiner  Bewegung  in  der  Sekunde  aufgefangene  elektromagnetische 
Bewegungsgröße  ^^^^^^^ 

Diesen  Zuwachs  erfährt  die  an  df  angreifende  elektromag- 
netische   Kraft    durch    die  Bewegung    des  Flächenstückes.    Es 
folgt  für  die  auf  die  bewegte  Flächeneinheit  bezogene    j 
„relative  Flächenkraft*^  des  Strahlungsdruckes  die  mit    H 
(194  d)  übereinstimmende  Formel  | 

(202a)  ^'=X  +  (tott)9.  I 

Für  einen  bewegten  Körper,  der  von  einer  vollkommen  \ 
schwarzen  oder  blanken  Fläche  begrenzt  ist,  ergibt  sich  die  resul-  l 
tierende  Kraft  der  Strahlung  durch  Integration  von  %'  über  die  1 
Oberfläche. 

Wir  könnten  den  Ausdruck  der  relativen  Flächenkraft  durch 
die  elektromagnetischen  Vektoren  ohne  weiteres  aus  Gl.  (197) 
des  vorigen  Paragraphen  entnehmen,  indem  wir  dort  die  im 
Vakuum  geltenden  Beziehungen  ^  =  @,  ö  =  §  einführten;  doch 
ziehen  wir  es  vor,  eine  unabhängige  Ableitung  zu  geben.   Wir 
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setzen  für  %  den  Wert  (202),  für  g  den  durch  Gl.  (17)  des  §  5 

gegebenen  Ausdruck  ein:  dann  wird 

(202b)    8;rr=2e(®it)  +  2§(§n)-tt{(i^+r}  +  ^(ton)[@§]. 

Aus  Regel  d  der  Formelzusammenstellung  von  Bd.  I  folgt 

(@n)  [§tü]  +  (§n)  [to^]  =  [tti,e  (§n)  -  §  (@n)]  =  [m  [n  [^§]]] 

=  n(to[e§])-(ton)[^§], 
und  damit  die  Identität: 

(202c)    (öitt)[®§]-f  (@n)[§tti]  f  (§n)[tei^J  =  tt(tti[^§]). 
Durch  ihre  Anwendung  bringt  man  (202  b)  auf  die  Form 
(202d)8;r  2:'- 2@'(@tt)  +  2§X§n)-n{r  +  r-^(»  [«§])}, 
wo  @'  und  §'  die  Vektoren  sind: 
(203)  .@'=  @  +  i  [§öi],       §'=  ^  -  I  [to^]. 

II  Aus  den  Gl.  (188,  188  c)  der  Minkowskischen  Theorie  folgt 
ir  das  Vakuum,  wie  erwähnt,  2>  =  ®;  33  =  §,  und  damit  werden 
ie  dortigen  Vektoren  (§',§'  den  durch  (203)  bestimmten  gleich 
Aus  (203)  erhält  man 

ft)3a)  ^W  =  ®'-  I  («'[®§]). 

I 


)3b)  §§'=r-^(to[®§]), 


daß  (202  d)  ergibt 
(204)    Sn%'  =  2e'(^tt)  +  2§'(§tt)  -  n{(S@'+  §§') 

als  allgemeiner  Ausdruck  der  relativen  Flächenkraft 
im  Vakuum    durch    die  elektromagetischen  Vektoren. 

Er  folgt  übrigens,  wie  es  sein  muß,  aus  Gl.  (197),  indem  man 
^,  §  an  Stelle  von  2),  ©  setzt. 

Handelt  es  sich  um  eine  bewegte  schwarze  Fläche,  so  sind 
für  (B  und  §  die  Feldstärken  der  einfallenden  WeUen  zu  setzen; 
denn  reflektierte  WeUen  sind  hier  ausgeschlossen.  Anders  bei 
dem  bewegten  Spiegel.  Hier  erfolgt  die  Reflexion  so,  daß  an 
allen  Punkten  der  spiegelnden  Fläche  die  Grenzbedingungen 
(183b,c)  erfüUt  sind,  welche  das  Verschwinden  der  tangentiellen 
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Komponenten  von  (B'  und  der  Normalkomponente  von  ©  ver- 
langen. Da  der  Spiegel  sich  im  Räume  bewegt,  so  ist  an  seiner 
Oberfläche  ©  gleich  §,  wie  wir  soeben  bemerkten.  Daher  lauten 
die  Grenzbedingungen 

(§n)  =  0,    [«'n]  =  0. 
Schreiben  wir  die  zweite  (vgl.  Bd.  I,  Formel  d) 

0  =  [@[@'tt]]  =  @'(^n)  -  n(^@'), 
so  erhalten  wir  aus  (204) 
(204a)  8:i;X'=-n{^@'-§§'} 

joder  auch,  mit  Rücksicht  auf  (203  a,b) 
(204  b)  S7cT=n{(B'-§'}' 

Jede  dieser  beiden  letzten  Formeln  bestimmt  die 
Flächenkraft  des  elektromagnetischen  Feldes  auf  einen 
beliebig  bewegten  Spiegel.  Da  n  ein  der  äußeren  Normalen 
paralleler  Einheitsvektor  ist,  so  ist  die  Flächenkraft  X'  stets  senk- 
recht zur  spiegelnden  Fläche  gerichtet.  Es  übt  der  Strahlungs- 
druck keine  tangentiellen  Kräfte  auf  die  vollkommen 
spiegelnde  Fläche  aus. 

Die  Formel  (204b)  ist  insofern  bemerkenswert,  als  in  der- 
selben die  Bewegung  des  Spiegels  nicht  auftritt.  Für  einen 
ruhenden  Spiegel  erhält  man  jene  Formel,  indem  man  den 
Faradayschen  Längszug  der  zur  leitenden  Fläche  normalen  elek- 
trischen Kraftlinien  und  den  Querdruck  der  tangentiellen  ma- 
gnetischen Kraftlinien  zusammenfügt.  Für  einen  bewegten 
Spiegel  ist  diese  Deutung  nicht  zulässig;  hier  tritt  %'  an  Stelle 
von  X,  auch  ist  nicht  ©,  sondern  @'  der  Vektor,  welcher  die 
Kraft  auf  die  Einheit  der  am  Leiter  haftenden  Elektrizität  an- 
zeigt, und  daher  senkrecht  zur  vollkommen  leitenden  Fläche 
gerichtet  sein  muß.  Dennoch  ist  der  Zusammenhang  des  Licht- 
druckes mit  den  Feldstärken  nach  (204  b)  für  den  bewegten 
Spiegel  der  gleiche  wie  für  den  ruhenden.  Natürlich  sind  die 
Werte  der  Feldstärken  an  der  Spiegeloberfläche  ihrerseits  von 
der  Bewegung  des  Spiegels  abhängig. 
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Wir  betrachten  zunächst  ebene  Wellen,  die  senkrecht  auf 
einen  ruhenden  ebenen  Spiegel  fallen.  Die  Spiegelebene  werde 
als  («/^)-Ebene  gewählt.  Die  Feldstärken  ^j,  ^^  der  einfallenden 
Welle  seien  parallel  der  ( —  2/)-Achse  bzw.  der  ;£?- Achse,  diejenigen 
der  reflektierten  Welle  @2;  §2  parallel  der  «/-Achse  bzw.  der  ^- Achse. 
Da  für  diese  ebenen  WeUen 

(205)  _ßi^  =  §,,,     ®2,«§2. 
ist,  und  da  an  der  spiegelnden  Fläche  die  Grenzbedingung  vor- 
geschrieben ist  @y  _  @j^  ^  @2^  =  0, 

so  folgt  §,  =  §1,  +  §2.  =  2§i„ 

and  daher  8;r^  =  _  ngf  =  -  n  •  4§2^. 

Es  findet  sich  demnach  der  normale  Lichtdruck 
auf  den  ruhenden  Spiegel  bei  senkrechtem  Einfall  des 
Lichtes 

(206)  y  =  _L§.^  =  _L{gs^  +  §.^} 

gleich  der  doppelten  Energiedichte  der  einfallenden 
Welle. 

Wir  gehen  jetzt  zum  bewegten  Spiegel  über;  die  Bewegung 
erfolgt  parallel  der  äußeren  Normalen  n,  die  jetzt  mit  der  a:- Achse 
zusammenfällt,  d.  h.  entgegen  den  einfallenden  WeUen.  Die  Be- 
ziehungen (205)  gelten  auch  jetzt  noch,  aber  die  Grenzbedingung 
ist  eine  andere;  es  soU  die  tangentieUe  Komponente  des  durch 

(203)  bestimmten  Vektors  W  verschwinden.   Setzen  wir  —  =-=j8, 
1^0  folgt  aus 

H      0  =  d;  =  %  -  ß^,  =  a,,  -  ^§1,  +  «2,  -  ß^,, 

^^Rit  Rücksicht  auf  (205) 


;207)  ^2.  =  §i.-^t^; 


ferner  wird  (204  b) 
(207a)  8:^^'  =  -n§!  (1-^32). 

Da  nun,  gemäß  (207),  gilt 

^t  =  §1,  4-  ^2z  =  §1,  fZTß?  80   folgt 

:207  b)  8:r2'-=-tt.4§?,^+A 
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Der  Druck  des  senkrecht  einfallenden  Lichtes  auf 
den  ihm  entgegen  bewegten  Spiegel  wird  hiernach 

(208)  p  -2^^i^r^^-^-r-7- 

Er  wird  durch  die  Bewegung  des  Spiegels  im  Verhältnis 
1  +  /3  :  1  —  /3  gesteigert  und  wird  unendlich,  wenn  der  Spiegel 
sich  mit  Lichtgeschwindigkeit  bewegt.  Eine  Bewegung  des 
Spiegels  mit  Lichtgeschwindigkeit  der  auffallenden 
Strahlung  entgegen  erfordert  unendliche  Arbeits- 
leistung und  ist  daher  physikalisch  nicht  möglich. 

Die  Arbeitsleistung  gegen  den  Druck  der  Strahlung  bringt 
eine  Steigerung  der  Amplitude  des  reflektierten  Lichtes  mit 
sich,  welche  durch  (207)  gegeben  ist.  Man  überzeugt  sich  un- 
schwer davon,  daß  die  erhaltenen  Ergebnisse  mit  dem  Energie- 
satze und  dem  Impulssatze  im  Übereinstimmung  sind.  Wir  woUen 
indessen  hierauf  an  dieser  Stelle  nicht  eingehen.  Weiter  unten 
(§  42)  werden  wir  das  Problem  der  Lichtreflexion  durch  einen 
bewegten  Spiegel  für  den  allgemeineren  Fall  schiefen  Einfalls  be- 
handeln, und  gerade  die  Impulsgleichungen  und  die  Energie- 
gleichung werden  dort  an  die  Spitze  gestellt  werden. 

§  41.  Der  relatiye  Strahl. 

In  der  elementaren  Theorie  der  Aberration  bestimmt  man  die 
Richtung    des    relativen  Strahles    bekanntlich  folgender- 
maßen. Man  denkt  sich  den  Strahl  durch  eine  Öffnung  0  tretend, 
^  Qr  und,nach  Durchlaufung  der  Strecke 

\^  ^  ^7  ^^?  ^^  Aufpunkte  P  eintreffend. 

^\^  ^  V^  Der  in  P  befindliche  Beobachter 

^v,^^  V.  und  der  Schirm,  dessen  Öffnung  0 

^\^       \  ist,  mögen  die  gemeinsame  kon- 

^\^  \  staute      TranslationsgeschwindigT 

^^^  ,^  ^n\       keit  m  besitzen.  Dann  ist  die  Öff- 

ADD.   10-  ^^T> 

nung  zu  der  Zeit,  wo  das  Licht 
in  P  eintrifft,  bereits  nach  0'  gelangt  (vgl.  Abb.  10),  und  der  Be- 
boachter,  der  von  der  Bewegung  keine  Kenntnis  besitzt,  wird  0' F 


1t 
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als  Strahlrichtung  bezeichnen  (Abb.  10).  Die  Richtung  des 
relativen  Strahles  ist  hiernach  diejenige  des  Vektors 
(209)  c'  =  c  — m, 

der  die  Relativgeschwindigkeit  von  Licht  undBeobach- 
ter  darstellt.  Schon  Bradley  erklärte  durch  diese  vom  Stand- 
punkt der  Emissionstheorie  des  Lichtes  ohne  weiteres  einleuch- 
tende Konstruktion  die  Aberration  des  Fixsternlichtes  infolge 
der  Umlaufsbewegung  der  Erde;  der  diese  Umlaufsbewegung  dar- 
stellende periodische  Teil  der  Erdgeschwindigkeit  tu  gibt  zu  einem 
periodischen  Wechsel  der  Richtung  des  relativen  Strahles  und 
damit  zu  einer  jährlichen  Periode  der  scheinbaren  Orter  der  Fix- 
sterne Veranlassung. 

Zunächst  wollen  wir  einige  Beziehungen  ableiten,  die  sich  aus 
dem  Dreieck  der  Vektoren  c,  m,  c'  ohne  weiteres  ergeben.   Der 
Betrag  von  c'  ist 
209 a)        c  =  cyV^J''  -2ß  cös"^  i^  =  ^  * 

Auch  hat  man 
(209  b)  ^^  =  cos  ;t  -  ^  cos  ^, 


U 


nr\(\    \  <^    COSy  ^  ^ 

209c) =  1  —  /3  cos  qp 


Ist  CO  der  räumliche  Offnungswinkel  eines  in  Psich  vereinigen- 
den Strählenbündels,  so  entspricht  ihm  im  relativen  Strahlengange 
der  Offnungswinkel  cj',  der  sich  folgendermaßen  bestimmt 

fi^-tri^  ^    d  cos  9         sin  qp      dcp 

^        ^  co'         dcoBip        sin  1/)      dip 

Das  leuchtet  sofort  ein,  wenn  man  P  als  Anfangspunkt  eines 
Systemes  von  Polarkoordinaten  betrachtet,  dessen  Achse  durch 
die  Richtung  von  tu  gegeben  ist.  Der  Strahlenkegel  der  relativen 
Strahlen  liegt  dann  zwischen  denselben  Meridianebenen  wie  der- 
jenige der  absoluten  Strahlen-,  er  erscheint  nur  zwischen  zwei 
andere  Breitenkreise  verlegt. 

Aus  dem  Dreieck  der  Abb.  10  folgt  nun 

ein  qp c'  

sin  tp        c  '      '  ^ ' 

folglich  ^  =  ^'(l-|f)- 


318  Mechanik  des  Strahlungsdrnckes 

Da  femer  '^  =  M^ß 

hier  als  Konstante  zu  betrachten  ist,  so  gilt 

^  =  ß  ^^^^ 
dtp       ^  cos  (f  ' 

und  somit  nach  (209  b) 


l-|2.  =  i_^£2f^  =  ^l_;     und  folglich 

di^f  "^   cos  ;p         c  cos  ;t  ^  ö 

(210a)  ^.  =  ^. 

^  ^  03  C''  cos  X 

Der  Begriff  „Strahl"  ist  nicht  nur  ein  geometrischer,  sondern 
auch  ein  physikalischer;  der  Betrag  des  Strahlvektors  oder  die 
„Strahlung"  wird  gemessen  durch  die  auf  Zeiteinheit  und 
Flächeneinheit  bezogene  Wärmeentwicklung  in  einer  senkrecht 
zur  Strahlrichtung  gestellten  schwarzen  Fläche.  Wir  haben  so- 
eben von  der  „absoluten  Strahlung"  S  gesprochen,  die  durch 
eini  ruhende,  senkrecht  zuS  (oder  c)  gestellte  schwarze  Fläche 

zu  messen  ist.  Es  bestimmt  (vgl.  §  5)  —  gleichzeitig  die  in  der 

Sekunde  auf  den  Quadratzentimeter  fallende  Bewegungsgröße  des 
Lichtes  oder  die  Kraft  des  Lichtdruckes  auf  die  schwarze  Fläche. 
Der  absoluten  Strahlung  stellen  wir  jetzt  die  „relative  Strah- 
lung" >S'  gegenüber;  diese  wird  durch  die  Wärmeentwickelung 
gemessen,  welche  in  der  Sekunde  im  Quadratzentimeter  einer  zur 
relativen  Strahlrichtung  (d.  h.  zu  c')  senkrechten  bewegten 
schwarzen  Fläche  stattfindet.  Sie  berechnet  sich  folgendermaßen: 
Die  Energiemenge,  die  in  der  Sekunde  durch  die  Flächen- 
einheit  einer    im  Räume  zu  c'  senkrechten  bewegten  Fläche 

hindurchtritt,  ist  /S-  — ;  wir  haben  diese  als  „relativen  Ener- 
giestrom" bezeichnet.  Um  die  Wärmeentwickelung  in  der 
schwarzen  Fläche  zu  bestimmen,  ist  noch  die  Arbeitsleistung 
des  Lichtdruckes  zu  subtrahieren.    Die  in  der  Sekunde  auf  die 

Flächeneinheit  auffallende  Bewegungsgröße  ist  -  •  — ,  ihre  Rich- 
tung ist  diejenige  des  absoluten  Strahles;  sie  gibt  die  Druck- 
kraft der  Strahlung  auf  die  schwarze  Fläche  an.    Folglich  ist 
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die  Arbeitsleistung  des  Strahlungsdruckes -,(ttl@),  und 
daher  die  relative  Strahlung 

(211)  s'=^'s-^-;(i»®). 

Da  es  sich  hier  um  ebene  Wellen  handelt,  bei  denen  @ 
parallel  zu  c  ist,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  (209) 

(211a)  S'  =  ^;(t'®)  =  s5cos;t 

Auf  Grund  von  (210  a)  können  wir  auch  schreiben 
(211b)  -,f^=.A. 

Verstehen  wir  jetzt  unter  dem  „relativen  Strahle"  einen 
Vektor  S',   dessen  Richtung  diejenige  von  c'  und  dessen  Be- 
trag die  relative  Strahlung  S'  ist,  so  erhalten  wir  aus  (211a) 
I     ohne  weiteres   den  für  ebene  Wellen  gültigen  Ausdruck 

von  @' 

(211c)  ©'^i;(t'@). 

I^L  Wir  woUen  dieser  synthetischen  Ableitung  des  relativen 
^Wirahles  eine  analytische  gegenüberstellen,  indem  wir  von  dem 
Ausdruck  von  S'  durch  die  elektromagnetischen  Vektoren  aus- 
gehen. Für  ebene  Wellen  gelangen  wir  auf  diesem  Wege  zur 
elektromagnetischen  Begründung  der  obigen  Konstruktion  der 
relativen  Strahlrichtung. 

Der  absolute  Strahl  wird  bestimmt  durch  den  Poynting- 
schen  Vektor 

(212)  ®  =  i^[6§]; 

derselbe  gibt  den  Energiestrom  durch  eine  ruhende  Fläche  an. 

Der  relative  Energiestrom  ist,  nach  Gl.  (194c)  des  §  38,  im 

Vakuum 

(212a)  @_n.^  =  ^'^[gg]_Jl{g»+§2). 

Die  Energiemenge,  welche  durch  die  Flächeneinheit  einer 
bewegten  Fläche  tritt,  wird  durch  die  Normalkomponente  des 
relativen  Energiestromes  gegeben.    Von  ihr  wird,  wie  in  §  38 
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erörtert  worden  ist,  ein  Teil  als  Arbeitsleistung  der  relativen 
Flächenkraffc  X'  verbraucht.  Der  Rest  bestimmt  die  „relative 
Strahlung"  durch  die  Flächeneinheit,  d.  h.  die  Normalkomponente 
des  „relativen  Strahls"  S'.   So  ergab  sich  die  Gl.  (196) 

(212b)  (n©0  =  (n@)  -  (ntii)T/;  +  (tti^O, 

wo  nach  (202  b)  zu  setzen  ist 

8jt{mX')  =  2(ttj@)  (@n)  +  2(to§)  (§n)  -  (öin){§H  g^) 

+  ^^(öitt)(m[(i§]). 

Da  nun  die  Gleichung  (212  b)  für  beliebige  Richtung  des 
Einheitsvektors  n  gelten  soU,  so  folgt,  mit  Rücksicht  auf  (212a) 
(213)    4:r(5'=  c[^§]  +  (1(10(1)  +  §(to:§)  ^  to[(^'-{- §'] 

+  ^(tti[@§]). 

Diese  Gleichung  drückt  den  relativen  Strahl  durch  die  Feld- 
stärken @,  §  aus. 

Wir  woUen  an  SteUe  der  Vektoren  ^,  §  die  durch  (203)  be- 
stimmten Vektoren  d'  und  §'  einführen;  wir  berechnen  deren 
äußeres  Produkt 

(213a)      [ß'§']  -  [6§]  -  I  [e[tti®]]  -  l  [§[W§]] 


i[[tti®],  [«•§]]• 


Nach  Regel  (d)   und  (j»)    der  Formelzusammenstellung  in 
Bd.  I  ist: 


[[»61  [)»§]]  -  w  ([»(!]§)  -  ^  ([m.ejtti)  =  » (wieg]) • 

Demnach  ergibt  sich,  wenn  man  (213  a)  mit  c  multipliziert, 
der  Vektor,  der  auf  der  rechten  Seite  von  (213)  steht.  Es  ist 
also  der  allgemeine  Ausdruck  des  relativen  Strahles 
durch  die  elektromagnetischen  Vektoren 

(213b)  ®'=/-[®'r]- 
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Wir  hätten  diesen  Ausdruck  auch  aus  der  gleichlautenden 
Beziehung  (197 e)  des  §39  entnehmen  können,  die  dort  allgemein 
für  bewegte  Körper  aufgestellt  worden  ist. 

Die  Komponente  dieses  Vektors  nach  irgendeiner 
Richtung  ergibt  die  Wärmeentwicklung  in  einer  senk- 
recht zu  dieser  Richtung  gestellten,  mit  beliebiger 
Geschwindigkeit  bewegten  schwarzen  Fläche  an.  Die 
Normale  der  schwarzen  Fläche  in  derjenigen  Stellung,  welche 
maximaler  Wärmeentwicklung  entspricht,  ist  der  physikalischen 
Definition  des  Strahles  gemäß  die  relative  Strahlrichtung. 

Wir  haben  den  Nachweis  zu  erbringen,  daß  für  ebene  Wellen 
die  zu  Beginn  dieses  Paragraphen  gegebene  elementare  Ableitung 
des  relativen  Strahles  aus  (213  b)  hervorgeht. 

Für  eine  ebene  geradlinig  polarisierte  WeUe  bilden  Ge- 
schwindigkeit c,  elektrische  und  magnetische  Feldstärke  ein 
Tripel  aufeinander  senkrechter  Richtungen.  Man  hat,  da  die  Be- 
träge der  beiden  Feldstärken  einander  gleich  sind, 

Au8  (203)  und  (209)  folgt 

Demnach  wird  der  relative  Strahl 

IS  nach  Regel  (6)  und  (y)   der  Formelzusammenstellung  in 
\d.  I  übergeht  in 

®  =  j^^'(»c']e)  =  jV^  (''[«§])  oder 

(213  c)  ©'=^(c'®). 

Damit  sind  wir,  vom  Ausdruck  (213  b)  des  relativen  Strahles 
durch  die  elektromagnetischen  Vektoren  ausgehend,  für  ebene 
Wellen  zu  (211c)  zurückgelangt.  Wir  sehen,  daß  S'  parallel  der 
Relativgeschwindigkeit  c'  des  Lichtes  gegen  die  auffangende 
Fläche   ist,  daß  mithin  die  elementare  Konstruktion  der 
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relativen  Strahlrichtung  auch  vom  Standpunkte  der 
elektromagnetischen  Feldtheorie  gerechtfertigt  ist. 
Gleichzeitig  erhalten  wir  den  Ausdruck  (211a)  hzw.  (211)  für 
die  relative  Strahlung  ehener  Wellen  wieder. 

Die  Konstruktion  des  relativen  Strahlenganges  beruht  wesent-* 
lieh  auf  der  Voraussetzung,  daß  die  Lichtfortpflanzung  im  Räume 
durch  die  Bewegung  der  Körper  nicht  beeinflußt  wird.  Die  von 
dieser  Konstruktion  ausgehende  Aberrationstheorie  fußt  demnach 
auf  der  Annahme  „ruhenden  Äthers'^    Die  Annahme,   daß  der 
Äther  sich  nicht  mit  der  Erde  bei  ihrem  Umlauf  um  die  Sonne 
mitbewegt,  war  es,  die  Fresnel  der  Aberrationslehre  zugrunde 
legte.  Im  Gegensatze  hierzu  nahm  Stokes  an,  daß  der  Äther  von 
der  Erde  mitgeführt  wird;  hier  werden  die  Gesetze  der  Aberration 
des  Fixsternlichtes  nur  durch  äußerst  verwickelte  und  willkürliche 
Hypothesen  über  die  Bewegung  des  Äthers  in  der  Umgebung  der 
Erde  gewonnen.  Von  den  elektromagnetischen  Theorie  entspricht 
die  Hertzsche  der  Stokesschen,  die  Lorentzsche  der  Fresnelschen. 
Die  Erklärung  der  Aberration  vom  Standpunkte  der  Hertzschen 
Elektrodynamik     bewegter    Körper    aus    begegnet    ähnlichen  | 
Schwierigkeiten  wie   die  Stokessche  auf  der  elastischen  Licht-  11 
theorie  fußende  Erklärung.  Vom  Lorentzschen  Standpunkte  aus  ^ 
erklärt  sich  die  Aberration  ganz  ungezwungen;    es  ist  die  Be-  ^ 
wegung  der  Erde  gegen  ein  durch  die  Isotropie  der  Lichtfort-  | 
pflanz ung  gekennzeichnetes  Bezugssystem,  welche  die  jährliche 
Periode  der  relativen  Strahlrichtungen  bedingt. 

§  42.  Die  Reflexion  des  Lichtes  durch  einen  bewegten 

Spiegel. 

Wir  behandeln  in  diesem  Paragraphen  das  Problem  der 
Reflexion  des  Lichtes  durch  einen  in  gleichförmiger  Trans- 
lationsbewegung begriffenen,  vollkommen  blanken  Spiegel.^) 
Wir  könnten  dabei  in  ähnlicher  Weise  vorgehen,  wie  es  im 
§  40  für  den  Fall  senkrechter  Inzidenz  geschah,  wo  neben  den 
Gesetzen  der  Lichtfortpflanzung  im  Räume  die  an  der  spiegeln- 

1)  M.  Abraham,  Boltzmann-Festschrift  S.  85.  Ann.  d.'Phys.  14  (1904) 
S.  236. 
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ien  Fläche  vorgeschriebene  Grenzbedingung  herangezogen  wurde. 
Wir  ziehen  es  indessen  vor,  die  allgemeinen  Impulssätze  und 
ien  Energiesatz  zugrunde  zu  legen.  Auf  diese  Weise  treten  die 
Voraussetzungen,  auf  denen  die  gegebene  Lösung  beruht,  deut- 
licher hervor:  Es  ist  erstens  die  Grundhypothese,  daß  die  Licht- 
fortpflanzung im  Räume  durch  die  Bewegung  der  Kör- 
per (hier  des  Spiegels)  nicht  beeinflußt  wird.  Zweitens  die 
Ä.nnahme  einer  Bewegungsgröße  der  Lichtwellen,  welche 
der  Richtung  nach  durch  den  absoluten  Strahl  bestimmt,  dem 
Betrage  nach  dem  Quotienten  aus  der  Energie  und  der  Ge- 
schwindigkeit des  Lichtes  gleich  ist;  diese  Annahme  kommt 
schon  bei  der  Ableitung  des  Lichtdruckes  auf  ruhende  Flächen 
ins  Spiel.  Drittens  endlich  die  Eigenschaft  des  idealen  Spiegels, 
die  in  §  40  abgeleitet  wurde,  keiner  scherenden  Druckkraft  des 
Lichtes  ausgesetzt  zu  sein.  Diese  dritte  Voraussetzung  kann, 
wie  sich  zeigen  wird,  auch  durch  das  Huyghenssche  Prinzip 
ersetzt  werden. 

Wir  legen  die  (y^yEthene  in  die  Spiegelebene,  die  a;- Achse 
weise  nach  außen.  Es  bezeichnen  ß^,  /3y,  ß.  die  durch  c  ge- 
teilten Komponenten  der  Translationsgeschwindigkeit  des  Spie- 
gels. Es  seien  —  a^  und  4-  a^  die  Kosinus  der  Winkel,  welche 
^e  absoluten  Strahlrichtungen  der  einfallenden  und  der  reflek- 
Berten  Welle  mit  der  ic-Achse  einschließen.  Das  Licht  sei  mono- 
chromatisch, und  es  seien  Vj  bzw.  v^  die  Schwingungszahlen  der 
einfallenden  und  reflektierten  Wellen  an  einem  im  Räume  festen 
Punkte;  v'  hingegen  sei  die  Schwingungszahl  an  einem  Punkte 
des  bewegten  Spiegels.  Dem  Dopplerschen  Prinzip  (§  14) 
zufolge  sind  die  Schwingungszahlen  v  und  v'  der  an  einem  festen 
und  einem  bewegten  Punkte  gezählten  Lichtwellen  durch  die 
allgemeine  Beziehung  verknüpft 

(214)  "J  =  l-/3cosg). 

Dabei  ist  qp  der  Winkel  des  absoluten  Strahls  gegen  die  Be- 
wegungsrichtung. Diese  Fassung  des  Dopplerschen  Prinzips  gilt 
vohl  dann,  wenn  der  Beobachter  sich  bewegt,  als  auch  wenn 
'  Lichtquelle  sich  bewegt,  falls  unter  v  jedesmal  die  Schwin- 
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* 

gungszahl  an  einem  ruhenden  Punkte  verstanden  wird.  Aus  (214) 
folgt  nun  ohne  weiteres 

(214  a)         ~  =  1  —  ß  cos  q)^,       —  =  1  —  ß  cos  cp^ 


und  daher  bestimmt  sich  die  Schwingungszahl  des  reflektierten | 

Lichtes  folgendermaßen: 

(214b)  -^^Lzl^ll,. 

^  ^  Vj         1  —  p  COS  gjj 

Es  sind  S^  und  8^  die  absoluten  Strahlungen  des  einfallen- 
den und  des  reflektierten  Lichtes,  d.  h.  die  Energiemengen,  die] 
in  der  Sekunde  durch  die  Flächeneinheit  ruhender,  zur  absoluten  ^j 
Strahlrichtung  senkrechter  Flächen  treten.  Für  schief  gestellte) 
und  bewegte  Flächen  ist  die  durch  die  Flächeneinheit  tretende 
Energiemenge  der  zur  Fläche  normalen  Komponente  der  Relativ- 
geschwindigkeit proportional.  Die  Normalkomponenten  der  Re-| 
lativgesch windigkeit  sind  für  die  einfallenden  bzw.  reflektierten! 
Wellen  in  der  gewählten  Bezeichnung 

^(«1  +  /^x)       ^ZW.      C(«2  —  ß^' 

Demnach  sind  die  auf  den  Spiegel  fallenden  bzw.  von  ihm 
ausgesandten  Energiemengen,  berechnet  auf  Flächeneinheit 
und  Zeiteinheit: 

^M-Vß^)     bzw.     /^^(a^- W 
und  die  Vektoren  der  auffallenden  bzw.  entsandten  Bewegungs-j; 

Die    am    bewegten  Spiegel  angreifende  relative  Flächen- 
kraft    des   Strahlungsdruckes    ist  gleich   der  vektoriellen  | 
Difi'erenz  der  in  der  Sekunde  einfallenden  und  reflektierten  Be-  | 
wegungsgrÖße  { 

(215)  r  =  ?i(«,  +  A.)-%(«.-^;-  \ 

t 

Da   eine  Wärmeentwicklung  nach   der  Definition  des  voll- 
kommenen Spiegels  ausgeschlossen  ist,  so  kann  Energie  an  den 
Spiegel  nur  in  Form  von  Arbeitsleistung  des  Strahlungs- 
druckes abgegeben  werden.   Man  erhält  demnach 
(215a)  (wa;')  =  S,  («,  +  /3J  -  S,  (a,  -  ß,). 
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.Vach  (215)  ist  aber 

(toX')  =  S,ß  cos  (f,  («,  H-  /3J  -  S,ß  cos  92  (a,  -  ^J. 

tfan  erhält  also 

:215b)         S,  (a,  +  ß^)  (1-ß  cos^O  =  5,  {a,  -  ß^)  {1-ß  co8(p^). 

Es  treten  hier  wieder  die  auch  in  den  Ausdruck  des  Doppler- 
jchen  Prinzips  (214  b)  eingehenden  Größen  auf,  deren  Bedeutung 
ms  bekannt  ist.  Es  sind 

c  (1  —  ß  cos  (py)     bzw.     c  (1  —  ß  cos  cp^) 

üe  Geschwindigkeiten,  mit  denen  ein  Punkt  des  bewegten 
Spiegels  sich  senkrecht  gegen  die  Lichtwellen  bewegt,  oder 
Inders  ausgedrückt,  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  die  Licht- 
«reUen  über  einen  im  Spiegel  festen  Punkt  fortstreichen.  Es  sind 
femer  VT^^    bzw.     Yl^^ 

iie  Sinus  der  Winkel,  welche  die  absoluten  Strahlrichtungen 
mit  der  Spiegelnormalen  einschließen.  Demnach  sind  die  Ge- 
schwindigkeiten, mit  denen  die  Schnittgeraden  der 
Uenebenen  längs  der  spiegelnden  Ebene  forteilen: 


C(l  —  ß  COB  cp^)       ,  C(l  —  ^COSqpj) 


M 

I^DasHuyghenssche  Prinzip  verlangt  nun,  daß  diese  beiden 
jGresch windigkeiten,  mit  denen  die  Spuren  der  einfallenden  und 
|der  gespiegelten  Wellen  längs  der  Spiegelebene  forteilen,  ein- 
ander gleich  seien.  Es  bestimmt  die  Richtung  des  reflektierten 
Strahles  aus  dieser  Forderung: 
(216)  l  —  ß  coa cp^  ^  1  — ^cosy,  ^ 

es  verlangt  ferner,  daß  der  reflektierte  absolute  Strahl  in  der 
EinfaLLsebene  liegt. 

Aus  der  Beziehung  (216)  und  der  aus  der  Energiegleichung 
und  der  Impulsgleichung  gewonnenen  (215b)  folgt  nun: 
(216a)     0  =  S.  («.  +  ßjyr-'al  -  S,  {a,  -  ^Jj/m^f. 

Hier  steht  rechts  nichts  anderes  als  die  mit  c  multiplizierte, 
in  die   Spiegelebene  fallende  Komponente  der  Flächenkraft  %' 
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des  Strahlungsdruckes  (vgl.  215).  Wir  haben  damit  aus  dem 
Huyghensschen  Prinzip  abgeleitet,  daß  der  Strahlungsdruck  senk- 
recht zur  Ebene  des  idealen  Spiegels  wirkt. 

Wir  hätten  umgekehrt  auch  von  der  Forderung  ausgehen 
können,  daß  der  Strahlungsdruck  keine  scherende  Komponente 
besitzt;  wir  hatten  dies  ja  in  §  40  aus  den  Grenzbedingungen 
der  Elektrodynamik  bewegter  Körper  abgeleitet.  Da  alsdann  die 
tangentiellen  Komponenten  der  auffallenden  und  reflektierten  Be- 
wegungsgröße einander  gleich  sein  müssen,  so  folgt  ohne  weiteres, 
daß  der  gespiegelte  absolute  Strahl  in  einer  Ebene  mit  dem  ein- 
fallenden Strahl  und  der  Spiegelnormale  liegt,  und  daß  die  Diffe- 
renz (216  a)  der  in  die  Spiegelebene  fallenden  Komponenten  der 
auffallenden  bzw.  entsandten  Bewegungsgröße  gleich  NuU  ist; 
hieraus  und  aus  (215  b)  folgt  alsdann  die  Beziehung  (216),  welche 
das  Huyghenssche  Prinzip  ausdrückt.  Wir  sehen  also:  Dag 
Huyghenssche  Prinzip  und  die  Forderung,  daß  die 
Kraft  des  Strahlungsdruckes  auf  dieSpiegelebene  keine 
tangentielle  Komponente  besitzt,  sind  einander  voll- 
kommen äquivalent.  Aus 


1  -  /3  cosy,  =  1  +  ß^oc,  +Yr:r^.yßi  +  ß>, 


l-ßcos<p,  =  l-  ß^a,  ±1/1 -«l-l/^?  +  ß\, 
und  aus  (216)  folgt 
(216b).  L±&5=  =  ^^=M. 


i 


Man  sieht,  daß  die  Richtung  des  reflektierten  Strahles 
nur    von    der    normalen    Komponente    der    Spiegelge- 
schwindigkeit abhängt.    Bewegt  sich  der  Spiegel  in  seiner  I 
Ebene,  so  erfolgt  die  Reflexion  des  Lichtes  genau  so  wie  am  j 
ruhenden  Spiegel.  { 

i 

Mit  Rücksicht  auf  (216)  und  (216  b)  können  wir  jetzt  die  I 
Formel  (214b),  welche  das  Dopplersche  Prinzip  enthält,  folgen-  | 
dermaßen  schreiben:  j 

(217)  "«^L+fe^.. 
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Auch  die  Schwingungszahl  des  reflektierten  Lichtes 
hängt  nur  von  der  normalen  Komponente  der  Spiegel- 
geschwindigkeit ah. 

Was    den    normalen    Lichtdruck    anbelangt^    so    folgt 
aus  (215) 
(218)     p'=  -  2:;  =  l{S,a,(a,  +  /3J  +  S,a,(a,- ß^)]. 

Er  ist  bestimmt,  wenn  man  die  Richtung  und  den  Betrag 
der  reflektierten  Strahlung  kennt.  Letzterer  aber  bestimmt  sich 
aus  dem  Dopplerschen  Prinzip  (214  b)  und  der  durch  Ver- 
einigung der  Energiegleichung  und  Impulsgleichung  gewonnenen 
Beziehung  (215b)  folgendermaßen: 

V         ^  Vi  Vs 

Die  in  der  Sekunde  auf  den  Spiegel  fallenden  und 
die  von  ihm  im  reflektierten  Lichte  entsandten  Energie- 
mengen verhalten  sich  wie  die  entsprechenden  Schwin- 
gungszahlen. 

Wie  aus  (216b)  folgt,  liegen  die  Kosinus  a^,  a^  der  WeUen- 
normalen  gegen  die  Spiegelnormale  in  den  einander  zugeordneten 
InteryaUen         -ß^£a,£l,     +ß^^a,^l. 

Die  Grenzen  entsprechen  dem  im  relativen  Strahlen  gange 
streifenden,  bzw.  dem  senkrecht  einfallenden  und  reflektierten 
Strahle.  Sieht  man  von  dem  ersteren  Grenzfalle,  wo  nach  (218) 
der  Strahlungsdruck  NuU  ist,  ab,  so  gilt 

«1  +  (^,  >  0. 

Infolgedessen  gestattet  es  die  Identität 

(1  +  ß^u^fil  -  «D  -  (1  -  ^,a,)»(l  -  al) 

=  («.  +  O  { 2ß,  -  2^x«. «,  +  (1  +  ßl)  («,  -«,)), 
aus  (216  b)  die  Gleichung  abzuleiten 
(220)  2ß,~  2ß,a,a,  +  (1  +  ßl)  («,  -  a,)  =  0. 

Aus  dieser  Beziehung  ergeben  sich  zwei  neue  Formeln,  die 
beide  zur  Bestimmung  des  Reflexionswinkels  dienen  können: 
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(220b)  y^t  =  ^-^- 

Aus  der  letzten  Gleichung,  im  Verein  mit  (216b),  folgt: 
(220c)  ^i  +  ^x  ^J^iJlA 

yi  —  alVl  —  ccl 

Diese  Gleichung  führt  zu  einer  sehr  einfachen  Konstruktion 
der  Richtung  des  reflektierten  Strahles,  falls  der  Spiegel  sich 
senkrecht  zu  seiner  Ebene  bewegt.  Alsdann  sind  Zähler  und 
Nenner  in  (220  c)  nichts  anderes  als  die  durch  c  geteilten  Kom- 
ponenten der  Relativgeschwindigkeit  des  einfallenden  bzw.  des 
reflektierten  Lichtes  gegen  den  Spiegel.  Bewegt  sich  der 
Spiegel  senkrecht  zu  seiner  Ebene,  so  gilt  das  Re- 
flexionsgesetz: Im  relativen  Strahlengange  ist  der 
Reflexionswinkel  dem  Einfallswinkel  gleich.  Im  all- 
gemeinen Falle  gilt  dieses  Gesetz  für  den  relativen 
Strahlengang,  den  ein  nur  an  der  Bewegung  des  Spie- 
gels senkrecht  zu  seiner  Ebene  teilnehmender  Beob- 
achter wahrnimmt. 

Aus  der  absoluten  Geschwindigkeit  c^  des  einfallenden  Lichtes 
bestimmt  sich  die  Relativgeschwindigkeit  ci  gegen  den  be- 
wegten Spiegel  nach  der  Konstruktion  des  vorigen  Paragraphen. 
Aus  derselben  Konstruktion  (Abb.  10)  kann  man,  wenn  die 
Richtung  der  Relativgeschwindigkeit  C2  des  reflektierten  Strahles 
gegen  den  Spiegel  bekannt  ist,  die  absolute  Geschwindigkeit  c, 
desselben  finden,  deren  Betrag  c  ja  ein  für  allemal  gegeben  ist. 
Bewegt  sich  der  Spiegel  senkrecht  zu  seiner  Ebene,  so 
schließen,  wie  wir  fanden,  die  Vektoren  —  Ci  und  C2  den  gleichen 
Winkel  mit  dem  Vektor  tQ  ein;  man  hat  demnach 

^1  +  ^2  =  ^• 

Da  ferner  der  Vektor  tt)  beiden  Dreiecken  gemeinsam  und 
die  Längen  der  den  Winkeln  f^  bzw.  ^3  gegenüberliegenden 
Seiten  gleich  c  sind,  so  findet  sich  x^=^  X2>  ^-  ^-  ^®^  Winkel, 
den  der  relative  und  absolute  Strahl  miteinander  ein- 
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schließen,  ist  der  gleiche  für  das  einfallende  und  das 
reflektierte  Licht.  Dabei  ist,  wenn  die  Bewegung  des  Spiegels 
in  Richtung  der  äußeren  Normalen  erfolgt,  der  Einfallswinkel 
im  relativen  Strahlengange  um  Xi  kleiner  als  im  absoluten,  und 
der  Reflexionswinkel  im  absoluten  Strahlengange  um  X2  kleiner 
als  im  relativen,  so  daß  der  Reflexionswinkel  im  absoluten 
strahlengange  um  y^,+  jc,=  2x, 

kleiner  ist  als  der  Einfallswinkel.  Erfolgt  dagegen  die  Bewegung 
des  Spiegels  in  entgegengesetztem  Sinne,  so  ist  im  absoluten 
Strahlengange  der  Reflexionswinkel  um  2xi  größer  als  der  Ein- 
fallswinkel. Bewegt  sich  der  Spiegel  schief  zu  seiner  Ebene,  so 
kann  man  den  reflektierten  absoluten  Strahl  in  derselben  Weise 
bestimmen,  indem  man  nur  den  zur  Spiegelebene  senkrechten 
Bestandteil  von  tn  berücksichtigt.  Dagegen  der  unter  Berück- 
sichtigung des  gesamten  to  bestimmte  relative  Strahlengang 
befolgt  in  diesem  allgemeinen  Falle  keine  einfach  auszusprechende 
Regel;  der  Reflexionswinkel  ist  hier  im  allgemeinen  nicht  gleich 
dem  Einfallswinkel.  Nur  im  Falle  einer  Bewegung  parallel 
der  Spiegelebene  liegt  die  Sache  wieder  sehr  einfach;  wie  im 

Poluten,  so  ist  auch  im  relativen  Strahlengange  in  diesem  Falle 
Reflexionswinkel  dem  Einfallswinkel  gleich. 
Handelt  es  sich  um  ein  einfallendes  Lichtbündel,  dessen  Strah- 
lenkegel im  absoluten  Strahlengange  den  körperlichen  Winkel  o^ 
einschließt,  so  bestimmt  sich  der  Öffhungswinkel  cog  des  gespiegel- 
ten Strahlenbündels  am  einfachsten  aus  (220  a).  Man  findet 

was  nach  (220b)  und  (217)  ergibt 

Die  von  einem  ruhenden  Beobachter  wahrgenom- 
menen Öffnungswinkel  des  einfallenden  und  des  ge- 
spiegelten Strahlbündels  verhalten  sich  wie  die  rezi- 
proken Quadrate  der  beobachteten  Schwingungszahlen. 

Abraham,  Theorie  der  Elektrizität.   II.   4.  Aufl.  22 
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Aus    (219)    folgt    übrigens    durch    Einführung    von    (217) 
und  (220b) 

(222)  |=(^^ 

Die  absoluten  Strahlungen  verhalten  sich  wie  die 
Quadrate  der  Schwingungszahlen. 

Infolge  derselben  Beziehungen  geht  (218)  über  in 

oder,  gemäß  (220  a),  in 

(223)  p'^lMi±Ml. 

Dies  ist  der  Betrag  des  normalen  Strahlungsdruckes 
bei  schiefem  Einfall  des  Lichtes.  Bei  senkrechtem  Einfall 
wird  die  Gleichuug  (208)  des  §40  wieder  erhalten.  Auch  bei 
schiefem  Einfall  wird  der  Strahlungsdruck  unendlich 
für  ßx=  1,  d.h.  wenn  der  Spiegel  sich  senkrecht  zu  seiner 
Ebene  mit  Lichtgeschwindigkeit  bewegt.  Fällt  auf  die 
Vorderseite  des  Spiegels  eine  noch  so  geringe  Strahlung,  so 
kann  sich  der  Spiegel  senkrecht  zu  seiner  Ebene  nicht  mit  Licht- 
geschwindigkeit bewegen. 

§  43.    Die  Temperatur  der  Strahlung. 

Die  strahlende  Wärme  ist  für  die  Ökonomie  des  Weltalls 
von  der  größten  Bedeutung;  sind  es  doch  die  Sonnenstrahlen, 
die  alle  Bewegung  und  alles  Leben  auf  der  Erde  unterhalten. 
Wenn  anders  die  Hauptsätze  der  mechanischen  Wärmetheorie 
überhaupt  eine  allgemeine  Gültigkeit  besitzen,  so  müssen  sie| 
nicht  nur  auf  die  in  materiellen  Körpern  enthaltene,  sondern 
auch  auf  die  strahlende  Wärme  Anwendung  finden.  Daher 
hat  schon  R.  Clausius  bei  der  Begründung  der  Thermodynamik 
die  thermischen  Wirkungen  der  Strahlung  in  Betracht  gezogen, 
und  G.  Kirchhoff  ist  bei  seinen  für  die  Strahlungstheorie  grund- 
legenden Untersuchungen  von  der  Gültigkeit  des  Camot-Clau- 
siusschen  Prinzipes  für  die  Licht-  und  Wärmestrahlung  aus- 
gegangen.   Wir   wollen  in  diesem   Paragraphen  einige  Folge- 
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f  ruDgen  entwickeln,  welche  sich  aus  der  Anwendung  der  Thermo- 

I  dynamik  auf  die  Wellen  Strahlung  ergeben. 

Wir    denken    uns    ein   Bündel  unpolarisierten  Lichtes  von 

H  dem  kleinen  Öfihungswinkel  g).  Durch  eine  senkrecht  zur  Achse 
des  Bündels  gestellte  Fläche  messen  wir  die  Strahlungsintensität 
S]  bei  Lichtstrahlen  im  engeren  Sinne  könnten  wir  die  Licht- 
stärke photometrisch  messen;  wir  denken  uns  hier  jedoch  stets 
die  Strahlung  bolometrisch,  d.  h.  durch  ihre  thermische  Wirkung 
gemessen.  Die  Strahlungsintensität  S  ist  bereits  auf  die  Einheit  der 
auffangenden  Fläche  berechnet;  es  erweist  sich  ferner  als  zweck- 
mäßig, sie  auf  die  Einheit  des  körperlichen  Winkels  zu  beziehen 
und  die  Strahlung  spektral  zu  zerlegen.  Wir  nennen 

(224)  ^^^fsd» 

}  0 

t  „gesamte  Helligkeit"  des  Strahlbündels  und  H  die 
lligkeit  der  spektral  zerlegten  Strahlung  oder  die  „Hellig- 
it"  schlechtweg.  Beobachtet  man  ein  monochromatisches 
jhtbündel  oder  auch  ein  aus  verschiedenfarbigem  Lichte  zu- 
sammengesetztes in  verschiedenen  Entfernungen  von  der  ent- 
sendenden Fläche,  so  nimmt  die  Strahlungsintensität  S  umge- 
kehrt proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  von  der  leuch- 
.tenden  Fläche  ab;  in  demselben  Maße  aber  nimmt  der  körperliche 
Winkel  (o  ab,  unter  welchem  die  leuchtende  Fläche  gesehen 
wird.  Die  Helligkeit  jeder  Farbe  und  auch  ihr  über  das  ganze 
Spektrum  erstrecktes  Integral  ändert  sich  bei  der  freien  Fort- 
pflanzung des  Lichtes  im  Räume  nicht. 

Mit  M.  Planck  werden  wir  den  Vorgang  der  ungestörten 
Lichtfortpflanzung  im  Räume,  da  er  sich  durch  passend  ge- 
r  wählte  Hohlspiegel  oder  Linsen  rückgängig  machen  läßt,  als 
umkehrbaren  Vorgang  im  Sinne  der  Thermodynamik  betrachten. 
Da  bei  einem  umkehrbaren,  ohne  Arbeitsleistung  verlaufenden 
Vorgange  die  Temperatur  sich  nicht  ändert,  so  erscheint  es 
sachgemäß,  einer  bestimmten  Helligkeit  monochromatischer 
Strahlung  in  eindeutiger  Weise  eine  bestimmte  Temperatur 
zuzuordnen.    Es  können  hiernach   zwei   Lichtquellen,  z.  B.  die 

22* 
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Sonne  und  eine  Öllampe,  dieselbe  Lichtstärke  ergeben,  während 
die  „Helligkeiten",  entsprechend  den  verschiedenen  Öjffnungs- 
winkeln  der  Lichtbündel,  ganz  verschiedene  sind.  Der  weit 
größeren  Helligkeit  des  Sonnenlichtes  entspricht  eine  weit  höhere 
Temperatur.  Dabei  brauchen  die  Temperaturen  der  einzelnen 
im  Lichtbündel  vertretenen  Farben  im  allgemeinen  nicht  die 
gleichen  zu  sein.  Die  Temperatur  jeder  einzelnen  Farbe  aber 
bleibt  bei  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  konstant. 

Es  erscheint  hiernach  unzulässig,  thermo dynamische  Be- 
trachtungen auf  streng  ebene  Wellen  anzuwenden;  denn  für  ver- 
schwindenden Offnungswinkel  o?  wird  bei  endlicher  Strahlungs- 
intensität die  Helligkeit  nach  (224)  unendlich.  In  der  Tat  würde  ja 
eine  endliche  Strahlung  pro  Flächeneinheit  eine  unendliche  Ge- 
samtemission der  unendlich  entfernten  Lichtquelle  voraussetzen, 
die  wir  ausschließen  müssen.  Es  kann  zwar  der  Offnungswinkel  o 
sehr  klein,  aber  niemals  gleich  Null  angenommen  werden. 
Ebensowenig  ist  es  vom  Standpunkte  der  Thermodynamik  aus 
gestattet,  von  streng  monochromatischem  Lichte  zu  reden;  denn 
eine  endliche  Strahlungsintensität  in  einem  verschwindenden 
Intervalle  von  Schwingungszahlen  würde  unendliche  Helligkeit  fi, 
d.  h.  unendliche  Temperatur  ergeben;  unendliche  Temperatur  be- 
deutet aber  in  der  Thermodynamik  freie  Verwandelbarkeit  in 
Arbeit.  Auf  die  Energie  streng  periodischer  elektrischer  Wellen 
ist  demnach  der  zweite  Hauptsatz  der  Thermodynamik,  welcher 
die  Verwandelbarkeit  in  Arbeit  einschränkt,  überhaupt  nicht  an- 
zuwenden. Von  den  rein  periodischen  laugen  Wellen  sind  die 
kurzen,  durch  ihre  leuchteode  und  wärmende  Wirkung  sich 
kundgebenden  Wellen  gerade  dadurch  unterschieden,  daß  sie 
nicht  streng  monochromatisch  sind.  Jede  „natürliche"  Strahlung, 
z.  B.  diejenige  einer  Spektrallinie,  erfüllt  einen  zwar  kleinen,  aber 
doch  von  Null  verschiedenen  spektralen  Bereich.  Gerade  die 
Anwesenheit  einer  großen  Zahl  von  Partial wellen,  welche  in 
regelloser  Weise  miteinander  interferieren,  ist  nach  M.  Planck 
diejenige  Eigenschaft  der  „natürlichen  Strahlung"  welche  die 
Anwendung  der  Thermodynamik  ermöglicht.  Wenn  wir  im  fol- 
genden von  „monochromatischem  Lichte"   reden,  so  verstehen 
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wir  darunter  stets  solches  Licht,  dessen  Schwingungszahlen  einen 
kleinen,  aber  doch  von  Null  verschiedenen  Bereich  dv  des 
Spektrums  erfüllen. 

Um  nun  den  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik  für  die 
Ermittelung  der  Beziehung  zwischen  Helligkeit  und  Tempe- 
ratur fruchtbar  zu  machen,  müssen  wir  einen  reversibeln,  mit 
Arbeitsleistung  verbundenen  Vorgang  angeben,  bei  welchem  die 
Helligkeit  der  Strahlung  verändert  wird.  Ein  solcher  Vorgang 
ist  der  im  vorigen  Paragraphen  behandelte,  nämlich  die  Reflexion 
eines  Lichtbündels  durch  einen  bewegten  vollkommenen  Spiegel; 
wir  überzeugen  uns  unschwer  davon,  daß  derselbe  umkehrbar  im 
Sinne  der  Thermodynamik  ist. 

Wir  stellen  zu  diesem  Zwecke  zwei  Vorgänge  einander 
gegenüber.  Bei  dem  ersten  sei  S^  die  absolute  Strahlung,  coj  der 
kleine  Öffnungswinkel  des  einfallenden  monochromatischen  Licht- 
bündels, dv^  seine  spektrale  Breite  in  der  Skala  der  Schwingungs- 
zahlen; «j  sei  der  Kosinus  des  Winkels,  welchen  die  Achse  des 
Bündels  mit  der  Spiegelnormale  einschließt.  Durch 
(224a)  S^=H^(D^dv^ 

ist  sodann  die  Helligkeit  H^  des  einfallenden  Bündels  bestimmt. 
Bei  dem  ersten  der  betrachteten  Vorgänge  soll  nun  ßx  positiv 
s<^in,  d.  h.  der  Spiegel  soll  sich  dem  einfallenden  Lichte  ent- 
_  gen  bewegen.  Dabei  wird  von  äußeren  Kräften  gegen  den 
Strahlungsdruck  eine  gewisse  Arbeit  geleistet.  Aus  (216  b)  be- 
stimmt sich  der  Kosinus  a^  des  Reflexionswinkels ;  der  Reflexions- 
winkel ist  kleiner  als  der  Einfallswinkel.  Nach  (217)  wird  die 
Schwingungszahl  des  Lichtes  bei  der  Reflexion  vergrößert  und 
gemäß  {222)  die  absolute  Strahlung  im  Verhältnis  des  Quadrates 
der  Schwingungszahlen  verstärkt.  Da  nach  (221)  der  Öffnungs- 
winkel des  Bündels  im  umgekehrten  Verhältnis  der  Quadrate 
der  Schwingungszahlen  verringert,  wird  so  ist 

^'^^^^  H,dv,       ^/S,-  [Vj  ' 

Dabei  ist,  wie  aus  (217)  hervorgeht,  das  Verhältnis  v^  :v^  bei 
gegebener  Bewegung  des  Spiegels  ein  konstantes,  so  daß  man  hat 
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Demgemäß  wird 

Die  Helligkeiten  der  beiden  Bündel  verhalten  sich 
wie  die  dritten  Potenzen  der  Schwingungszahlen. 

Dem  soeben  betrachteten  Vorgänge^  bei  dem  a^  der  Kosinus 
des  Reflexionswinkels  war,  stellen  wir  jetzt  einen  zweiten  Vor- 
gang gegenüber;  hier  soll  der  Einfallswinkel  denjenigen  Wert 
besitzen,  den  vorher  der  Reflexionswinkel  besaß.  Wie  der  Wert 
von  «2;  so  sollen  jetzt  auch  die  Werte  von  Vg,  S^,  H^  und  co,, 
die  bei  dem  ersten  Vorgänge  dem  reflektierten  Bündel  zukamen, 
jetzt  dem  einfallenden  Bündel  zugeschrieben  werden.  Gleich- 
zeitig soll  die  Bewegung  des  Spiegels  in  entgegengesetzter 
Richtung  vor  sich  gehen,  derart,  daß  ß^  einen  dem  Betrage 
nach  gleichen,  dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzten 
Wert  annimmt.  Setzen  wir  dementsprechend  —  ß^  an  Stelle 
von  ß^  und  den  Index  2  an  Stelle  des  Index  1,  so  bleibt  (216  b) 
erfüllt,  wenn  a^  jetzt  der  Kosinus  des  Reflexionswinkels  ist. 
Wie  der  Reflexionswinkel  des  zweiten  Vorganges  gleich  dem 
Einfallswinkel  des  ersten  ist,  so  ist  nach  (217)  die  kleinere 
Schwingungszahl  v^  jetzt  diejenige  des  reflektierten  Bündels. 
Folglich  sind  nach  (219)  die  in  der  Sekunde  umgewandelten 
Mengen  strahlender  Wärme  die  gleichen  wie  vorher;  die  Um- 
wandlung geschieht  indessen  in  entgegengesetztem  Sinne.  Die 
gleiche  Arbeit,  die  vorher  gegen  den  Strahlungsdruck  geleistet 
wurde,  wird  nunmehr  von  ihm  geleistet.  Im  thermodynamischen 
Sinne  gesprochen  macht  also  der  zweite  Vorgang  den  ersten 
rückgängig.  Die  Reflexion  eines  Lichtbündels  durch 
einen  bewegten  vollkommenen  Spiegel  ist  ein  rever- 
sibler Prozeß. 

Den  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik  auf  die  in  der 
Sekunde  umgewandelten  Wärmemengen  anwendend,  erhalten  wir 

Dabei  sind  O-j  und  ^^  die  Temperaturen  der  beiden 
monochromatischen  Lichtbündel,  gemäß  der  thermodyna- 
mischen  Definition  der  absoluten  Temperatur. 


0 
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Aus  (227)  in  Verbindung  mit  der  aus  dem  Dopplerschen 
Prinzip    und    der  Energie-    und    Impulsgleichung    abgeleiteten 
Gleichung  (219)  folgt 
(227  a)  ^^  :^2  =  ^i'^i- 

Die  Temperaturen  der  beiden  Lichtbündel  verhalten 
sich  wie  ihre  Schwingungzahlen. 

Hieraus  und  aus  (226)  ergibt  sich 
(227b)  H,:H,^»l:9i. 

Die    Helligkeiten    der    beiden    monochromatischen 
Bündel  verhalten  sich  wie  die  dritten  Potenzen  der  ab- 
soluten Temperaturen.  An  Stelle  von  (225)  aber  können  wir 
schreiben 
(227c)  J?i dv^  :  H^dv^  =  ^\:^. 

Wir  forderten  oben,  daß  einem  jeden  monochromatischen 
Lichtbündel  eine  Temperatur  zugeordnet  werde,  welche  eindeutig 
durch  seine  Farbe  und  Helligkeit  bestimmt  ist.  Diese  Zuordnung 
muß,  wie  für  jedes  Lichtbündel,  so  auch  für  die  beiden  hier  be- 
trachteten gelten.  Die  Beziehungen  (227  a,  b)  schränken  die  Form 
dieser  universellen  Beziehung  ein;  die  allgemeinste,  ihnen  ge- 
nügende Bestimmung  der  Temperatur  ist: 

228)  *  =  -•/■©, 

WO  f  eine  willkürliche  Funktion  ist.    Wir  können  dafür  auch 
schreiben 
228a)  H^»^g{^). 


Damit  haben  wir  das  thermodynamische  Gesetz  der 
Wellenstrahlung  erhalten. 

Die  beiden  Beziehungen  (227  a)  und  (227  b),  aus  denen  das 
Gesetz  sich  ergibt,  mögen  als  Verschiebungsgesetz  und  Ver- 
stärkungsgesetz bezeichnet  werden.  Das  Verschiebungsgesetz 
(227a)  ordnet  bei  der  Vergleichung  der  Helligkeiten,  die  zwei 
verschiedenen  Temperaturen  entsprechen,  zwei  verschiedene 
Farben  einander  zu,  deren  Schwingungszahlen  im  Verhältnis 
der  Temperaturen  stehen.    Das  Verstärkungsgesetz  (227  b)  be- 
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sagt  sodann,  daß  die  Helligkeiten  der  einander  so  zugeordneten 
Farben  sich,  verhalten  wie  die  dritten  Potenzen  der  absoluten 
Temperaturen.  Ist  für  eine  gegebene  Temperatur  empirisch  die 
Helligkeit  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Schwingungszahl  ge- 
geben, so  ist  diese  Abhängigkeit  durch  das  thermodynamische 
Strahiungsgesetz  (228  a)  für  jede  andere  Temperatur  bestimmt. 
Das  Verstärkungsgesetz  hat  zuerst  L.  Boltzmann^)  ab- 
geleitet, indem  er  einen  von  Bartoli  angegebenen  Kreisprozeß 
verwandte  und  den  Maxwellschen  Lichtdruck  einfühi-te.  Er  er- 
hielt es  nicht  in  der  Form  (227b),  sondern  in  derjenigen  Form, 
die  aus  (227  c)  hervorgeht,  wenn  man  zwei  Lichtbündel  betrachtet, 
in  denen  alle  Farben  die  gleiche  Temperatur  d-^  bzw.  d^^  besitzen. 
Es  wird  gestattet  sein,  solches  Licht,  in  welchem  alle  Farben  ver- 
treten sind,  und  zwar  mit  der  gleichen  Temperatur,  als  „weißes 
Liebt"  zu  bezeichnen.  Vergleicht  man  die  Gesamthelligkeiten 
zweier  weißer  Lichtbündel,  so  wird 

(228  b)  fH,  dv,  '.j\  dv,  =  ^1^ :  ^2^ 

0  0 

Die  gesamten  Helligkeiten  zweier  Bündel  weißen 
Lichtes  verhalten  sich  wie  die  vierten  Potenzen  ihrer 
absoluten  Temperaturen.  Das  ist  das  Gesetz,  welches  zuerst 
von  Stefan  als  empirisches  Gesetz  aufgestellt  und  dann,  wie  er- 
wähnt, von  Boltzmann  theoretisch  begründet  wurde.  Die  Glei- 
chung (227  c)  überträgt  das  Stefan-Boltzmannsche  Gesetz  auf 
zwei  monochromatische  Lichtbündel. 

Das  Verschiebungsgesetz  wurde  zuerst  von  W.Wien  an- 
gegeben.^) Doch  vermochte  dieser  Autor  es  nicht,  den  Zusammen- 
hang desselben  mit  dem  Dopplerschen  Prinzip  und  dem  Strahlungs- 
drucke in  einwandsfreier  Weise  zu  formulieren.  Das  gelingt  in 
der  Tat  nur  dann,  wenn  man  von  einer  strengen  Lösung  des 
Problemes  der  Lichtreflexion  durch  einen  bewegten  Spiegel  aus- 
geht. Auf  dem  hier  verfolgten,  zuerst  vom  Verfasser  dieses 
Werkes   eingeschlagenen  Wege  erhält  man  das  Verstärkungs- 

1)  L.  Boltzmann,  Ann.  d.  Phys.  22  (1884)  S.  35  u.  291. 

2)  W.  Wien,  Berl.  Sitzber.  1893,  S.  55.   Ann.  d.  Pbys.  52  (1894)  S.  132. 
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gesetz  und  das  Verschiebungsgesetz  mit  einem  Schlage;  ihr  Zu- 
sammenhang mit  den  Prinzipien  der  elektromagnetischen  Mecha- 
nik tritt  bei  dem  gegebenen  Beweise  deutlich  hervor.  Wir  durften 
uns  nicht  mit  der  Lösung  des  Reflexionsproblemes  für  senkrecht 
einfallende  ebene  Wellen  begnügen,  weil  die  Kenntnis  des  Ver- 
hältnisses der  Öffnungswinkel  der  beiden  Lichtbttndel  zur  Er- 
mittelung des  Verhältnisses  der  Helligkeiten  erforderlich  ist  und 
das  Verhältnis  der  Öffnungswinkel  (221)  durch  Ableitung  von 
«2  nach  «1  erhalten  wird;  um  diese  ausführen  zu  können,  muß 
das  Reflexionsproblem  für  schiefen  Einfall  gelöst  sein. 

Wie  man  sieht,  ergibt  sich  das  thermodynamische  Gesetz  der 
natürlichen  Strahlung  aus  den  allgemeinen  Eigenschaften  der 
elektromagnetischen  Strahlung  auf  Grund  des  thermodynamischen 
Temperaturbegriffes.  Das  Gesetz  ist  auf  jede  beliebige  natürliche 
Licht-  und  Wärmestrahlung  anzuwenden,  wie  sie  auch  immer  ent- 
standen sein  mag.  Die  so  bestimmte  Temperatur  der  Strahlung 
stimmt  aber  im  allgemeinen  durchaus  nicht  mit  der  Temperatur 
des  strahlenden  Körpers  überein.  Wir  müssen  die  Beziehungen, 
die  zwischen  der  Temperatur  des  emittierenden  Körpers  und  der 
Temperatur  der  entsandten  Strahlung  bestehen,  hier  kurz  erläutern, 
da  auf  ihnen  die  Vergleichung  der  strahlungstheoretischen  und 

^^der  gewöhnlichen  gastheoretischen  Temperaturskala  beruht. 

IHp  Natürliches  Licht  kann  auf  zwei  wesentlich  verschiedene 
Weisen  entstehen:  Durch  reine  Temperaturstrahlung  und 
durch  Luminiszenz.  Die  reine  Temperaturstrahlung  ist  ein 
rein  thermischer  Vorgang.  Die  Energie  der  Wellen  entstammt 
dem  Wärmevorrat  des  emittierenden  Körpers  und  ist  durch  seine 
Temperatur  bestimmt;  chemische  und  elektrische  Vorgänge  spielen 
bei  dieser  Art  der  Emission  nicht  mit.  Bei  der  Luminiszenz  hin- 
gegen spielen  Vorgänge  nicht  thermischer  Natur  mit,  und  dem- 
gemäß ist  die  entsandte  Strahlung  nicht  ausschließlich  durch  die 
Temperatur  der  Lichtquelle  bedingt.  Daher  kann  bei  den  Vor- 
gängen der  Luminiszenz  von  einer  allgemein  gültigen  Beziehung 
zwischen  den  Temperaturen  der  Lichtquelle  und  der  Strahlung 
keine  Rede  sein.  Man  hat  gefunden,  daß  die  Emission  der  Linien- 
spektra zu  den  auf  Luminiszenz  beruhenden  Vorgäugen  gehört. 
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Die  Temperatur  des  Lichtes  der  Spektrallinien  gestattet  daher 
durchaus  keinen  Rückschluß  auf  die  Temperatur  des  entsenden- 
den Körpers. 

Für  die  reine  Temperaturstrahlung  lassen  sich  Bezieh- 
ungen zur  Temperatur  des  leuchtenden  Körpers  aus  der  Ther- 
modynamik ableiten.  Man  denke  sich  einen  Hohlraum,  dessen 
Wände  reine  Temperatur  strahier  sind;  diese  Wände  seien  auf 
einer  gegebenen  Temperatur  0"  gehalten.  Nach  dem  Clausius- 
schen  Axiome  müssen  sich  in  diesem  Systeme,  da  andere  als 
rein  thermische  Vorgänge  ausgeschlossen  sind,  die  Temperaturen 
ausgleichen;  es  muß  sich  schließlich  ein  thermischer  Gleichge- 
wichtszustand herstellen,  bei  welchem  alle  Teile  des  Systemes 
die  gleiche  Temperatur  ^  besitzen.  Das  gilt  nicht  nur  von  der 
Temperatur  der  materiellen  Körper,  die  man  etwa  in  den  Hohl- 
raum bringen  mag,  sondern  auch  von  der  Temperatur  der  den  Hohl- 
raum erfüllenden  Strahlung  selbst.  DieTemperatur  der  Hohl- 
raumstrahlung ist  gleich  der  Temperatur  der  Wände. 
Ein  im  Innern  des  Hohlraumes  befindlicher  Beobachter  würde 
von  allen  Seiten  Licht  der  gleichen  Helligkeit  und  der  gleichen 
spektralen  Zusammensetzung  empfangen.  Die  Helligkeit  muß 
sich  der  Temperatur  des  Hohlraumes  so  zuordnen,  wie  es  das 
thermodynamische  Strahlungsgesetz  (228  a)  fordert.  Die  Tempera- 
tur aller  Farben  muß  die  gleiche  sein,  so  daß  das  Licht  als  „weiß" 
in  dem  oben  angegebenen  Sinne  zu  bezeichnen  ist.  Könnte  man 
sich  in  das  Innere  eines  Hohlraumes  begeben,  dessen  Wände  so 
stark  erhitzt  sind,  daß  sie  infolge  ihrer  Temperatur  leuchten,  so 
könnte  man  das  thermodynamische  Strahlungsgesetz  experimen- 
tell prüfen,  wenigstens  in  demjenigen  Temperaturbereiche,  in 
welchem  eine  auf  der  gastheoretischsn  Skala  beruhende  Tempe- 
raturmessung möglich  ist. 

Da  es -nun  aus  naheliegenden  Gründen  unmöglich  ist,  sich 
in  einen  derartig  erhitzten  Hohlraum  hineinzubegeben,  so  hat 
man  einen  Kunstgriff  angewandt;  derselbe  war  nicht  so  selbst- 
verständlich, wie  er  uns  jetzt  erscheinen  mag;  er  besteht  darin, 
daß  man  in  die  Wand  des  Hohlraumes  ein  kleines  Loch  bohrt, 
und  durch  dieses  hineinblickt.    Dieser  Gedanke  ist  zuerst  von 
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L.  Boltzmann  ausgesprochen  und  später  von  0.  Lummer  und 
W.  Wien^)  durchgeführt  worden.  Ist  die  OflPnung  des  Hohlraumes 
hinreichend  klein^  so  stört  sie  die  Herstellung  des  thermischen 
Gleichgewichtes  im  Hohlräume  nicht;  die  entsandte  Strahlung 
ist  dann  diejenige  „weiße  Strahlung'*,  welche  der  Temperatur 
des  Hohlraumes  entspricht.  Die  experimentelle  Unter- 
suchung der  Hohlraumstrahlung  durch  0.  Lummer 
und  E.  Pringsheim^)  hat  sowohl  das  auf  die  Gesamt- 
strahlung bezügliche  Stefan-Boltzmannsche  Verstär- 
kungsgesetz,  als  auch  das  Verschiehungsgesetz  durch- 
aus bestätigt.  Von  einer  Bestätigung  kann  natürlich  nur  so 
weit  die  Rede  sein,  als  die  auf  den  Gasgesetzen  beruhende  Tem- 
peraturskala reicht.  Bei  sehr  hohen  Temperaturen  stößt  die  An- 
wendung der  gastheoretischen  Skala  auf  Schwierigkeiten.  Hier 
ist  diese  Skala  durch  die  strahlungstheoretische  Tempe- 
ratur skala  zu  ersetzen,  welche  sich  auf  das  thermodynamische 
Strahlungsgesetz  gründet. 

Die  experimentelle  Untersuchung  der  aus  dem  Hohlräume 
heraustretenden  Strahlung  hat  nicht  nur  zur  Bestätigung  des 
thermodjnamischen  Strahlungsgesetzes  (228  a)  geführt,  sondern 
auch  zur  Bestimmung  der  dort  noch  willkürlich  gelassenen  Funk- 
tion der  Variabein  (    j.   Die  Messungen,  an  denen  hauptsächlich 

0.  Lummer  und  E.  Pringsheim,  H.  Rubens  und  F.  Kurlbaum 
sowie  F.  Paschen  Anteil  haben,  sind  von  M.  Planck  durch  die 
Formel  zur  Darstellung  gebracht  worden: 

(229)  H=  ^-^J         ^ 


mit  den  Werten  der  Konstanten  k  und  h: 
(229a)  fc- 1,34.  10-'«^/^ 

(229b)  Ä  =  6,415- 10-"  erg-sec. 


R 


1)  0.  Lummer  u.  W.  Wien,  Ann.  d.  Phys.  56  (1895)  S.  461. 

2)  0.  Lummer  u.  E.  Pringsheim,  Ann.  d.  Phys.  63  (1897)  S.  395.  3  (1900) 
S.  169. 
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Was  die  theoretische  Begründung  des  Pianckschen  Strahlungs- 
gesetzes anbelangt,  so  mag  auf  die  Darstelllung  von  M.  Planck 
verwiesen  werden.-^)  Von  Wichtigkeit  ist  insbesondere  die  Be- 
deutung der  universellen  Konstanten  h\  dieselbe  steht  in  Be- 
ziehung zu  der  sogenannten  Boltzmann-Drudeschen  Kon- 
stanten a,  d.  h.  der  mittleren  lebendigen  Kraft  eines  Moleküls 
bei  der  absoluten  Temperatur  1.   Es  gilt  nämlich  nach  Planck:^) 

a^lli  =  2m  .10-16-'^,. 
2  '  grad 

Mit  der  Boltzmann-Drudeschen  Konstanten  ist  der  Wert  der 
Masse  eines  Wasserstoffatoms  eng  verknüpft  und  dieser  wieder 
hängt  mit  der  elektrischen  Elementarladung  zusammen  (vgl.  §  1). 
So  kann  denn  aus  der  Konstante  Tc  der  Strahlungsformel  der 
Wert  der  elektrischen  Elementarladung  ermittelt  werden.  Es 
ergibt  sich  nach  Planck 

e  =  4,67  •  10"^^     elektrostatische  Einheiten, 

ein  Wert,  der  gut  mit  dem  in  §  1  Gl.  (2)  angegebenen  übereinstimmt. 
Wie  h,  so  muß  auch  die  Konstante  h  der  Stralilungsformel 
eine  universelle  Bedeutung  haben;  da  die  einzige  elektromag- 
netische Konstante  des  Äthers  die  Lichtgeschwindigkeit  c  ist, 
so  muß  es  sich  um  eine  Konstante  handeln,  welche  von  den 
Eigenschaften  der  Materie  oder  der  Elektronen  abhängt;  es  muß 
aber  eine  von  den  individuellen  Eigenschaften  des  Körpers  un- 
abhängige Größe  sein.  Ihre  Dimension  ist  gleich  dem  Produkt 
aus  den  Dimensionen  der  Energie  und  der  Zeit,  oder  auch  aus 
denen  des  Impulses  und  der  Länge;  sie  stimmt  daher  mit  der- 
jenigen der  Wirkung  sowie  auch  des  Impulsmomentes  überein. 
Planck  hat  sie  als  „ W irkungsquantum"  gedeutet.  In  der  Bohr- 

schen  Theorie  der  Spektrallinien  (§  9)  tritt  --  als  elementares 

Impulsmoment    der  Elektronen  auf.    Aus   spektralanalytischen 
Bestimmungen  erhält  man^)  den  Wert 
(230)  h  =  6,545  -10-27  erg  •  sec. 

1)  M.  Planck,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Wärmestrahlung 
1.  Aufl.  1906.    2.  Aufl.  1913. 

2)  L.  Flamm,  Physik.  Zeitschrift  18  (1917)  S.  515. 
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Auf  den  Zusammenhang  mit  dem  elementaren  Magnetonenmoment 
wurde  am  Schlüsse  von  §  31  hingewiesen. 

Für  sehr  hohe  Temperaturen  bzw.  für  sehr  lange  Wellen 
fäUt  die  Konstante  h  aus  der  Strahlungsformel  heraus,  und  es 
wird  die  Helligkeit  proportional  der  Konstanten  k  und  damit 
der  Boltzmann-Drudeschen  Konstanten  a;  denn  (229)  geht,  für 

hinreichend  große  Werte  von  — ,  über  in 

c'         3   c* 

§  44.  Dynamik  des  bewegten  Hohlraumes. 

Wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  erwähnt  haben,  stellt  sich 
im  Innern  eines  Hohlraumes,  dessen  Wände  eine  und  dieselbe 
Temperatur  besitzen,  ein  stationärer  Strahlungszustand  her.  Da- 
bei ist  die  unter  einem  Öffnungswinkel  a  einfallende  Strahlung 
S  dem  Öffnungswinkel  o  proportional,  d.  h.  es  ist  der  Quotient 

K  =  —y  die  sogenannte  „spezifische  Strahlungsintensität", 

von  der  Richtung  des  Strahles  unabhängig.  Dies  gilt  unter  der 
Voraussetzung,  daß  der  Hohlraum  in  bezug  auf  ein  Koordinaten- 
system ruht,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  c  des  Lichtes 
von  der  Richtung  unabhängig  ist,  und  daß  die  Strahlung  von 
iner  gleichfalls  ruhenden  Fläche  aufgefangen  wird. 

Wie  liegt  nun  die  Sache,  wenn  der  Hohlraum  gegen  jenes 
ezugssystem  und  damit  gegen  die  auffangende  Fläche  in  Be- 
wegung begriffen   ist?  Auch   dann  wird   sich,  wenn  die  Tem- 
eratur  der  Wände  allerseits  die  gleiche  ist,  bei  gleichförmiger 
wegung  ein  stationärer  Strahlungszustand  herstellen.  Es  wird 
'aber  sehr  wohl  die  mit  Hilfe  der  ruhenden  Fläche  gemessene 
spezifische  Strahlungsintensität 


I        We, 


( 


bei  gegebenem  Quotienten  ß  aus  Betrag  der  Geschwindig- 
keit I  to  I  und  Lichtgeschwindigkeit  c,  noch  von  dem  Winkel  <jp 
abhängen  können,  den  die  Vektoren  tu  und  c  miteinander  ein- 
schließen (vgl.  Abb.  10  des  §  41). 
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Die  Theorie,  die  wir  in  den  vorangehenden  Paragraphen  ent- 
wickelt haben,  ist  nun  imstande,  die  Abhängigkeit  der  spezi- 
fischen Strahlungsintensität  von  der  Richtung  vollkommen  fest- 
zustellen. Dies  hat  K.  v.  MosengeiP)  in  seiner  Dissertation 
gezeigt. 

Er  denkt  sich  im  Inneren  des  bewegten  Hohlraumes,  und 
mit  diesem  sich  bewegend,  einen  vollkommenen  Spiegel.  Der 
Strahl,  welcher  vor  der  Reflexion  den  Winkel  (p  mit  der  Be- 
wegungsrichtung des  Spiegels  einschloß,  wird  nach  der  Re- 
flexion den  Winkel  q)'  mit  dem  Vektor  to  bilden.  Da  nun,  nach 
den  Gl.  (222)  und  (221)  des  §  42,  bei  der  Reflexion  am  beweg- 
ten Spiegel  die  Strahlungen  wie  die  Quadrate,  die  Öffnungs- 
winkel jedoch  wie  die  reziproken  Quadrate  der  von  einem  ru- 
henden Beobachter  gezählten  Schwingungszahlen  sich  ändern, 
so  folgt  bei  Heranziehung  des  Dopplerschen  Prinzips  (Gl.  214b) 
für  das  Verhältnis  der  spezifischen  Intensitäten  der  einfallenden 
und  der  reflektierten  Strahlung: 

Kjcp,  ß)  _  (J^Y^  /l  —  ßcoa(p\-^ 
K(<p\ß)       W)        \l-ßco9<p') 

Nun  kann  aber  durch  Anbringung  des  mitbewegten  Spiegels 
der  nur  von  der  Temperatur  abhängige  Strahlungszustand  in 
dem  bewegten  Hohlräume  nicht  geändert  werden.  Es  ist  also 
die  spezifische  Strahlungsintensität  £^(9? ',  ß)  gleich  derjenigen,  die 
auch  ohne  Anbringung  des  Spiegels  im  Hohlräume  in  Richtungen, 
welche  mit  seiner  Bewegungsrichtung  den  Winkel  9 '  einschließen, 

anzutreffen  wäre.   Wird  (p'  gleich  —  gesetzt,  so  ergibt  sich: 
(231)  Kicp,ß)  =  E{^,ß)-{l-ßcoscp)-'; 

damit  ist  die  Abhängigkeit  der  spezifischen  Strahlungsintensität 
von  der  Strahlrichtung  ermittelt. 

Dem  stationären  Strahlungszustand  wird  im  Inneren  des  be- 
wegten Hohlraumes  eine  bestimmte  Dichte  der  Energie  und 
der   Bewegungsgröße    entsprechen.    Man    berechnet    dieselben 

1)  K.  V.  Mosengeil,  Ann.  d.  Phys.  22  (1907)  S.  867. 
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durch  Summation  der  Beiträge  der  aus  allen  den  Richtungen 
kommenden,  inkohärenten   Strahlen.    Zur  Energiedichte  liefert 

die  Strahlung  S  den  Beitrag  — ;  es  wird  daher  die  Dichte  der 

elektromagnetischen  Energie: 

7t 

(231  a)  w=^^  fd(p  sin  <p K (g>,  ß). 

0 

Zur  Dichte  des  Impulses  liefert  der  Strahl  S  den  Beitrag 
-Y,  welcher  der  Strahlrichtung  parallel  ist  und  somit  den  Win- 
kel (p  mit  der  Bewegungsrichtung  des  Hohlraumes  hildet.  Die 
resultierende  Dichte  der  elektromagnetischen  Bewe- 
gungsgröße, die  aus  Symmetriegründen  der  Bewegungsrich- 
tung parallel  ist,  wird  somit 

n 

(231b)  löl  =^J(^9)sin9Cos^^(qp,/3). 

0 

Einem  gegebenen  Rauminhalt  des  bewegten  Hohlraumes  entspre- 
chen demnach  bestimmte  Beträge  der  Energie  und  des  Impulses 
der  ihn  erfüllenden  Strahlung;  da  dieselben  bei  gleichförmiger 
Bewegung  konstant  sind,  so  folgt:  Zur  Aufrechterhaltung 
einer  gleichförmigen  Bewegung  des  Hohlraumes  be- 
darf es  keiner  äußeren  Kraft. 

Denken  wir  uns  einen  Hohlraum  von  zylindrischer  Gestalt 
der  Achse  parallel  bewegt,  so  werden  auf  die  zur  Bewegungs- 
richtung senkrechten  Grundflächen  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte 
wirken,  d.  h.  der  Strahlungsdruck  wird  für  beide  Grundflächen 
derselbe  sein.  Wir  können  ihn  berechnen,  indem  wir  ein  Stück 
einer  der  Grundflächen  mit  einem  Spiegelchen  belegt  denken 
—  hierdurch  wird  ja  der  Strahlungszustand  nicht  geändert  — , 
und  indem  wir  eine  von  F.  Hasenöhrl  herrührende  Betrachtung 
anstellen,  welche  der  in  §  42  bei  der  Aufstellung  der  Gl.  (215  a) 
angewandten  entspricht.  Die  Arbeitsleistung  am  bewegten 
Spiegel  gegen  den  Strahlungsdruck  p  ist  dem  Überschuß  der 
entsandten  über  die  aufgefangene  Energie  gleich.    Einfallende 
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und  reflektierte  Strahlen  zusammen  erfüllen  einen  Kegel,  in 
welchem  cp  alle  zwischen  0  und  jt  liegenden  Werte  durchläuft; 
für  jeden  Wert  von  cp  ist  die  Energiedichte  der  Strahlung  zu 
multiplizieren  mit  der  zum  Spiegel  senkrechten  Komponente 
der  Relativgeschwindigkeit  c  —  tu,  d.  h.  mit  c(cos  (p  —  ß)]  je 
nachdem  dieselbe  positiv  oder  negativ  ist,  hat  man  es  mit 
einem  reflektierten  oder  mit  einem  einfallenden  Strahle  zu  tun. 
Es  wird  daher: 

(231  c)  pß==  —  f  d(psm(p (cos (p  —  ß) K((p, ß). 

0 

Hieraus  und  aus  (231a,  b)  folgt 
(232)  P-Hl^-to. 

Damit  ist  auch  der  Strahlungsdruck  auf  die  zur  Bewegungs-   ^ 
richtung    senkrechten    Wände    des    bewegten    Hohlraumes    be- 
stimmt. 

Die  Einführung  des  in  (231)  erhaltenen  Wertes  von  K{(pj  ß) 
in  (231a,  b)  ergibt:  ^ 

2  TT  7^  /  jr       \    /      dcp  sin  cp 

0 

27C-j^/7C      „\    r  d  q)  Bin  (p  COS  Cp 


^^{~,ß)f- 


'«"         c*        \2  '  ^/J    (1  — ^  cosgj)* 

0 

Die  Integrale  lassen  sich  ausrechnen;  man  erhält 
(232a)  --'-^^{hß)-^%' 

(232b)  l9|  =  ^jr(|-,^).^, 

und  nach  (232): 

(232c)  ^  =  -z(|,^).^^^-^-^. 

Im  Falle  der  Ruhe  wird  die  Energie  eines  Hohlraumes 
vom  Volumen  V 

(233)  w,^w,r^*^K,r. 
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Der  Druck  wird  in  diesem  Falle  gleich  dem  dritten  Teile 

der  Energiedichte: 

(233a)  p,  =  \w,  =  y^  K,. 

Die  elektromagnetische  Bewegungsgröße  ist  gleich  Null,  wenn 
der  Hohlraum  ruht;  bewegt  er  sich  langsam,  so  folgt  aus  (232), 
unter  Beschränkung  auf  die  zu  ß  proportionalen  Glieder,  für 
die  Bewegungsgröße: 

(2:53  b)      (?„  =  I  9„  I  r  -  ?  K  +  Po)V-  37.  ^«  I  tt  :• 

Denkt  man  sich  nun  eine  quasistationäre  Bewegung 
des  Hohlraumes,  d.  h.  eine  solche,  bei  der  die  Strahlungs- 
verteilung jeweils  der  Geschwindigkeit  entspricht,  so  wird  eine 
Zunahme  dei-  Geschwindigkeit  einen  Zuwachs  an  Bewegungs- 
größe erfordern  und  damit  eine  der  Beschleunigung  propor- 
tionale äußere  Kraft.  Es  wird  also  der  strahlungserfüllte  Hohl- 
raum ähnlich  wie  das  Elektron  eine  elektromagnetische 
Masse  besitzen.  Bei  langsamer  Bewegung,  wo  die  Unter 
Scheidung  der  longitudinalen  und  der  transversalen  Masse  nicht 
notwendig  ist,  folgt  aus  (233  b)  als  Wert  der  Masse  ^) 

(233c)  m,  =  ^  =  ^-,  W„. 

Es  ist  das  Verhältnis  der  elektromagnetischen 
Masse  des  Hohlraumes  zu  seiner  Energie  im  Falle  der 
Ruhe  genau  das  gleiche  wie  für  das  Elektron. 

Die  Existenz  einer  trägen  Masse  der  Hohlraumstrahlung 
ist  zuerst  von  F.  HasenöhrP)  behauptet  worden.  Ihr  Wert 
st  im  Verhältnis  zur  materiellen  Masse  der  Wände  so  gering, 
daß  ein  experimenteller  Nachweis  schwierig  erscheint.    Es  ist 

1)  Hier  ist  die  Bewegungsgröße  des  mechanischen  Euergiestromes 
unberücksichtigt  geblieben,  welcher  in  der  Wand  des  bewegten  Hohl- 
raumes, infolge  der  daselbst  herrschenden  Spannungen,  fließt.  Wird  sie 
in  Betracht  gezogen,  so  muß  (vgl.  §  23)  die  Masse  des  Hohlraumes  gleich 
Beiner  Energie  geteilt  durch  c'  werden,  gemäß  dem  Satze  von  der  Träg- 
heit der  Energie. 

2)  F.  Hasenöhrl,  Ann.  d.  Phys.  16  (1904)  S.  344.  16  (1906)  S.  689. 
Wien.  Her.  116  (1907)  S.  1391. 

Abraham.  Theorie  der  Elektrizit&t.   II.   4.  Aafl.  23 
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jedoch  das  Problem,  die  strenge  Abhängigkeit  der  Masse  von 
der  Geschwindigkeit  für  den  bewegten  Hohlraum  zu  ermitteln, 
von  großem  theoretischem  Interesse.  Die  Methoden  der  Thermo- 
dynamik gestatten  es,  wie  M.  Planck^)  gezeigt  hat,  dieses  Pro- 
blem auf  Grund  der  obigen  Resultate  zu  lösen;  sie  bestimmen 
wenigstens  für  quasistationäre  Vorgänge  die  mechanischen  und 
thermischen  Eigenschaften  des  Hohlraumes. 

Nach  dem  ersten  Hauptsatz  der  Thermodynamik  ist  der 
Energiezuwachs  des  Hohlraumes  gleich  der  Summe  aus  der  von 
äußeren  Kräften  geleisteten  Arbeit  Ä  und  der  zugeführten 
Wärme   Q: 

(234)  dW=^A+Q. 

Die  äußere  Arbeit  setzt  sich  zusammen  aus  der  Beschleunigungs- 
arbeit und  der  Kompressionsarbeit.  Erfolgt  die  Beschleunigung 
quasistationär,  d.  h.  so  allmählich,  daß  die  Strahlung  Zeit  hat, 
den  der  entsprechenden  Geschwindigkeit  entsprechenden  Gleich- 
gewichtszustand anzunehmen,  so  ist  die  bei  der  Beschleunigung 
zu  leistende  Arbeit  gleich  dem  Produkt  aus  der  Geschwindig- 
keit und  dem  Zuwachs  der  Bewegungsgröße.  Andererseits  ist 
die  Kompressionsarbeit,  wenn  das  Volumen  des  zylindrischen 
Hohlraumes  durch  langsame  Verschiebung  einer  der  beiden  zur 
Bewegungsrichtung  senkrechten  Grundflächen  gegen  den  Druck 
p  ven-ingert  wird,  gleich  dem  Produkt  aus  Druck  und  Volum- 
abnahme. Die  gesamte  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  wird  somit: 
(234a)  Ä  =  ßcda-pdV. 

Nach  dem  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik  ist  weiter 
die  zugeführte  Wärme  gleich  dem  Produkt  aus  der  Temperatur  0- 
und  der  Zunahme  der  Entropie  S  des  Hohlraumes: 
(234b)  Q  ==  ^dS. 

Es  wird  somit  der  Zuwachs  der  elektromagnetischen  Energie 
der  den  Hohlraum  erfüllenden  Strahlung  bei  einer  quasistatio- 
nären Zustandsänderung: 

(235)  dW=ßcdG-pdV+d'dS. 

1)  M.  Planck,   Berl.  Sitzber.  (1907)  S.  542. 
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Man    erreicht   für    die  Dynamik    des  Hohlraumes  ähnliche 
Vorteile  wie  für  die  Dynamik  des  Elektrons  durch  Einführung 
der  Lagrangeschen  Funktion,  wenn  man  sich  des  sogenannten 
, kinetischen  Potentiales"  bedient: 

(236)  H^^S  +  ßcG-W. 

Der  Zuwachs  des  kinetischen  Potentiales  bei  einer  beliebigen 
quasistationären  Zustandsänderung  des  Hohlraumes,  bei  der  die 
drei  unabhängigen  Variabein,  nämlich  die  Temperatur  -ö",  die 
Geschwindigkeit  cß  und  das  Volumen  V,  gewisse  Änderungen 
erfahren,  wird,  mit  Rücksicht  auf  (235): 

(236a)  dH==Sdd'+  Gcdß+pdV. 

Man  erhält,  durch  Ableitung  des  kinetischen  Potentiales  nach 
den    Unabhängigen   -Ö",    ß   und    F,    Entropie,    Bewegungsgröße 
und  Druck: 
(236b)         S  =  |f,        (?  =  i|f,       ^  =  |f. 

Wie  Bewegungsgröße,  Energie  und  Entropie,  so  wird,  gemäß 
(236),  auch  das  kinetische  Potential  dem  Volumen  des  Hohl- 
raumes   proportional  sein;   mithin  wird  der  Ansatz  zutreffen: 

mi)  H  =  V'h(^,ß). 

»Aus  (236)  und  (236b)  folgt 
(237a)  },^^f^^ßc\%\-w, 

(237b)  ^l9l  =  8^    P-^- 

Zieht  man  noch  die  aus  den  Mosengeilschen  Gleichungen 
(232a,  b,  c)  folgenden  Beziehungen  heran: 


(237  c)  c\%\  =  w 

(237  d)  p^w 


3  +  ß»' 
3  +  ^»' 


80  kann  man  die  Funktion  h  in  ihrer  Abhängigkeit  von  -O*  und  ß 
bestimmen. 

28* 
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Was  zunächst  die  Abhängigkeit  von  ß  anbelangt,    so   er- 
gibt sieb  aus  (237  b,  c,  d): 

Diese  partielle  Differentialgleicbung  wird  integriert  durch 

@ 

(238)  ^  h=^  {i-ßy^ 

wo  @  eine  zunächst  noch  willkürliche  Funktion  der  Temperatur 
O"  ist.  Aus  (237b)  erhält  man: 

(238  a)  P=       "" 


(238b)  löl  =  |-(r^s, 


{i-ßr' 

und  aus  (237  c)  oder  (237  d): 

(238c)  ^  =  ®-(^^^ 

Aus  (237  a)  folgt  demnach  die  zur  Bestimmung  der  Tempe- j 
raturfunktion  @  (ß")  dienende  Gleichung 

-ö*  ^  =  4  0.        Die  Integration  ergibt  i 

(238  d)  e  =  l^\  I 

wobei  a  eine  Integrationskonstante  darstellt.  | 

Auf  Grund  von  (237)  und  (238)  ergibt  sich  jetzt  der  Aus-'«! 
druck  des  kinetischen  Potentiales: 

hieraus    leiten    sich  die  Werte   der  Bewegungsgröße,    Energie 
und  Entropie  des  bewegten  Hohlraumes  und  des  auf  die  Grund-  ^ 
flächen  des  Zylinders  wirkenden  Druckes  ab:  i 

(239  a) 


(239  b) 
(239  c) 
(239  d) 


G^  = 

*^f^*F       ^ 

Sc  ^    '    (1  — n" 

W 

-3^  ^ii-ßy 

S 

4a     ^»F 

-  3  {i-ßr^ 

n 

a       »* 

I 


3(1-^«)« 
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Die  zwischen  diesen  Größen  bestehende  Beziehung 
(239e)  G^  =  ^(TF  +  pF) 

hätte  auch  unmittelbar  aus  (232)  abgeleitet  werden  können. 

Für  den  Fall  der  Ruhe  ist  die  elektromagnetische  Energie 
der  Hohlraumstrahlung 
(239f)  TFo  =  a&'V- 

hieraus  ergibt  sich  die  physikalische  Bedeutung  der  Konstanten 
a;  dieselbe  ist  eng  mit  der  Konstanten  des  Stefan-Boltzmann- 
schen  Gesetzes  (§  43)  verknüpft. 

Die  Theorie  der  elektromagnetischen  Strahlung  ist,  wie  wir 
sehen,  in  der  Lage,  alle  für  die  Dynamik  und  Thermodynamik 
des  bewegten  Hohlraumes  in  Betracht  kommenden  Größen  zu 
berechnen.  Insbesondere  interessiert  die  elektromagnetische  Masse 
der  Hohlraumstrahlung;  die  transversale  Masse  ist: 

/CiAfW  ^  ^«         ^'^  1    /TJ7    I  jr\ 

(240)  ^r  =  -eß  =  37«  (TT^  =  e«  C^  +  i^^ 

Die  bei  longitudinaler  Beschleunigung  in  Rechnung  zu  setzende 
Masse  ist  erst  dann  völlig  bestimmt,  wenn  man  angibt,  in 
welcher  Weise  die  Zustandsänderung  erfolgen  soll.  Werden 
Temperatur  ^  und  Volumen  V  konstant  gehalten,  so  wird  die 
isotherm-isochore  Masse": 


m 


Wird  indessen,  außer  dem  Volumen,  die  Entropie  konstant 
gehalten,  so  berechnet  sich  aus  (239  c)  die  Temperatur  und 
dann  aus  (239a)  die  Bewegungsgröße: 


«=e(^ 


dS'\\        ß 


(l-^«)8 


Es  drückt  sich  somit  die  transversale  Masse  durch  S  und  V 
folgendermaßen  aus: 

(240b)  .^  =  -==-,(^^^__, 


m 


f 
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während  der  Wert  der  „longitudinalen,  adiabatisch-iso- 
choren  Masse"  wird: 

(»•)        HII)„-MS)'^f- 

Die  Abhängigkeit  von  der  Geschwindigkeit  ist  hier  genau  die 
gleiche  wie  bei  der  transversalen  und  der  longitudinalen  Masse 
des  Buchererschen  Elektrons  (§  22). 

Werden  drittens  Entropie  und  Druck  konstant  gehalten, 
so  sind  Temperatur  und  Volumen  aus  (239  c,  d)  zu  berechnen, 
und  es  ergibt  sich  für  die  Bewegungsgröße  der  Ausdruck: 


m' 


i.i-ß')i  Sf 


(240d)  ^,=  «      1(^)^(1 -^r- 


Durch  S  und  p  drückt  sich  folglich  die  transversale  Masse  so  aus  < 

während  als  Wert  der  „longitudinalen,  adiabatisch-iso- 1 
baren  Masse"  sich  ergibt: 

Die  in  (240  d,  e)  erhaltene  Abhängigkeit  von  der  Geschwindig-    J 
keit  ist  dieselbe  wie  bei  dem  Lorentzschen  Elektron  (§  22). 


Viertes  Kapitel. 

Relativitätstheorie. 

§  45.  Der  Lichtweg  in  einem  gleichförmig  bewegten  System. 

Wir  hatten  in  §  41  die  Aberration  des  Fixsternlichtes  er- 
klärt, indem  wir  zeigten,  daß  nach  der  Lorentzschen  Theorie 
die  Richtung  des  von  einem  mit  der  Geschwindigkeit  tu  be- 
wegten Beobachter  wahrgenommenen  relativen  Strahles  durch 
den  Vektor  bestimmt  ist  (Gl.  209): 

C'  =  C  -  Öl, 


i 
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d.  h.  durch  den  Vektor  der  Relativgeschwindigkeit  von  Licht 
und  Beobachter.  Unter  to  war  dabei  die  Geschwindigkeit  der 
Erde  zu  verstehen.  Berücksichtigt  man  nur  die  ümlaufsbewe- 
gung  um  die  Sonne,  indem  man  eine  gemeinsame  Bewegung 
des  gesamten  Sonnensystemes  zunächst  außer  Acht  läßt,  so  ist 
I  tu  I  nahezu  konstant;   es  ist 

ß  =  1»  I  =  10-4. 
c 

Welchen  Einfluß  hat  nun  die  Erdbewegung  auf  dasjenige 
Licht,  welches  von  irdischen  Lichtquellen  entsandt  wird?  Läßt 
sich  nicht  durch  Beobachtung  dieses  Lichtes,  also  durch  optische 
Versuche  im  Laboratorium,  die  Be- 
wegung der  Erde  feststellen?  Diese 
Frage  führt  uns  dazu,  die  Licht- 
fortpflanzung in  einem  gleichförmig 
bewegten    Systeme    zu    behandeln. 

^.  -^  .  Abb.  11. 

Wir  denken  uns  zur  Zeit  t  =  0 
vom  Punkte  0  aus  (Abb.  11)  ein  Lichtsignal  entsandt.  Zur  Zeit  t 
mag  es  im  Aufpunkte  P  eintreffen.  Die  absolute  Strahlrichtung 
wird  durch  den  von  0  nach  P  gezogenen  Fahrstrahl  r  angezeigt. 
In  der  Zeit  t  hat  die  Lichtquelle  sich,  mit  der  Geschwindigkeit  tp, 
von  0  nach  0'  bewegt.  Der  von  0'  nach  P  gezogene  Fahrstrahl 
241)  gi  =  r-m^ 

hat  die  Komponenten 
41a)  X==x--ßl,     Y=y,Z^z, 

enn  unter  x^  y^  z  die  Komponenten  von  r,  unter 
(241b)  l==\x\  =  ct 


der    im    absoluten    Strahlengang    zurückgelegte   Lichtweg   ver- 
standen wird  Da  / 

r  =  c 


c 


so  kann  (241)  auch  geschrieben  werden: 
(241c)  «  =  (c-tt)-^=.t'^ 

Es  wird  demnach  die  Richtung  des  relativen  Strahles  durch 
den  von  der  gleichzeitigen  Lage  der  Lichtquelle  aus  gezogenen 
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Fahrstrahl  angezeigt,  d.h.  in  einem  gleichförmig  bewegten 
Systeme  sieht  man  die  Lichtquelle  dort,  wo  sie  sich  ge- 
rade befindet.  Die  gemeinsame  Bewegung  von  Lichtquelle 
und  Beobachter  ist  demnach  durch  Beobachtung  der  Strahl- 
richtung durchaus  nicht  festzustellen. 

Dagegen  sollte  man  vermuten,  daß  die  Erdbewegung  sich 
durch  Messung  des  Lichtweges  feststellen  ließe.  Denn  die 
durch  P  gehende  Fläche  konstanten  absoluten  Lichtweges  ist  eine 
Kugel  um  0;  der  Punkt  0'  jedoch,  von  welchem  die  relativen 
Strahlen  ausgehen,  liegt  exzentrisch  zu  dieser  Kugel.  Somit 
würden  sich  einer  gegebenen  Länge  l  des  absoluten  Lichtweges 
verschiedene  Längen  U  des  relativen  Lichtweges  O'F  zuordnen, 
je  nach  der  Richtung  des  Fahrstrahles  OP.  Es  fragt  sich,  ob  auf 
Grund  dieses  Umstandes  durch  Interferenzmessungen  ein  Einfluß 
der  Erdbewegung  festzustellen  sein  könnte.  Die  Untersuchung 
dieser  Frage  wird  durch  die  folgenden  geometrischen  Betrach- 
tungen vorbereitet. 

Aus  dem  Dreieck  OO'P  (Abb.  11),  mit  den  Seitenlängen 
ßl,  R,  l  folgt:       12  _  ßip  ^E'  +  2ßlB  cos  t', 

somit  bestimmt  sich,  bei  gegebenem  relativem  Lichtweg  i?,  der 
absolute  Lichtweg  l  aus  der  Gleichung  zweiten  Grades 
ZV  -  2ßlR  cos^  =  R%         K  =  1/1  -  ß\ 
Für  das  stets  positive  l  erhält  man 

^l  =  fi^°i^  +  y^+t^^,  oder 

(242)  w  =  ^  +  ]/^'  +  P  +  Z». 

Wir  ordnen  jetzt  dem  Fahrstrahl  9i  {0' P)  mit   den  Kom- 
ponenten X,  Y,  Z  einen  Fahrstrahl  r'  (O'P')  zu,  mit  den  Kom- 
ponenten 
(242a)  x'=^,    y'=Y,    z  ^  Z. 

Während  die  ursprünglichen  Koordinaten  x^  i/,  z  von  P  sich 
auf  ein  im  Räume  festes  Achsensystem  bezogen,  waren  die  in 
(241a)   eingeführten  Koordinaten    X,    F,  Z  der  Punkte  P  in 
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einem  mitbewegten  Bezugssystem  gemessen  zu  denken.  Die  nun- 
mehr durch  (242a)  eingeführten  Koordinaten  x'y  y'  z  sind  die- 
jenigen der  Punkte  P'  eines  materiellen  Systemes,  welches  aus 
dem  gegebenen  Systeme  durch  eine  Streckung  parallel  der  Be- 
wegungsrichtung im  Verhältnis 

1  :z=  X'.yv^ 

hervorgeht.  Es  ordnet  sich  somit  einem  Heaviside- 
Ellipsoide  des  ursprünglichen  Systemes  H  im  ge- 
streckten Systeme  27'  eine  Kugel  zu: 


(242b)        |/^  +  r^  +  Z^  =  ^x^  H-  2/'2  -f-72  _  i' 

Jetzt  wird  Gl.  (242)  zu: 
(243)  *        x?  =  r-f-'/3:r'; 

dabei  ist  V  der  relative  Lichtweg  in  dem  Systeme  H' .  Die 
absoluten  Koordinaten  eines  Punktes  in  H  und  die  relativen 
Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  in  Z>'  stehen,  gemäß 
(241a),  (242  a),  in  dem  Zusammenhange 

(243a)  xx' =  X  —  ßl,    y' =  y,    z' =  z. 

Aus  (243)  und  (243a)  folgt  umgekehrt: 

(243  b)  .     xr=?-/3a:, 

(243c)  'üx  =  x  -{■  ßl\    y  =  y\    z  =  z\ 

Wir  sind  jetzt  imstande  die  Frage  zu  erörtern,  ob  ein  mit 
der  Erde  bewegter  Beobachter  durch  Messung  des  Lichtweges 
die  Erdbewegung  festzustellen  vermag.  Dabei  kommen  für  Inter- 
ferenzmessungen im  bewegten  Systeme  nur  geschlossene  relative 
Lichtwege  in  Betracht. 

Wir  denken  uns  Licht,  im  relativen  Strahlengang,  von  0' 
nach  P  gesandt,  von  dort  reflektiert  und  nach  0'  zurückkehrend. 
Der  zum  Fahrstrahl  %  gehörige  absolute  Lichtweg  l^  ist,  nach 

^^^''^''  i,^i:x-'-\-ßx'x-\ 

wobei  x'  und  V^  durch  (242a,  b)  den  Komponenten  des  Fahr- 
strahles 91  sich  zuordnen.   Wird  nun  im  relativen  Strahlengang 
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der  umgekehrte  Weg,  längs  des  Fahrstrahles  PO'  oder  —  % 
zurücklegt,  so  entspricht  ihm  der  absolute  Lichtweg 

Die   Summe   der  beiden  absoluten  Lichtwege  ist  demnach 
(244)  l,  +  l,^(l\+Qx-K 

Wir  denken  uns  um  0'  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  vom 
Radius  R  geschlagen.  Für  alle  die  Punkte  P  dieser  Kugel 
wäre,  im  Falle  der  Ruhe,  der  Lichtweg  O'FO'  der  gleiche. 
Anders  im  Falle  der  Bewegung;  in  diesem  Falle  bestimmt  sich, 
wie  (244)  besagt,  der  zu  O'FO'  gehörige  absolute  Lichtweg 
nicht  durch  den  im  Systeme  Z  gemessenen  Abstand  0' F,  son- jl 
dern  durch  den  im  gestreckten  Systeme  ZI'  gemessenen  Abstand  > 
l  =  O'P'.  Dieser  aber  ist,  wie  in  (242  b)  gefunden  wurde,  nicht 
auf  Kugeln,  sondern  auf  Heaviside-EUipsoiden  des  Systemes  Z 
konstant.  So  kommt  es,  daß  den  gleichen  relativen  Lichtwegen 
O'PO'  des  Systemes  Z,  je  nach  der  Richtung  von  O'P^  ver- 
schiedene absolute  Lichtwege  entsprechen. 

Ist  O'P  parallel  der  Bewegungsrichtung,  so  wird,  nach  (242a) 
l',-\-l',=x,  +  x',  =  {X,  +  X,)x-\ 

Ist  dagegen  O'P  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung,  etwa 
parallel  der  ^/-Achse,  so  hat  man 

K  +  K-  y[  +  y',  =  ^i  +  y,. 

Demnach  sind,  gemäß  (244),  die  zugehörigen  absoluten  Licht- 
wege L^  und  X, 

(244a)  i,=  (X.  +  X,)x-^ 

(244  b)  L,=  (Y,  +  Y,)x-K 

Bei  gleichem  relativem  Lichtwege  wäre  hiernach  der  abso- 
lute Lichtweg  L  im  ersten  Falle  im  Verhältnis  1  :  x  größer  ; 
als   im   zweiten  FaUe.    Der  Unterschied   der  beiden  Lichtwege 
beträgt 

(244c)  A  L  =  Z  { (1  -  ß^y  2  -  1 }  =  \ß^L, 

wenn  Größen  vierter  und  höherer  Ordnung  in  ß  gestrichen  werden. 

Auf  die  Entdeckung    dieser  zuerst   von  Maxwell    aus    der 

Annahme    rahenden    Äthers    abgeleiteten    Differenz    der  Licht- 


K 
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wege,  welche  zwei  parallel  bzw.  senkrecht  zur  Erdbewegung 
gerichteten  relativen  Strahlen  entsprechen,  zielte  der  Versuch 
von  A.  Michelson^)  hin.  Es  wurden  zwei  Lichtstrahlen  zur 
Interferenz  gebracht,  welche,  von  derselben  Lichtquelle  aus- 
gehend, längs  zweier  zueinander  senkrechter  Arme  sich  fortge- 
pflanzt hatten  und  dort  durch  Spiegel  zurückgesandt  waren. 
Indem  jedes  Lichtbündel  mehrmals  hin  und  her  reflektiert  wurde, 
konnte  die  Länge  L  des  Lichtweges  auf  22  Meter  gebracht 
werden.  Es  wurde  nun  zuerst  der  eine  Arm  in  Richtung  der 
Erdbewegung  gestellt  und  dann  durch  Drehung  des  Apparates 
um  einen  rechten  Winkel  der  andere  Arm  in  diese  Lage  gebracht. 
Dabei  wäre  eine  Verschiebung  der  Interferenzstreifen  zu  er- 
warten gewesen.  In  Bruchteilen  der  Wellenlänge  des  verwandten 
Natriumlichtes  gemessen,  beträgt  die  für  die  Verschiebung  maß- 
gebende doppelte  Differenz  der  beiden  Lichtwege. 

f^ÄÄA\  2A2>       ß'L       10-»   22.10«       ^Q- 

(244d)  -^  =  L  =     ^,.^,.,     =  0,3^ 

Die  erhaltenen  Verschiebungen  der  Interferenzstreifen  aber 
waren  kleiner  als  0,02  des  Streifenabstandes. 

Das  negative  Ergebnis  des  Michelsonschen  Interferenzver- 
suches spricht  gegen  die  Vorstellungen  über  die  Lichtfortpflan- 
zung im  leeren  Räume,  die  den  Ausgangspunkt  unserer  Betrach- 
tungen bildeten,  falls  die  bei  der  Ableitung  von  (244  a,  b) 
stillschweigend  gemachte  Voraussetzung  zutrifft,  daß  die  Ab- 
messungen der  festen  Körper  auf  der  bewegten  Erde  die  gleichen 
sind,  die  sie  auf  der  ruhenden  Erde  wären.  Läßt  man  die  Mög- 
lichkeit einer  Längenänderung  infolge  der  Erdbewegung  zu,  so 
sind  die  Betrachtungen  entsprechend  abzuändern.  In  der  Tat 
haben  Fitzgerald  und  H.  A.  Lorentz  das  negative  Ergebnis  des 
Michelsonschen  Versuches  erklärt,  indem  sie  zur  Hypothese 
der  Kontraktion  der  Materie  infolge  der  Erdbewegung 
ihre  Zuflucht  nahmen:  Es  sollen  die  Körper  infolge  der 
Erdbewegung  eine  Kontraktion  im  Verhältnis  k  parallel 
d  er  Bewegungsrichtung  er  fahren,  derart,  daß  die  Punkte, 

1)  A.  Michelaon.  Americ.  Journal  22.  S.  120  (1881).  34  (1887)  S.  333. 
E.  W.  Morley  u.  D.  C.  Miller,  Phil.  Mag.  8  (1U04)  S.  753;  9  (1906)  S.  680. 
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die  auf  der  ruhenden  Erde  auf  einer  Kugel  liegen 
würden,  auf  der  bewegten  Erde  auf  einem  Heaviside- 
Ellipsoid  liegen. 

Daß  durch  diese  Hypothese  das  negative  Ergebnis  des 
Micheisonschen  Versuches  ohne  weiteres  erklärt  wird,  folgt  aus 
den  oben  abgeleiteten  Beziehungen.  Denn  nach  der  Kontraktions- 
hypothese liegen  die  Punkte  P,  die  im  Falle  der  Ruhe  auf  einer 
Kugel  um  0'  lagen,  im  Falle  der  Bewegung  auf  einem  Heaviside- 
EUipsoide  des  Systemes  2J.  Den  Punkten  P  dieses  Heaviside- 
Ellipsoides  entsprechen  nun,  nach  (242  b),  im  System  2?'  wieder- 
um die  Punkte  P'  einer  Kugel  um  0\  Folglich  sind  jetzt  die 
in  2J'  gemessenen  Lichtwege  li  -{-  l^  die  gleichen,  welches  auch 
die  Richtung  des  Fahrstrahles  O'F  sein  mag;  dann  besagt  (244), 
daß  auch  die  entsprechenden  absoluten  Lichtwege  die  gleichen 
sind.  Es  ist,  kurz  gesagt,  der  Ort  der  Punkte  P,  für  welche 
der  absolute  Lichtweg,  der  sich  dem  relativen  Licht- 
weg O'FO'  zuordnet,  die  gleiche  Länge  hat,  im  Falle 
der  Ruhe  eine  Kugel,  im  Falle  der  Bewegung  ein  Hea- 
viside-Ellipsoid.  Geht  nun  die  Kugel,  wenn  das  System  in 
Bewegung  gesetzt  wird,  von  selbst  in  das  entsprechende  Heavi- 
side-Ellipsoid  über,  so  wird  die  Interfereozer scheinung  in  beiden 
Fällen  genau  die  gleiche  sein. 

Nach  der  Fitzgerald-Lorentzschen  Hypothese  ist  demnach 
ein  positives  Ergebnis  des  Interferenzversuches  ausgeschlossen, 
nicht  nur,  was  Größen  zweiter  Ordnung,  sondern  auch,  was 
Größen  beliebiger  Ordnung  anbelangt.  Der  Arm,  welcher  beim 
Micheisonschen  Versuch  der  Richtung  der  Erdbewegung  parallel 
steht,  verkürzt  sich  im  Verhältnis  yc,  und  die  hierdurch  bedingte 
Veränderung  des  Lichtwegs  hebt  gerade  die  infolge  der  Bewegung 
der  Erde  stattfindende  auf,  so  daß  keine  Verschiebung  der  Inter- 
ferenzstreifen zu  erwarten  ist. 

Man  könnte  nun  einwenden,  daß  die  Formänderungen  fester 
Körper,  wenn  sie  auch  sehr  klein  sind,  der  Messung  zugänglich 
sein  müßten.  Das  wäre  aber  nur  dann  möglich,  wenn  man  die 
Abmessungen  der  Körper  durch  „absolut  ruhende'^  Maßstäbe 
messen  könnte.   Wir  sind  aber  auf  solche  Maßstäbe  angewiesen. 
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die  sich  mit  der  Erde  bewegen;  diese  erfahren  nach  der  Kon- 
traktionshypothese bei  der  Bewegung  der  Erde  dieselbe  Längen- 
änderung wie  die  zu  messenden  Körper;  eine  Kugel  des  irdischen 
Maßstabes  ist  der  Kontraktionshypothese  zufolge  ein  Heaviside- 
Ellipsoid  des  „absolut  ruhenden"  Maßstabes.  Mit  irdischen  Maß- 
stäben kann  man  diese  Behauptung  weder  bestätigen  noch  wider- 
legen. Auch  wenn  man  zur  Längenmessung  optische  Methoden 
Terwendet,  ist  es  selbstverständlich  unmöglich,  die  behauptete 
Kontraktion  der  Materie  festzustellen.  Man  würde  dann  die 
^  Länge  eines  bewegten  Stabes  durch  den  Lichtweg  messen, 
während  beim  Michelsonschen  Versuch  der  Lichtweg  durch  die 
Länge  eines  bewegten  Stabes  gemessen  wird.  Der  Einfluß  der 
Erdbewegung  auf  Lichtweg  einerseits  und  Länge  des  Stabes 
andererseits  kompensiert  sich  aber  gerade  so,  daß  sie  auf  der 
bewegten  Erde  gleich  erscheinen,  wenn  sie  auf  der  ruhenden 
gleich  sind;  eine  optische  oder  elektrische  Messung  kann  also 
niemals  die  behauptete  Formänderung  der  Körper  auf  der  be- 
wegten Erde  feststellen. 

Die  zur  Erklärung  des  Michelsonschen  Versuches  eingeführte 
Kontraktionshypothese  erscheint  zunächst  bedenklich.  H.  A.  Lo- 
rentz^)  hat  indessen  versucht,  sie  annehmbar  zu  machen,  indem 
er  von  der  Vorstellung  ausging,  daß  die  Molekularkräfte,  welche 
die  Form  fester  Körper  bestimmen,  elektrischer  Natur  sind.  An 
jedem  Moleküle  des  ruhenden  Körpers  halten  sich,  dieser  Vor- 
stellung zufolge,  die  von  den  übrigen  Molekülen  herrührenden 
elektrostatischen  Kräfte  das  Gleichgewicht.  Wird  nun  der  Körper 
in  eine  gleichförmige  Translationsbewegung  versetzt,  so  werden 
die  Molekularkräfte  abgeändert,  indem  zu  dem  elektrischen 
Felde  ein  magnetisches  tritt.  Wie  in  §  18  dargelegt  wurde,  ent- 
spricht dem  Gleichgewichte  der  elektrostatischen  Kräfte  im 
ruhenden  Systeme  ein  Gleichgewicht  der  elektromagnetischen 
Kräfte  in  einem  bewegten  Systeme,  welches  aus  jenem  durch 
eine  Kontraktion  im  Verhältnis  x  parallel  der  Bewegungsrichtung 
hervorgeht.  In  dem  bewegten  kontrahierten  Systeme  würde  also 

1)  H.  A.  Lorentz,  Versuche  und  Theorie  d.  elektrischen  u.  optischen 
Erscheinungen  in  bewegten  Körpern,  §  89—92.    Leiden  (1895). 
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an  jedem  Moleküle  Gleichgewicht  der  Molekularkräfte  bestehen, 
wenn  es  in  dem  ruhenden  Systeme  bestand.  Es  erscheint  die 
Annahme  nicht  ungerechtfertigt,  daß  das  System  der  Moleküle, 
in  Bewegung  gesetzt,  von  selbst  die  neuen  Gleichgewichtslagen 
annimmt;  dann  erfährt  der  Körper  gerade  die  Lorentzsche  Kon- 
traktion. 

Betrachtet  man  die  Molekularkräfte  in  ruhenden  Körpern 
als  elektrostatische  Kräfte,  und  läßt  zunächst  die  Wirkungen 
der  regellosen  Molekularbewegungen  außer  acht,  so  wird  es  hier- 
nach wahrscheinlich,  daß  ein  fester  Körper,  in  Bewegung  ge- 
setzt, sich  der  Bewegungsrichtung  parallel  im  Verhältnis  jc  kon- 
trahiert. Allerdings  dürfen  wir  uns  nicht  verhehlen,  daß  wir 
noch  weit  davon  entfernt  sind,  die  Molekularkräfte  in  ruhenden 
Körpern  auf  Grund  der  elektrischen  Auffassung  befriedigend 
gedeutet  zu  haben. 

§  46.  Zeit  und  Eaum. 

Wir  wollen  uns  auf  den  Standpunkt  der  Kontraktionshypo- 
these stellen;  dann  verstehen  wir,  wie  es  kommt,  daß  bei  der 
Messung  des  Lichtweges  die  durch  die  Bewegung  des  Systemes 
gegebene  Yorzugsrichtun  g  dem  mitbewegten  Beobachter  entgeht 
Es  empfiehlt  sich,  mit  den  Koordinaten  x  ,  y\  z'  der  Punkte  P' 
des  Hilfssystemes  21'  zu  rechnen,  welches  aus  dem  gegebenen 
materiellen  System  H  der  Punkte  P  durch  eine  Streckung  par- 
allel der  Bewegungsrichtung,  im  Verhältnis  1  :  x,  hervorgeht. 
Denn,  wenn  das  System  aus  der  Ruhe  in  den  Zustand  der  Be- 
wegung übergeht,  werden  die  relativen  X-Koordinaten  gemäß 
der  Kontraktionshypothese  im  Verhältnis  y,  :  1  kleiner;  die  zu- 
gehörigen o; '- Koordinaten  jedoch  sind  im  Falle  der  Bewegung 
die  gleichen  wie  im  Falle  der  Ruhe.  Mit  den  Koordinaten  Xy 
y'y  z'  des  Systemes  Z'  und  dem  in  diesem  Systeme  gemessenen 
Lichtwege  V  stehen  die  auf  räumlich  feste  Achsen  bezogenen 
Koordinaten  x,  y,  z  und  der  absolute  Lichtweg  l  in  dem  durch 
(243,  243  c)  bzw.  durch  (243a,  b)  gegebenen  Zusammenhange. 

Einem  mitbewegten  Beobachter,  der  in  dem  Systeme  H' 
seine  Messungen  vornimmt,  scheint  das  Licht  nach  allen  Seiten 
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hin  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  fortzuschreiten,  wir  wollen 
diese  Geschwindigkeit  mit  c  bezeichnen  und  zulassen,  daß  sie 
von  der  im  System  Z,  gemessenen  Lichtgeschwindigkeit  c  ver- 
schieden sei.  Da  der  Lichtweg  jedesmal  das  Produkt  der  Licht- 
geschwindigkeit und  Lichtzeit  ist,  so  kann  Gl.  (243)  geschrie- 
ben werden: 
(245)  yict^ct'  ■\-  ^x\ 

Die  Zeit  t\  d.  h.  den  Quotienten  aus  Lichtweg  V  und  Licht- 
geschwindigkeit c  im  bewegten  System  Il\  nennt  H.  A.  Lorentz 
die  „Ortszeit".  Diese  Zeit  ist  es,  nach  der  mitbewegte  Be- 
obachter ihre  Uhren  stellen,  wenn  sie  sich  zur  Vergleichung  des 
Ganges  der  Uhren  elektrischer  und  optischer  Mittel  bedienen. 
Dies  kann  etwa  folgendermaßen  geschehen^). 

In  den  Punkten  0'  und  A'  des  bewegten  Systemes  mögen 
sich  zwei  synchrone  Uhren  befinden.  In  dem  Augenblicke,  wo 
die  Uhr  in  0'  die  Zeit  NuU  anzeigt,  werde  von  0'  aus  ein 
Lichtzeichen  gegeben;  bei  seinen  Eintreffen  in  A'  soll  der 
Zeiger  der  dortigen  Uhr  auf  diejenige  Zeit  eingestellt  werden, 
die  sich  als  Quotient  aus  dem  mit  einem  mitbewegten  Maß- 
stabe gemessenen  Lichtwege  0' A'  und  der  im  bewegten  ' 
Systeme  H'  gemessenen  Lichtgeschwindigkeit  c  ergibt.  Die 
so  gestellte  Uhr  zeigt  die  Ortszeit  i'  des  Punktes  A'  an.  Ihren 
Zusammenhang  mit  der  „allgemeinen''  d.  h.  der  von  ruhenden 
Beobachtern  festgestellten  Lichtzeit  t  gibt  (245)  an;  dabei  ist 
X  die  Projektion  des  Licht weges  0' A'  auf  die  Bewegungsrich- 
tung des  Systemes. 

Wir  wollen  annehmen,  daß,  wie  x,  so  auch  der  Quotient  c'  \c 
nur  um  Größen  zweiter  Ordnung  in  /3  von  eins  verschieden  sei. 
Dann    wird  (245)    bei  Vernachlässigung    von  Größen    zweiter 
Ordnung 
(245a)  t  =  r-\-^~' 

Es  geht  also  in  einem  Punkte  A'  des  bewegten  Systemes  die 
auf  Ortszeit  gestellte  Uhr  nach  oder  vor  gegen  die  allgemeine 

1)  Poincarä,  Arch.  Ne^rland  (Lorentz-Festschrift)  6  (1900)  S.  262. 
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Zeit,  je  nachdem  die  ic'- Koordinate  des  Punktf;s  Ä'  positiv  oder 
negativ  ist;  dabei  ist  die  Übereinstimmung  der  allgemeinen  Zeit  t 

und  der  Ortszeit  f  im  Koordinatenursprung  0'  willkürlich  fest- 

ßx' 
gesetzt  worden.  Der  Gangunterschied  ^—^  zweier  nach  Ortszeit  f 

bzw.  nach  allgemeiner  Zeit  t  gestellter  Uhren  erfährt  einen  der 
Zunahme  von  x'  entsprechenden  Zuwachs,  wenn  man,  durch  ein 
Lichtzeichen  von  J.'  aus,  in  der  oben  erläuterten  Weise  eine  in 
B'  befindliche  Uhr  reguliert;  dieser  Zuwachs  ist  jeweils  propor- 
tional der  Projektion  des  im  Systeme  2J'  zurückgelegten  Licht- 
weges auf  die  Bewegungsrichtung  des  Systemes.  Wenn  man, 
unter  Einschaltung  einer  Reihe  von  Stationen,  eine  Uhr  im  be- 
wegten Systeme  durch  Lichtzeichen  einstellt,  so  gelangt  man  zu 
derselben  Zeigerstellung,  als  wenn  es  unmittelbar  durch  Zeichen 
von  0'  aus  geschehen  wäre.  Die  Ortszeit  ist  demnach  in  der 
Tat  im  bewegten  Systeme  eine  Ortsfunktion. 

Wir  sind  jetzt  imstande  zu  beurteilen,  unter  welchen  Um- 
ständen die  Beobachtung  einen  Einfluß  der  Erdbewegung 
auf  die  Licht  zeit  entdecken  könnte.  Es  kommt  offenbar  darauf 
an,  durch  welche  Mittel  die  Stellung  der  Zahnräder,  Spiegel  oder 
sonstigen  Vorrichtungen  reguliert  wird,  deren  man  sich  zur 
Messung  der  Lichtzeit  bedient.  Geschieht  die  Regulierung  auf 
elektrischem  oder  optischem  Wege,  so  kommt  es  auf  dasselbe 
heraus,  als  wenn  die  Lichtzeit  durch  die  Differenz  der  Ortszeiten 
des  Empfängers  und  Senders  gemessen  wird.  Dann  ist  es,  nach 
der  Bedeutung  der  Ortszeit,  selbstverständlich,  daß  die  gemessene 
Lichtzeit  unabhängig  von  der  Richtung  des  Strahles  gegen  die 
Bewegung  der  Erde  wird.  Um  einen  Unterschied  der  Geschwin- 
digkeit zweier,  parallel  bzw.  entgegen  der  Bewegung  der  Erde 
gerichteter  Strahlen  festzustellen,  bedürfte  es  einer  mechanischen 
Regulierung  der  Zahnräder  oder  rotierenden  Spiegel,  wobei  Fehler 
gleich  dem  Bruchteil  10 ~*  der  Lichtzeit  vermieden  sein  müßten. 
Eine  so  genaue  mechanische  Regulierung  würde,  wenn  sie  über- 
haupt theoretisch  als  möglich  angesehen  wird,  doch  praktisch 
nicht  durchführbar  sein.  So  spricht  es  den  keineswegs  gegen 
die  Grundannahmen  der  hier  entwickelten  Theorie,  wenn  ein  der- 
artiger Einfluß    der  Erdbewegung  nicht  entdeckt  worden  ist. 
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Dabei  kommt,  da  es  sich  hier  nur  um  Größen  erster  Ordnung 
in  ß  handelt,  die  Hypothese  der  Kontraktion  bewegter  Körper 
zunächst  nicht  ins  Spiel. 

Das  ist  erst  dann  der  Fall,  wenn  Größen  zweiter  und  höherer 
Ordnung  in  ß  berücksichtigt  werden  und  dementsprechend  die 
Ortszeit  t'  durch  (245)  bestimmt  wird.  Trifft  die  Kontraktions- 
hypothese zu,  so  entspricht  auch  jetzt  noch  eine  jede  elektrische 
oder  optische  Regulierung  einer  Messung  der  Zeit  durch  die 
Differenz  der  Ortszeiten.  Dann  bleibt  einem  mitbewegten  Be- 
obachter, selbst  wenn  er  Größen  zweiter  oder  höherer  Ordnung 
messen  kann,  die  durch  die  Erdbewegung  bedingte  Yorzugsrich- 
tung  verborgen,  wenn  er  mit  dem  Lichte  irdischer  Lichtquellen 
die  Lichtzeiten  bestimmt. 

Wir  haben  soeben  von  einer  Vorrichtung  zur  Messung  der 
Lichtzeit  gesprochen,  welche  mechanisch  reguliert  werden  sollte. 
Eine  solche  Regulierung  wird  auch  theoretisch  unmöglich,  wenn 
man  die  Lorentzsche  elektrische  Theorie  der  Materie  annimmt. 
Dann  pflanzen  sich  die  Molekularkräfte,  auf  denen  die  Elastizität 
und  die  Kohäsion  der  Körper  beruht,  im  Räume  mit  Lichtge- 
schwindigkeit fort,  so  daß  jede  „mechanische"  Regulierung  im 
Grunde  doch  wieder  eine  elektromagnetische  ist.  Auch  sie  be- 
stimmt in  einem  gleichförmig  bewegten  Systeme  nur  die  Ortszeit, 
kann  aber  nicht  zur  Feststellung  der  Bewegung  dienen. 

H.  A.  Lorentz  hat  dargetan  ^),  daß  die  elektromagnetische 
Theorie  der  Materie  ausreicht,  um  das  negative  Ergebnis  aller 
bisherigen  Versuche  über  den  Einfluß  der  Erdbewegung  zu  er- 
klären. Allerdings  muß  er  dabei  die  Kontraktionshypothese  nicht 
nur  auf  die  Materie,  sondern  auch  auf  die  Elektronen  anwenden, 
in  der  in  §  22  angeführten  Weise. 

Um  die  Einflußlosigkeit  der  Erdbewegung  auf  die  elektro- 
magnetischen und  optischen  Vorgänge  zu  deuten,  nimmt  Lorentz 
zu  Hypothesen  seine  Zuflucht,  die  mit  den  Raum-  und  Zeitbe- 
griffen der  klassischen  Mechanik  nicht  verträglich  sind.  Wenn 
wirklich  die  Bewegung  alle  Maßstäbe  verkürzt,  so  kann  die  Aus- 


I 


1)  H.  A.  Lorentz,    Akad.  t.  Wetenschaften  te    Amsterdam  12  (1904) 

S.  986. 

Abraham,  Theorie  der  £lektrü!it&t     i;     ;   AiM.  24 
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messung  mit  solchen  Maßstäben  im  bewegten  Systeme  nicbt  zur 
Kenntnis  der  „absoluten  Form"  der  Körper  führen,  von  der  die 
klassische  Geometrie  handelt.  Andererseits  soll  eine  elektroma- 
gnetische Uhr  —  und  nach  Lorentz  verhält  sich  jede  Uhr  wie 
eine  elektromagnetische  —  im  bewegten  System  die  Ortszeit, 
nicht  die  „absolute  Zeit''  der  alten  Kinematik  anzeigen.  Man 
muß  sich  fragen,  ob  unter  diesen  Voraussetzungen  den  über- 
lieferten Anschauungen  der  Geometrie  und  der  Kinematik  über- 
haupt noch  eine  Bedeutung  zukommt. 

Diese  Frage  wurde  von  A.  Einstein  verneint.  Seine  Theorie^),  „ 
die  sogenannte  „spezielle  Relativitätstheorie"  gründet  sich  | 
auf  zwei  Postulate.  | 

Das  erste  Postulat  verlangt  die  Äquivalenz  zweier  Systeme,! 
die  gegeneinander  in  gleichförmiger,  geradliniger  Translations- 3 
bewegung  begriffen  sind.  (Postulat  der  Relativität.)  Es  gibt'^ 
hiernach  kein  ausgezeichnetes,  etwa  im  Äther  verankertes  Be-  i 
zugssystem,  sondern  lediglich  eine  dreifach  unendliche  Schar  aus-  i 
gezeichneter,  gleichberechtigter  Bezugssysteme,  welche  sich  gegen-  -; 
einander  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegen.  ^ 

Nach  dem  zweiten  Postulat  pflanzt  sich  in  jedem  dieser  -«1 
Systeme  das  Licht  in  Kugelwellen  fort,  und  zwar  mit  der  näm-  ' 
liehen  Geschwindigkeit  c  (Postulat  der  Konstanz  der  Licht-  ] 
geschwindigkeit).  i 

Das  erste  Postulat  schließt  die  Möglichkeit  einer  absoluten  i 
Raum-  und  Zeitmessung  aus;  auch  in  Hinsicht  auf  die  Definition  ; 
von  Raum  und  Zeit  sind  alle  ausgezeichneten  Bezugssysteme  j 
mit  einander  gleichberechtigt.  Zwischen  Koordinaten  und  Zeiten  1 
in  zwei  solchen  Bezugssystemen  2J  und  2J'  bestehen  in  der  Rela-  ? 
tivitätstheorie  gerade  die  Beziehungen  (243,  243  c),  wobei  jedoch,  ^ 
dem  zweiten  Postulate  gemäß,  zu  setzen  ist:  I 

(246)  €  =  c',  und  somit  | 

(246a)    occt  =  cf  -f-  ßx\    xx  ^  x  -\-  ßct\    y  =  y,    s  —  z'-      ] 

Mathematisch  ist  demnach  die  Einsteinsche  Theorie  der  j 
Lorentzschen    äquivalent.     Von  I^  aus  betrachtet,    weisen   die  j 

1)  A.  Einstein,  Ann.  d.  Phys.  17  (1905)  S.  891.  I 
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Maßstäbe  in  2J'  die  Lorentzsche  Kontraktion  auf,  und  die  Ein- 
steinschen  Uhren  zeigen  die  Lorentzsche  Ortszeit  an.  Nur  erfolgt 
in  der  Lorentzschen  Theorie  die  Ableitung  der  raumzeitlichen 
Transformationsgleichungen  auf  induktivem  Wege,  unter  Heran- 
ziehung der  elektromagnetischen  Theorie  der  Materie.  Bei  Ein- 
stein werden  die  Transformationsformeln  für  Koordinaten  und 
Zeit  deduktiv  aus  den  beiden  Grundpostulaten  gewonnen;  alles 
Hypothetische  wird  in  diese  beiden  Postulate  verlegt. 

Bei  Lorentz  folgt  aus  der  elektromagnetischen  Natur  aller 
Kräfte,  daß  sich  im  Vakuum  alle  Vorgänge  mit  Lichtgeschwindig- 
keit fortpflanzen,  und  daß  so  im  bewegten  Systeme  die  Zeitregu- 
lierung nur  nach  der  Skala  der  optischen  Ortszeit  erfolgen  kann. 
Einsteins  Postulate  enthalten  nicht  die  Hypothese  des  allgemeinen 
Elektromagnetismus.  Doch  folgt  auch  aus  ihnen,  daß  alle  Kräfte 
im  Vakuum  sich  mit  Lichtgeschwindigkeit  ausbreiten.  Denn 
hätte  etwa  die  Schwerkraft  eine  größere  Geschwindigkeit,  als 
das  Licht,  und  benutzte  man  sie  zur  Zeitregulierung,  so  würde 
man  aus  der  Abweichung  zwischen  den  Stellungen  einer  so  re- 
(T'ilierten  Uhr  und  einer  optisch  regulierten,  auf  die  Bewegimg 

s  Systemes  schließen  können;  das  wäre  aber  ein  Widerspruch 
gegen  das  Postulat  der  Relativität.  Mit  der  relativistischen  Zeit- 
definition ist  also  eine  verschiedene  Geschwindigkeit  der  im  Va- 
kuum sich  fortpflanzenden  Störungen  unvereinbar.  Doch  wäre 
es  denkbar,  daß  sich  die  Schwerkraft  nicht,  wie  die  elektroma- 
gnetischen Kräfte,  in  transversalen,  sondern  in  longitudinalen 
Wellen  ausbreitete.  Insofern  bedeutet  die  Einsteinsche  Fassung 
der  Grundpostulate  eine  Erweiterung  des  physikalischen  Welt- 
bildes, und  eine  Durchbrechung  des  Rahmens  der  Elektronen- 
theorie. 

Wir  kehren  zu  den  Transformationsformeln  (246  a)  zurück, 
und  knüpfen  an  die  erste  derselben  die  folgende  Betrachtung 
an:  In  einem  festen  Punkte  P'  des  Systemes  2J'  denke  man 
«ich   eine  Uhr  U'  aufgestellt;  infolge  der  relativen  Bewegung 

n  2J'  und  2J  wird  diese  Uhr  im  Laufe  der  Zeit  mit  ver- 
schiedenen Uhren  f/j,  ü^...  des  Systemes  U  zusammentreffen. 
Da  x'  konstant  ist,  so  stehen  die  Zeitunterschiede,  die  an  der 

24* 


364  Relativitätstheorie 

Uhr   TJ'  und  an   den  Uhren   JJ  abgelesen  werden,  in   der  Be- 
ziehung 
(246b)  zz/^  =  z/r.  (x  =  |/1  -  /3» 

Es  scheint  sich  also  der  nämliche  Vorgang,  bezogen  auf  dii 
Uhr  TJ'j  rascher  abzuspielen,  als  wenn  man  ihn  auf  die  Uhrei 
JJ  des  Systemes  Z  bezieht. 

Die  Beobachter,  welche  dem  Systeme  E  angehören,  werd« 
diesen  Sachverhalt   deuten,   indem   sie   der  Uhr    TJ',   die  si«' 
mit  der  Geschwindigkeit  cß  bewegt,  einen  im  Verhältnis  x  lang 
sameren  Gang  zuschreiben,  als  ihren  eigenen  Uhren;  die  Ver-| 
größerung  der  Zeiteinheit  ergibt  eine  Verringerung  der  auf  diesej 
Einheit  bezogenen  Zeiten.     Da  nun  als  Uhr  jedes  periodisch) 
schwingende  mechanische  oder  elektrische  System  anzusprechei|^ 
ist,    so    folgt  aus   der  relativistischen  Zeitdefinition  eine  Ver^ 
größerung    aller    Schwingungsperioden    durch   Bewegung    destj 
schwingenden  Systems.  ^ 

Es  ist  vielleicht  nicht  ganz  ausgeschlossen,  den  Einfluß  der*! 
Bewegung  eines  Moleküles  auf  die  Schwingungen  seiner  Elek-j 
tronen  durch  Beobachtung  an  Kanalstraßen  festzustellen.  DaJ 
hier  (vgl.  §  14)  die  Lichtemission  durch  bewegte  Teilchen  ge-J 
schiebt,  so  müßte  bei  Beobachtung  senkrecht  zu  Bewegungs-'^ 
richtung,  wobei  der  Doppler-Effekt  fortfällt,  die  von  Einstein^; 
behauptete  Vergrößerung  der  Schwingungsdauer  zur  Geltung^ 
kommen;  freilich  ist  der  Effekt  von  zweiter  Ordnung.  ] 

H.  Minkowski^)    hat    die    mathematische    Darstellung    deri 

Relativitätstheorie  übersichtlicher  gestaltet,  indem  er    die  Zeit'. 

I 
als  vierte  Koordinate  auftrug,  und  eine  vierdimensionale  Vektor-,; 

rechnung    entwickelte.    Wir  gehen  auf  diese  vierdimensionalel 

Fassung  der  Theorie  nicht  ein,  sondern  verweisen  den  Leser  auff 

die  Darstellung  von  M.  Laue^).  y 

Der  schwache  Punkt  der  speziellen  Relativitätstheorie  ist  offen- ' 

bar  das  zweite  Postulat  der  Konstanz  der  Lichtgeschwindigkeit.! 

3, 

1)  H.  Minkowski,  Raum  und  Zeit.    Leipzig  1909.  i 

2)  M.  Laue,  Das  Relativitätsprinzip.  2.  Aufl.  Braunschweig  1913.'« 
3.  Aufl.    1919.    Bd.  L  \ 

ü 

\ 
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Es  wäre  denkbar,  daß  die  Bewegung,  oder  auch  andere  Zu- 
Btandsgrößen,  den  Wert  der  Lichtgeschwindigkeit  im  Vakuum 
beeinflussen.  In  der  Tat  hat  Einstein  selbst  später  eine  Ab- 
hängigkeit der  Lichtgeschwindigkeit  vom  Schwerepotential  an- 
genommen (vgl.  §  51). 

In  Hinblick  hierauf  werden  wir  im  folgenden,  um  auch 
Systeme  verschiedenen  Schwerepotentiales  miteinander  verglei- 
chen zu  können,  das  zweite  Postulat  Einsteins  nicht  annehmen, 
sondern  zulassen,  daß  die  Lichtgeschwindigkeit  in  U  und  2J' 
verschiedene,  wenn  auch  konstante,  Werte  besitze.  Da  in  die 
Transformationsformeln  (243 — 243  c)  die  Zeiten  t  und  f  nur  in 
den  Verbindungen 
(246c)  l  =  et,     V  =  c't' 

eingehen,  so  lassen  sich  die  mathematischen  Betrachtungen,  welche 
die  Grundlage  der  Relativitätstheorie  bilden,  auch  dann  durch- 
führen, wenn  c   nicht  gleich  c  ist. 

^  §  47.  Die  Lorentzsche  Transformation. 

^y  Wir  verstehen  unter  E  und  2^'  zwei  ausgezeichnete,  gleich- 
armig gegeneinander  bewegte  Bezugssysteme,  unter  Xy  y,  z,  l 
Koordinaten  und  Lichtweg  im  ersten,  unter  x\  y\  z\V  Koor- 
dinaten und  Lichtweg  im  ziveiten  System.  Zwischen  diesen 
Größen  mögen  die  in  §  45  auf  induktivem  Wege  gewonnenen 
Beziehungen  (243a,  b)  gelten: 

.(247)      ^V=l  —  ßxy    xx'  =  x-ßlj    y'^yy    z' =  z. 


Da  hier  gesetzt  ist  z  =  f/l  —  /3^, 

so  folgt  durch  Umkehrung  der  Formeln  (247): 

(247  a)     xl==V-{-ßx',    tcx  =«  x' -\- ßV,   y  =  y\     z^z\ 

Die  durch  (247),  bzw.  durch  (247  a)  gegebene  Transforma- 
tion der  Koordinaten  und  des  Lichtweges  nennt  man  eine 
„Lorentzsche  Transformation".  Wir  beschränken  uns  auf 
den  Fall  /3  <  1,  da  für  /3  >  1  die  Transformation  zu  imaginären 
Werten  führen  würde. 
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Aus   (247)  folgt,  wenn  wir  x,  y,  z^  l  als   Unabhängige  be- 
trachten: f! 

Entsprechend    folgt    aus    (247a),    wenn   x'y  y\  z\  V  Unab^ 
hängige  sind:  :^ 

t9Al   \  ^^  —  ^        ^  —l        ^  —  l        ^^?  _  i  ^ 

(^^4 i c)       ^p - -^- ,    ^^>     ^ ,    dr~  x'    dx'~  k' 

Aus  jedem  dieser  Gleichungssysteme  kann  man  schließen,  daß 
die  Determinante  der  Lorentzschen  Transformation 
gleich  1  ist. 

Wir  denken  uns  jetzt  einen  —  materiellen  oder  elektrischen 
—  Punkt,   der  sich  in  vorgegebener  Weise  bewegt.    In  dem 
Systeme  U  wird  seine  Bewegung  dargestellt,  indem  seine  Koor-j 
dinaten  x,  y^  z  als  Funktionen  der  Zeit  t  und  damit  des  vom( 
Lichte  in   der  Zeit  t  zurückgelegten  Weges  et  =  l  angegeben 
werden: 

(248)  x=^x{l),    y^y{l),    z  ^  z(l). 

Ist  ti   der  Geschwindigkeits Vektor  des  Punktes,  so  werden  die 
Geschwindigkeitskomponenten,  wenn  man  sie  auf  die  Lichtge- 1 
seh  windigkeit  als  Einheit  bezieht:  | 

/ctAo   \  Hj.       dx  tiu        dy  ti,       dz  ^ 

-"3 
Man  gehe  nun  durch  die  Lorentzsche  Transformation  (247)  1 

zu  dem  Systeme  2J'  über;  die  durch  | 

(249)  x'^x'Q'),    y-^y'iV),    z'^z'Q')  ] 

gegebene  Bewegung  in  ZI'  mag  der  durch  (248)  gegebenen^ 
Bewegung  in  U  entsprechen,  mithin  die  Geschwindigkeits-  \ 
komponenten  in  2\  bezogen  auf  die  Lichtgeschwindigkeit  c'  ^ 
in  U'  als  Einheit  i 

r249a^      y-^-^'      a'-^^^       a'-^-—  4 

^Z4ya)      q.  -  ^^  -  ^p,     q,  -  ^.  -  ^y  ,     <».  "  c'  -  dV  ,] 

den  durch  (248  a)  gegebenen  Geschwindigkeitskomponenten  in  Z.  \ 
Es  ist  die  Aufgabe,  die  Regeln  festzustellen,  nach  denen  die  Ge-:] 
schwindigkeiten  in  Z  und  Z'  vermöge  der  Lorentzschen -j 
Transformation  einander  zuzuordnen  sind.  ] 


von  q  ,       dy'       dy  dl  dl 

^y  ^  dV  ^  dl  dV  ^  ^vdT 
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Aus  (247)  folgt,  wenn  gemäß  (248)  x  als  Funktion  von  l  be- 
trachtet wird : 
(250)  «f  =  i_^^  =  l_^,^, 

dx'        dx         rt  a 

Durch  Division  der  beiden  letzten  Gleichungen  ergibt  sich 
(250a)  1>'^'=^{- 

In  entsprechender  Weise  erhält  man  für  die  «/-Komponente 

^y      dV 

aus  Gl.  (250)  den  Ausdruck 

(250b)  <'  =  t^h' 

und  für  die  ^r-Komponente 

(250c)  '>r"k- 

Durch  eine  leichte  Rechnung  leitet  man  aus  (250a,  b,  c)  für 
den  Betrag  von  q'  die  Formel  ab: 

(250d)  i-:,',.=  (l^il(i_=ii^. 

Ein  Punkt,  der  sich  in  27  mit  Lichtgeschwindigkeit  bewegt, 
bewegt  sich  auch  in  H'  mit  Lichtgeschwindigkeit;  denn  |  ti  |  =■  c, 
I  q  I  =  1  entspricht  nach  (250  d)  |  q'  |  =  1,  |  ö'  |  »=0'.  Ebenso  er- 
sieht man,  da  /3^  <  1,  ohne  weiteres  aus  dieser  Formel:  Unter- 
lichtgeschwindigkeit in  2  entspricht  Unterlichtge- 
chwindigkeit  in  E',  Überlichtgeschwindigkeit  in  27 
entspricht  Überlichtgeschwindigkeit  in  27'. 

Aus  den  Gleichungen  (250  a  bis  d),  denen  gemäß  sich  die 
Komponenten  und  der  Betrag  von  q'  durch  die  Komponenten 
von  q  ausdrücken,  erhält  man  die  Formeln,  nach  denen  sich 
umgekehrt  q'  in  q  transformiert: 

(^51a)  ,^^^, 


.  a 
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(25id)         1-w^.^i^m^m. 

Wir  gehen  jetzt  zur  Transformation   des  Beschleuni- 
gungBvektors  über.    Wir  setzen 

und  erhalten  durch  Differentiation  von  (250  a)  ' 

dl   d  m^  —  ß 


^.= 


drdlil  —  ß(i, 


und  hieraus,  mit  Rücksicht  auf  (250) 


qx  = 


ß^ 


-  ( — ^-^-  4-  M^^JZ^^)  1  mithin 

(253)  4>(^^^s,  oder 

Ahnlich  erhalten  wir  aus  (250  b)  durch  Differentiation 
und  entsprechend  für  die  ;2f-Komponente 


-2  rt    An     «2 


Die  Formeln  (253  a,  b,  c)  können  wir  noch  einfacher  schrei- 
ben, wenn  wir  zur  Abkürzung  den  Vektor  einführen 


dann  lauten  sie  nämlich 

(254  a)  q;  =  K.   ^K  =  hy   ""K-h- 

Betrachten  wir  insbesondere  einen  —  materiellen  oder  elek- 
trischen —  Punkt,  der  sich  gerade  mit  der   Geschwindigkeit 
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des  Systems  bewegt,  aber  nicht*  mit  konstanter,  sondern  mit 
variabler  Geschwindigkeit.  Die  Regeln,  nach  denen  die  Be- 
schleunigungskomponenten  aus  dem  System  Z  in  das  System 
2?'  umzurechnen  sind,  gehen  aus  (253)  und  (253  b,  c)  hervor, 
indem  gesetzt  wird 

^x  =  ß,     %  =  <^;     1-  =  Ö;  dann  folgt: 

(255)       q;=M-^  q;  =  v-^  i'  =  i'^-^- 

Diese  Ergebnisse  werden  uns  weiterhin  von  Nutzen  sein. 


§  48.    Die  Gruppeneigenschaft  der  Feldgleichungen 
der  Elektronentheorie. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  erörterte  Lorehtzsche  Trans- 
formation steht,  wie  wir  gesehen  haben,  in  enger  Beziehung 
zu  den  Gesetzen  der  Lichtfortpflanzung  im  Räume.  Da  diese 
Gesetze,  der  Theorie  der  elektromagnetischen  Strahlung  zufolge, 
sich  aus  den  Feldgleichungen  der  Maxwellschen  Theorie  ab- 
leiten, so  kann  man  erwarten,  die  Lorentzsche  Transformation 
mit  diesen  Feldgleichungen  verknüpft  zu  finden.  In  der  Tat 
ist  H.  A.  Lorentz  von  den  Feldgleichungen  seiner  Theorie 
aus  zu  jener  Transformation  gelangt.  Wir  verstehen,  indem 
wir  uns  der  Schreibweise  des  §  28  bedienen,  unter  e  und  ^  die 
elektromagnetischen  Vektoren,  die  in  den  Feldgleichungen  der 
Elektronentheorie  auftreten;  diese  lauten  im  System  U,  wenn 
man  et  =  l,  ti  =  cq  setzt: 

(I)  C\lT^'-^-^=^4:JtQ^, 


(11) 

curle+!*=0, 

(ni) 

dive  =  4:t(), 

(IV) 

div|  =  0. 

Welche  Form  nehmen  diese  Feldgleichungen  an,  wenn  man 
statt  der  Unabhängigen  rr,  i/,  z,  l  durch  die  Lorentzsche  Trans- 
formation (247)  die  neuen  Unabhängigen  x%  y\  /,  V  einführt? 


fj 
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Wir  transformieren  zunächst  die  4  partiellen  Differential- 
gleichungen (III)  und  (1),  indem  wir  die  Regeln  (247  b)  be- 
achten; sie  ergeben  dann; 

dx    y.        dV  yt  ^  dy  ^  dz        ^^^'  •• 

dy         dz'        dV  %  ^  ex    y.        ^^^^xy 

dz'     dx  X  "^  ar  X      ar  X  "^  dxn     ^^^Hy; 
djyi__d}yi__dj^_  dt^  i_      dt,  £  _  ^^ 

dx'  X        dV   X        dy'       dl'  x    '   ^a;'  x  ^^*" 

Man  setze  nun: 

(256)  ^^^^"'    ^fy  =  ^y-^i.    '«<  =  e,4-^^y; 

5:^  =  *x.      ^%-%  +  ßt.y       ^X-^.-ßty 

Dann  erhält  man  aus  den  ersten  beiden  jener  Differential- 
gleichungen, indem  man  die  eine,  mit  —  ß  multipliziert,  zur 
anderen  addiert: 

während  die  beiden  letzten  Differentialgleichungen  sich  schreiben: 

a«'     dx-     dl-    *''?''?' 

dx        dy         dl  ^^' 

Transformiert  man  ferner  die  Dichte  der  Elektrizität  gemäß 
der  Festsetzung 

(257)  ^p'^gil-ßO, 

und  dementsprechend  die  Dichte  des  Konvektionsstromes,  mit 
Rücksicht  auf  die  Transformationsformeln  der  Geschwindigkeits- 
komponenten (250a,  b,  c),  folgendermaßen: 

(257  a)  «Q'^'.^Qil^-ß), 

(257  b)  •       9'q;-eq„    Q'nl'-Qii,, 
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SO  lautet  das  System  der  transformierten  Feldgleichungen  (I) 
und  (III)  in  leicht  verständlicher  Symbolik: 
(Iir)  '  div'e'  =  4;tp', 

(10  currr-|;:=4;r^'q'. 

Aus  (III)  und  (I)  gehen  (IV)  und  (II)  hervor,  indem  man 
^  statt  e,  — •  C  statt  ^  schreibt  und  q  gleich  Null  setzt.  Da  die 
Formeln  (256)  hierbei  ungeändert  bleiben,  wofern  zugleich  ^' 
an  SteUe  von  t\  —  t'  an  Stelle  von  |'  tritt,  so  lauten  offenbar 
die  transformierten  Feldgleichungen  (IV)  und  (II): 
(IV)  div'^'  =  0. 


an 


curl'  t'  4-  l^v  =  0. 


Es  haben  also  die  auf  das  System  27'  transformierten  Feld- 
gleichungen die  gleiche  Form,  wie  die  Feldgleichungen  des 
Systemes  Z,  falls  die  Dichte  der  Elektrizität  gemäß  (257), 
und  falls  die  Feldstärken  gemäß  (256)  transformiert  werden. 
Die  Feldgleichungen  der  Elektronentheorie  sind  in 
diesem  Sinne  invariant  gegenüber  der  Gruppe  der 
Lorentzschen   Transformationen.  ^ 

Wir  woUen  zunächst  auf  die  Bedeutung  der  Beziehung  (257) 
genauer  eingehen.  Die  Vergleichung  mit  (250)  ergibt  für  das 
Verhältnis  der  elektrischen  Dichten  in  einander  entsprechenden 
Punkten  von  E  und  2': 

(258)  f=^';- 

Andererseits  ist  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  bereits  er- 
wähnten Umstände,  daß  die  Funktionaldeterminante  der  Lorentz- 
schen Transformation  gleich  ist: 

i_ioo 


dv  dv  dv  dv 

dl    dx   dy    dz 

dx   dx'  dx'  dx' 
dl    dx   dy    dz 

dy'  dy'  dy'  y' 
dl    dx   dy    dz 

dz'  dz'  dz'  dz' 

dl    dx    dy   dz 

-"■ioo 

X     X 

0    0  10 
0    0  0  1 


1, 


372  Relativitätstheorie 

die  bemerkenswerte  Folgerung  zuziehen:  Einander  entsprechende 
Bereiche  in  den  vierdimensionalen  Mannigfaltigkeiten  der  Größen 
(xyzl)  und  {x'y' z'V)  haben  die  gleiche  Ausdehnung: 
(258a)  dx  dy'dz' dV  =  dxdydzdl. 

Demnach  ergibt  (258): 

Q'dx'dy'dz'  =  Qdxdydz^ 

d.  h.  einander  entsprechende  Raumteile  in  2  und  Z\ 
haben  zu  entsprechenden  Zeiten  die  gleiche  elektrische 
Ladung.  Wir  können  demnach,  das  Ergebnis  der  obigen  Ent- 
wickelungen  zusammenfassend,  den  folgenden  Satz  aufstellen: 
Geht  man  von  dem  Systeme  ZI  durch  eine  Lorentzsche 
Transformation  (247)  zum  Systeme  H'  über,  indem  man 
die  elektrischen  Ladungen  entsprechender  Räume  zu 
entsprechenden  Zeiten  einander  gleich  setzt,  so  bleiben 
die  Feldgleichungen  der  Elektron entheorie  un geändert, 
wofern  man  die  Feldstärken  e,  1^  in  2J  und  c',  ^'  in  H'  durch 
(256)  einander  zuordnet. 

Dieser  Satz  gestattet  es,  jedes  Problem,  welches  sich  auf  ein 
in  gleichförmiger  Translationsbewegung  begriffenes  elektroma- 
gnetisches System  Z  bezieht,  in  ein  anderes  Problem  zu  trans- 
formieren, welches  ein  ruhendes,  parallel  der  Bewegungsrichtung 
im  Verhältnis  1  :  "[/l  —  ß^  gestrecktes  System  Z'  betrifft.  Diese 
Abbildung  auf  ein  ruhendes  System  ist  uns  keineswegs  neu;  wir 
hatten  sie  bereits  in  §  18  auf  das  Feld  eines  gleichförmig  be- 
wegten Elektrons  angewandt  und  sie  in  §  45  bei  der  Erörterung 
des  Versuches  von  Michelson  herangezogen. 

Im  Sinne  einer  solchen  Abbildung  aufgefaßt,  hat  jener  Satz 
eine  von  den  Postulaten  der  Relativitätstheorie  unabhängige  Be- 
deutung. 

Nach  der  Relativitätstheorie  liegt  jedoch  in  der  Gruppen- 
eigenschaft der  Feldgleichungen  ein  tieferer  Sinn.  Wie  die  Trans- 
formationsformeln (247)  die  Raumzeitmessungen  in  zwei  gleich- 
berechtigten Systemen  miteinander  verknüpfen,  so  setzen  die 
Gl.  (256)  die  in  den  beiden  Systemen  gemessenen  Feldstärken  c,  ^ 
und  c',  §'  zueinander  in  Beziehung;  dabei  hat  die  Ladung  ent- 
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sprechender  Bereiche  in  beiden  Systemen  den  gleichen  Wert. 
Die  Invarianz  der  Feldgleichungen  gegenüber  der  Gruppe  der 
Lorentzschen  Transformation  bedien gt  es,  daß  alle  ausgezeich- 
neten Bezugssysteme,  wie  hinsichtlich  der  Raumzeitmessung,  so 
auch  in  Bezug  auf  die  elektromagnetischen  Vorgänge,  welche 
durch  jene  Feldgleichungen  beschrieben  werden,  gleichberechtigt 
sind.  Denn  der  Ablauf  eines  elektromagnetischen  Vorganges  er- 
folgt, bei  gleichen  Anfangsbedingungen,  in  2J'  genau  ebenso,  wie 
in  2?;  ein  dem  System  angehörender  Beobachter  hat  also  kein 
Mittel,  zu  entscheiden,  ob  dieses  System  oder  jenes  das  bewegte  ist. 


§  49.  Die  relatmstische  Dynamik  des  Elektrons. 

Wir  denken  uns  ein  Elektron  von  der  Ladung  e  in  gleich- 
förmiger geradliniger  Bewegung  begriffen,  falls  es  von  dem  Bezugs- 
system 2  aus  beobachtet  wird;  das  System  2J'  bestimmen  wir 
so,  daß  seine  a;-Achse  mit  der  Bewegungsrichtung  des  Elektrons 
übereinstimmt,  und  daß  die  Geschwindigkeit  des  Elektrons  in  2J' 
gleich  null  ist.  Dann  wird  in  27: 

•lx  =  ft     %-^>     q.  =  Ö. 

Beim  Übergänge  von  2J'  zu  2J  wird,  wie  wir  im  vorigen 
Paragraphen  gesehen  haben,  die  elektrische  Dichte  vergrößert, 
während  die  Ladung  entsprechender  Raumteile,  mithin  auch  die 
gesamte  Ladung  des  Elektrons  ungeändert  bleibt: 

(259)  e'  =  e. 

Da  im  System  U'  das  Elektron  ruht,  so  wird  die  an  ihm  an- 
greifende äußere  Kraft  ^'  in  diesem  System  gegeben  durch  den 
Vektor  ^-  _  ^.j.^ 

wofern  das  von  den  übrigen  Elektronen  herrührende  Feld,  in 
dem  vom  Elektron  eingenommenen  Bereiche,  als  gleichförmig 
betrachtet  wird.  Für  die  in  2J  gemessene  Kraft  ^  des  elektro- 
magnetischen Feldes  folgt  aus  der  Grundgleichung  V  des  §  4 

«  =  e{f  +  [q«t]). 
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Aus  (256)  und  (259)  folgen  nun  die  Beziehungen  zwischen  den 
Komponenten  von  ^'  und  ^; 

(   K  =  e't:    =ee,  =  «,, 

(260)  h<«;  =  e'xe;  =  <e,  - /Sy  =  «,, 

Da  nach  dem  Postulate  der  Relativität  ein  in  U'  unbe- 
schleunigter Punkt  auch  in  U  ohne  Beschleunigung  ist,  so  muß, 
falls  nicht  etwa  die  Masse  des  Punktes  mit  der  Zeit  sich  ändert, 
einem  Gleichgewicht  der  Kräfte  in  Z'  wiederum  ein  Gleichge- 
wicht in  U  entsprechen.  Hieraus  schließt  man,  daß  alle  Kräfte 
sich  nach  den  gleichen  Formeln  transformieren;  die  Gl.  (260) 
enthalten  also  das  allgemeine  Gesetz  der  Transformation  der 
Kraftkomponenten  von  Ruhe  (in  ZI')  auf  Bewegung  (in  2^). 

Wir  denken  uns  nun,  ausgehend  von  dem  oben  angenom- 
menen Zustande  —  der  Ruhe  in  Z',  der  gleichförmigen  Be- 
wegung in  Z  — ,  dem  Elektron  eine  kleine  Beschleunigung  er- 
teilt. Unter  Annahme  quasistationärer  Bewegung  wird  dann  in 
Z'  die  Bewegungsgleichung  bestehen 

(260a)  Jf,q'  =  Jf„§S;  =  Ä' , 

WO  Mq  eine  Konstante  bedeutet.  Von  hier  aus  kann  man,  auf 
Grund  der  Transformationsgesetze  (255)  für  die  Beschleunigungs- 
komponenten und  (260)  für  die  Kraftkomponenten,  sofort  zu  den 
Bewegungsgleichungen  in  Z  übergehen-,  sie  werden 

(260b)  b/o^-2q^  =  x-^%, 

J[f^x-2q,  =  ;c-it,. 
Dieses   sind   die   Bewegungsgleichungen   des   Elek- 
trons für  quasistationäre  Bewegung  in  der  Relativitäts- 
theorie.    Setzt  man 

(260c)        l^.  =  ^0«- ' = j»^o(i  -  ßrl 

SO  entsprechen  die  Größen  M^  und  M^  der  longitudinalen 
bzw.  der  transversalen  Masse. 
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Man  wird  somit  auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege,  vom 
Relativitätspostulate  ausgehend,  wiederum  auf  die  Lorentzschen 
Formeln  (125)  und  (125  a)  für  die  Masse  des  Elektrons  geführt, 
welche  wir  in  §  22  durch  Übertragung  der  Kontraktionshypo- 
these auf  das  Elektron,  und  dann  in  §  23  auf  Grund  des  Satzes 
vom  Impulse  des  Energiestromes  abgeleitet  hatten. 

Ist  die  Bewegung  des  Elektrons  nicht  quasistationär,  so 
kommt  in  erster  Linie  die  Reaktionskraft  der  Strahlung  in  Be- 
tracht. Wir  hatten  für  diese  Kraft  in  §  15  den  Ausdruck  (87) 
angegeben,  ohne  aber  eindeutig  dessen  Gültigkeit  nachzuweisen. 
Wir  wollen  ihn  jetzt  aus  der  Relativitätstheorie  ableiten,  indem 
wir  voraussetzen,  daß  für  langsame  Bewegung  die  in  Gl.  (58) 
des  §  9  angegebene  Formel  zutrifft,  die  wir  mit  Rücksicht  auf 
(252a)  schreiben  können: 

Dies  mag  der  Ausdruck  der  Rückwirkung  der  Strahlung  in 
dem  System  2J'  sein,  welches  aus  dem  bewegten  Elektron  auf 
Grund  der  im  Eingang  dieses  Paragraphen  angegebenen  Trans- 
formation entsteht.  Beim  Übergang  zu  2/  ist  zu  bedenken,  daß 
nach  (259)  die  elektrische  Ladung  ungeändert  bleibt,  und  daß 
die  Kraftkomponenten  sich  gemäß  den  Transformationsformeln 
(260)  umrechnen;  dann  erhalten  wir  in  21  für  die  Reaktions- 
kraft der  Strahlung  den  Ausdruck 

(261a)  Ä.  =  |e^^,{^}, 

o  ^  eben  der  in  Gl.  (254)  des  §  47  eingeführte  Vektor  ist, 
dessen  Komponenten  durch  (254  a)  mit  denen  des  Vektors  q' 
verknüpft  sind.  Es  handelt  sich  also  nur  noch  um  die  Berech- 
nung des  Vektors 

d'^  _  dl  d  (     ijx«  ^ß^x^^ 


dl' 


c/rdzl(r-|Sq,)«"^(l-^qjM' 


für  den  sich  durch  Ausführung  der  Differentiation  und  mit  Rück- 
sicht anf  Gl.  (250)  ergibt 


(1 


■M 
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Hier  ist  nun,  wie  im  Eingange  dieses  Paragraphen  angegeben 
worden  ist,  zu  setzen 

«I«  ==  A  <»y  =  •?.  =  Ö5  dann  folgt 

(261b)  t*  =  |6Mqx-'  +  q(qq)^-^  +  3q(qq)%-*  +  3q(qq)V«}. 

Dieser  Ausdruck  für  die  Reaktionskraft  der  Strahlung 
stimmt,  gemäß  (252),  mit  dem  früher  von  uns  in  §  15  an- 
gegebenen Ausdruck  (87)  überein.^) 

Bei  geradliniger,  ungleichförmiger  Bewegung  ergibt,  wenn 
wir  setzen  ^        a      ^        /?      ^*        a 

die  Formel  (261b) 

(262)  fl  =  I  e'  {^(1  -  ßy^  +  3ßli'  (1  -  ßY']. 

Die  Reaktionskraft  der  Strahlung  verschwindet  natürlich, 
wenn  die  erste  und  die  zweite  Ableitung  der  Geschwindigkeit 
nach  der  Zeit  gleich  null  sind.  Es  gibt  aber,  außer  der  gleich- 
förmigen Bewegung,  noch  eine  andere  geradlinige  Bewegung 
mit  verschwindender  Strahlungsrückwirkung;  man  erhält  sie 
durch  Integration  der  Differentialgleichung 
(262  a)  ß  +  3ßß^  (1  -  ^3^)-^  =  0. 

Als  Zwischenintegral  folgt 

(262b)  -ßil-ß^i^p-^, 

WO  p  eine  Konstante  ist.  Durch  nochmalige  Integration  ergibt 
sich  ß  als  Funktion  der  unabhängigen  Veränderlichen  l  =  d]  durch 

(263)  ß  =        ^ 


wird  der  Differentialgleichung  (262  b)  genügt.   Denn  es  folgt 

(263a)     ß=p^{p^  +  lY^,       l-ß'^  =  p'(jp'  +  Py\ 

Die  Lösung  (263)  entspricht  einer  Bewegung,  die  mit  der 
Anfangsgeschwindigkeit  nuU  beginnt.  Mit  wachsender  Zeit 
wächst  die  Geschwindigkeit,  und  nähert  sich  asymptotisch  der 

1)  Diese  Ableitung  ist  zuerst  in  der  zweiten  Auflage  dieses  Buches, 
und  unabhängig  von  M.  Laue,  Ber.  d.  deutschen  physik.  Ges.  1908,  S.  888 
gegeben  worden. 
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des  Lichtes;  die  Beschleunigung  hingegen  nimmt  mit  wachsender 
Zeit  beständig  ab. 

A  dx       a  ^ 

Aus  -jj  =  ß- 


dl        ^         VpH-I» 

folgt  endlich,  wenn  man  die  Bewegung  bei  ic  =p  beginnen  läßt: 

X  =yp^  4-  i^y  oder 

(263  b)  x^-l^==p\ 

Trägt  man  l  als  Abszisse,  x  als  Ordinate  auf,  so  ergibt  sich 
als  Bewegungsdiagramm  eine  gleichseitige  Hyperbel;  jene  Be- 
wegung wird  daher  „Hyperbelbewegung"  genannt.^)  Geht 
man  von  (263  b)  durch  wiederholte  Differentiation  zu  (262a) 
zurück,  so  ersieht  man  aus  (262),  daß  bei  der  Hyperbel- 
bewegung die  Reaktionskraft  der  Strahlung  gleich 
null  ist. 

§  50.  Die  Minkowskischen  Grundgleichnngen 
für  bewegte  Körper. 

In  §  48  haben  wir  gesehen,  daß  die  Feldgleichungen  der 
Elektronentheorie  invariant  gegenüber  der  Gruppe  der  Lorentz- 
schen  Transformationen  sind.  Nun  könnte  man  zu  den  Grund- 
gleichungen für  bewegte  Körper  durch  Mittelwertsbildung  über 
die  Elektronenfelder  gelangen,  wobei  die  Deformation  der  Elek- 
tronen und  ihre  Dynamik  zu  berücksichtigen  wären.^)  Einfacher 
jedoch  ist  es,  ähnlich  vorzugehen,  wie  im  vorigen  Paragraphen 
bei  der  Transformation  der  Trägheitskraft  und  der  Reaktions- 
kraft, d.  h.  Gleichungen  aufzustellen,  welche  bei  der  Trans- 
formation auf  Ruhe  in  die  Maxwellschen  Feldgleichungen  über- 
gehen. 

Dieses  leisten  die  Minkowskischen  Grundgleichungen  für 
bewegte  Körper,  von  denen  bereits  in  §  36  die  Rede  war.  Die 
Gl.  (189)  daselbst  lauten,  wenn  l  =  et,  to  =  cq  gesetzt  wird: 


1)  M.  Born,  Ann.  d.  Phys.  30.   (1909)  S,  25. 

2)  Auf  diesem  Wege  gelangt  Ph.  Frank,   Ann.  d.  Phys.  27.    (1908) 
1059  zu  den  Grund gleichungen  Minkowskis,  wenigstens  für  unmagne- 

Gsierbare  Körper, 

Abraham,  Theorie  der  Elektrixität   U    4.  Aufl.  26 
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(le)  curl§-^  =  4:r{^q  +  i 

(Ile)  curl  @  +  ^  =  0, 

(Ille)  div  2)  =  4:ütQ, 

(IVe)  div  8  =  0. 

Hierzu  treten  die  Gl.  (189  a),  welche  die  Vektoren  @,  §,  ^,  8 
im  bewegten  Körpersystem  2J  miteinander  verknüpfen: 
(Ve)  2) +  [q§]  =  a{® +  [,»]), 

(VIe)  »-[qe]  =  f*{§-[q55]). 

Wir  vergleichen  dieses  System  von  Differentialgleichungen 
mit  den  Feldgleichungen  der  Elektronentheorie,  die  wir  in  §  48 
durch  eine  Lorentzsche  Transformation  umgerechnet  haben.  Die 
Gleichungen  (Ile,  IVe)  entsprechen  durchaus  den  Feldgleichungen 
(II,  IV),  nur  daß  an  SteUe  von  c  und  ^  dort,  hier  die  Vektoren 
^  und  33  treten,  die  in  §  28  als  die  Mittelwerte  jener  bestimmt 
worden  waren.  Aus  der  formalen  Übereinstimmung  folgt  ohne 
weiteres,  daß  die  transformierten  Gleichungen  jetzt  lauten: 

(U'e)  curr  ^' +  ^^' =  0, 

(IV'e)  div'ö'  =0, 

wofern  die  Vektoren  ©',  ö'  des  Systemes  2J'  denen  des  Systemes 
21  durch  die  folgenden,  den  Gl.  (256)  entsprechenden  Beziehungen 
zugeordnet  werden^): 

f264^       '  ^'  =  ®^'  "^^  =  ®^  ~  ^^"  '^'^  =  ®^  +  ^^'' 

Ferner  lehrt  der  Vergleich  von  (le,  III  e)  mit  den  Gl.  (I,  III) 
des  §  48,  daß  in  diesen  Gleichungen  den  Vektoren  c,  ^  hier 
die  Vektoren  S  und  §  entsprechen.  Es  liegt  somit  nahe,  diese 
Vektoren  beim  Übergang  zu  Z"  folgendermaßen  zu  transformieren: 


1)  Die  Vektoren  ®'  und  §'  haben  hier  natürlich  eine  andere  Be- 
deutung als  die  in  den  §§  '63 — 39  ebenso  bezeichneten  Vektoren. 


' 
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Nimmt  man  dies  an,  so  gehen  die  Gleichungen  (le,  III  e)  durch 
die  Lorentzsche  Transformation   in  die  Grundgleichungen  für 
ruhende  Körper  über: 
(Fe)  curr§'-^  =  4^i', 

(ni'e)  div'2)'  =4:7Cq', 

falls  beim  Übergang  von  dem  gleichförmig  bewegten  System  2 

zum    ruhenden   System  2J'  sich    noch  die   Größen  q,  ^q  -|-  ^ 

in  q'j  -  so  umrechnen,  wie  gemäß  (257,  257a,  b)  in  §  48  die 
Größen  q  und  q(\  in  q'  und  ()'q'  sich  transformierten: 

(266)  >^(>'=(>-^((>q.+  ^), 
(266  a)  3(U  =  C()qx+ ix— C9/3, 
(266b)  i;  =  CQ^yi-  iy,    ü  =  cpq,  +  i.; 

da  das  ganze  System  U  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c^^=  cß 
parallel  der  a;-Achse  bewegt,  so  kann  man  einfacher  schreiben: 

(267)  U  =  icixy     iy  =  iyj     iz  =  i'zf 
(267a)                    '         ^^=.g'  +  ß'j. 

In  dem  ruhenden  System  2J'  gelten  nun  die  Maxwellschen 
Feldgleichungen,  welche  aus  (Fe  bis  IV 'e)  durch  Einführung 
der  Beziehungen 
y268)  ^'=£@;     «'=,a§',     i'=ö(l' 

^^Irvorgehen.  Die  ersten  beiden  dieser  Beziehungen  ergeben 
sich  nun  wirklich  aus  den  Gleichungen  (Ve,  VIe),  wenn  man, 
gemäß  (264)  und  (2l)5),  vom  bewegten  Systeme  Z  zum  ruhen- 
den Systeme  2J'  übergeht.  Hieraus  schließt  man,  zunächst  für 
Isolatoren:  Die  Minkowskischen  Feldgleichungen  für 
ein  in  gleichförmiger  Translationsbewegung  begriffe- 
nes System  gehen  durch  die  Lorentzsche  Transfor- 
mation in  die  Maxwell-Hertzschen  Feldgleichungen 
für  ruhende  Körper  über.  Sie  entsprechen  also  dem  Prinzip 
der  Relativität.  Für  einen  Beobachter,  der  einem  bewegten 
Systeme  angehört,  und  der  auf  mitbewegte  Uhreti  und  Maßstäbe 

25* 
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angewiesen  ist,  verlaufen  die  elektrischen  Vorgänge  innerhalb 
des  Systemes  genau  so,  als  wenn  es  ruhte. 

Damit  dies  auch  für  Leiter  zutreffe,  muß,  wie  aus  der  letzten 
der  Gleichungen  (268)  im  Verein  mit  (264)  und  (267)  hervor- 
geht, im  bewegten  System  2  gelten: 

(269)i,=  «se,,   i,=  ^{ß,-^»,K   K=^{%  +  ß^,]. 

Die  Komponenten  der  Dichte  des  Leitungsstromes  sind  also 
jeweils  proportional  den  Komponenten  der  elektromagnetischen 
Kraft,  d.  h.  des  Vektors  ^  -f  [q©];  doch  wird  durch  die  Be- 
wegung die  Leitfähigkeit  für  parallel  der  Bewegungsrichtung 
fließenden  Strom  im  Verhältnis  k  :  1  kleiner,  dagegen  für  Ströme, 
die  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  fließen,  im  Verhältnis  1 
1 :  K  größer,  als  im  Falle  der  Ruhe.  i 

Hierdurch  findet  das  negative  Ergebnis  des  Versuches  von  -^ 
Trouton  und  Rankine ^)  seine  Deutung;  diese  Physiker  unter-  jj 
suchten  den  Widerstand  eines  Drahtes,  welcher  zuerst  parallel,  | 
und  dann  senkrecht  zur  Richtung  der  Erdbewegung  gespannt  i 
war,  fanden  aber  in  beiden  Lagen  den  gljsichen  Widerstand.  :' 
Hier  scheint  zunächst  ein  Widerspruch  gegen  die  Lorentzsche 
Kontraktionshypothese  vorzuliegen.  Die  Kontraktion  des  Drahtes, 
die  parallel  seiner  Längsrichtung  stattfinden  soll,  wenn  er  der 
Erdbewegung  parallel  gespannt  ist,  würde  nämlich  eine  Wider- 
standsabnahme zur  Folge  haben;  diese  wird  jedoch  durch  jene 
Abnahme  der  spezifischen  Leitfähigkeit  aufgehoben.  Ist  hin- 
gegen der  Draht  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  der  Erde 
gespannt,  so  würde  die  Lorentzsche  Kontraktion  eine  Abnahme 
des  Querschnitts,  mithin  eine  Widerstandszunahme  im  Verhält- 
nis 1  :  X  hervorrufen,  welche  gerade  durch  jene  Zunahme  der 
Leitfähigkeit  für  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  fließenden 
Strom  aufgehoben  wird. 

Die  Minkowskischen  Gleichungen  umfassen  auch  die  Optik 
bewegter  dispergierender  Körper,  wenn  in  der  ersten  der  Be- 
ziehungen (268)  an  SteUe  von  s  das  Quadrat  des  Brechungs- 

1)  F.  T.  Trouton  u.  A.  0.  Rankine,  Lond,  Roy.  Soc.  Free.  A.  80  (1908) 
S.  420. 
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index  n  gesetzt  wird,  welcher  sich  in  Z'  der  Frequenz  v'  der 
betreffenden  Farbe  zuordnet.  Sie  erklären  dann  auch  das  negative 
Ergebnis  der  Experimente  von  Lord  Rayleigh^)  und  D.B.  Brace^), 
welche  vergeblich  eine  durch  die  Erdbewegung  hervorgerufene 
Doppelbrechung  festzustellen  suchten. 

Wir  sehen  also,  daß  sich  die  Elektrodynamik  und  die  Optik 
in  das  System  der  speziellen  Relativitätstheorie  einordnen  lassen. 
Diese  Theorie  verlangt  aber  mehr;  damit  ihre  Definitionen  von 
Zeit  und  Raum  allgemein  gültig  seien,  müssen  die  Gleichungen, 
nach  denen  beliebige  physikalische  Vorgänge  sich  abspielen, 
invariant  gegenüber  Lorentzschen  Transformationen  sein.  Es 
ist  jedoch  fraglich,  ob  es  gelingt,  z.  B.  die  Mechanik  in  jenes 
relativistische  Schema  einzuzwängen,  ohne  ihrer  Eigenart  Ge- 
walt anzutun. 

§  51.  Die  Schwere  der  Energie. 

Im  §  23  haben  wir  aus  der  Beziehung  zwischen  Impulsdichte 
und  Energiestrom  den  Satz  von  der  Trägheit  der  Energie  abge- 
leitet. Er  besagt,  daß  die  träge  Masse  eines  Körpers  seinem 
Energieinhalt  proportional  ist. 

Seit  Galilei  gezeigt  hat,  daß  alle  Körper  im  Vakuum  gleich 
schnell  fallen,  weiß  man,  daß  die  schwere  Masse  eines  Körpers 
seiner  trägen  Masse  proportional  ist.  Wäre  dem  nicht  so,  dann 
würde  die  Schwingungsdauer  eines  Pendels  von  seiner  chemi- 
schen Zusammensetzung  abhängen.  Auch  würde  die  Lotrichtung, 
d.  h.  die  Richtung  der  Resultierenden  aus  der  Anziehung  der  Erde 
und  der  durch  die  Erdrotation  bedingten  Zentrifugalkraft,  für 
verschiedene  Körper  eine  verschiedene  sein;  denn  die  Anziehungs- 
kraft wirkt  auf  die  schwere,  die  Zentrifugalkraft  auf  die  träge 
Masse.  Doch  folgt  aus  äußerst  empfindlichen  Versuchen  von 
B.  Eötvös,  daß  die  Richtung  der  resultierenden  Massenkraft  von 
der  Stoffart  unabhängig  ist^);  diese  Versuche  sichern  die  Pro- 
portionalität des  Gewichtes  zur  Trägheit  mit  einer  solchen  Ge- 

1)  Rayleigh,  Phil.  Mag.  4  (1902)  S.  678. 

2)  D.  B.  Brace,  Phil.  Mag.  7  (1904)  S.  317. 

3)  B.  Eötvös,  Mathem.  u,  naturwissensch.  Ber.  aus  Ungarn  VIII  (1890). 
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nauigkeit,  daß  Abweichungen  von  der  Größenordnung  10~^  aus- 
zuschließen sind. 

Diese  Tatsachen  berechtigen  uns,  dem  Satze  von  der  Träg- 
heit der  Energie  das  Postulat  von  der  Schwere  der  Energie 
gegenüberzustellen,  welches  wir  folgendermaßen  formulieren 
wollen:  An  einem  gegebenen  Orte  im  statischen  Schwere-  | 
felde  wirkt  die  Schwere  auf  alle  Ma&senpunkte  in 
gleicher  Richtung  und  mit  einer  dem  Energieinhalt 
poportionalen  Stärke.  Als  Massenpunkt  kann  dabei  auch 
ein  Körper  oder  ein  System  von  Körpern  betrachtet  werden, 
falls  seine  Abmessungen  entsprechend  klein  sind. 

Ist  ein  System  gegen  äußere  Einwirkungen  abgeschirmt,  so 
bleibt  seine  Energie  erhalten,  welches  auch  immer  die  physi- 
kalischen Vorgänge  oder  die  chemischen  Reaktionen  sein  mögen, 
die  sich  in  seinem  Inneren  abspielen.  Aus  dem  obigen  Postulate  1 
folgt  dann  sofort,  daß  auch  das  Gewicht  des  System  es  sich  | 
nicht  ändert,  falls  das  Schwerefeld  ein  statisches  ist.  Unser  ;j 
Postulat  enthält  also  in  sich  das  Gesetz  von  der  Er-  :^ 
haltung  der  schweren  Masse.  Es  schreibt  selbstverständlich  ;. 
allen  Energiearten  schwere  Masse  zu;  auch  die  elektromagne- 
tische Energie  besitzt  hiernach  Gewicht;  auch  die  Lichtwellen  'i 
sind  der  Schwerkraft  unterworfen.  Strahlt  ein  Körper  Licht  j 
oder  Wärme  aus,  so  verliert  er  dementsprechend  an  Gewicht,  'i 
Im  allgemeinen  ist  dieser  Gewichtsverlust  indessen  viel  zu  gering,  | 
um  der  Messung  zugänglich  zu  sein.  Doch  erscheint  es  nicht  'i 
als  ausgeschlossen,  daß  man  durch  Vergleichung  der  Energie-  '^ 
bilanz  und  der  Gewichtsbilanz  radioaktiver  Umwandlungen  das  ; 
Postulat  von  der  Schwere  der  Energie  experimentell  wird  prüfen  | 
können  (vgl.  §  23).  1 

Um  zu  den  Bewegungsgleichungen  eines  Massenpunktes  im  j 
statischen  Schwerefelde  zu  gelangen,  bedienen  wir  uns  der  l 
Lagrangeschen  Methode,  die  sich  in  der  Dynamik  des  Elektrons 
(§  20)  als  so  wirksam  erwiesen  hat.  Jetzt  wird  indessen  die  j 
Lagrangesche  Funktion  nicht  allein  vom  Betrage  |  H  |  der  Ge- 
schwindigkeit, sondern  außerdem  von  einer  zweiten  Veränder-  l 
liehen  ^  abhängen,  welche  ihrerseits  vom  Potentiale  des  Schwere-     ^ 
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feldes   und  damit  vom  Orte  abhängig  ist.    Doch  geht  aus  den 
Entwickelungen  des  §  20  hervor,  daß  auch  jetzt  noch  Energie  W 
und  Betrag  des  Impulses  (^  sich  folgendermaßen  aus  der  Lagran- 
geschen Funktion  ableiten: 
(270)  W^\t>\-^-L, 

(270a)  l®l=|^- 

Da  jedoch  die  Lagrangesche  Funktion  auch  von  den  Parametern 
p^  =  X,  P2  =  y,  Pi  =^  ^  selbst,  und  nicht  allein  von  deren  zeit- 
lichen Ableitungen  abhängt,  so  kommen  in  den  Lagrangeschen 
Gleichungen  (116)  auch  die  Glieder  in  Betracht: 

dL       dL  d'^ 

5      =  ^-~  >r-      usw. 

dx        dip  ox 

Es  ergeben  also  die  Langrangeschen  Gleichungen  bei  fehlender 
äußerer  Kraft  ^"  die  Bewegungsgleichung: 

Die  Schwerkraft  selbst  wird  durch  das  zweite  Glied  dar- 
gestellt, die  Trägheitskraft  durch  das  erste;  beide  Eigen- 
schaften der  Materie,  die  Trägheit  und  die  Schwere,  sind  in  den 
Lagrangeschen  Gleichungen  enthalten.  Die  Gl.  (271)  ist  die 
Bewegungsgleichung  eines  frei  beweglichen  materi- 
ellen Punktes  im  Schwerefelde. 

Noch  haben  wir  das  Postulat  von  der  Schwere  der  Energie 
nicht  herangezogen.  Doch  sehen  wir,  daß  seine  erste,  auf  die 
Richtung  der  Schwerkraft  bezügliche  Aussage  ohne  weiteres 
erfüllt  ist,  falls  1^  eine  universelle  Funktion  des  Schwerepoten- 
tiales  ist;  denn  der  negative  Gradient  von  1/;,  welcher  die  Rich- 
tung der  Schwerkraft  anzeigt,  hängt  dann  nicht  von  der  Eigen- 
art des  materiellen  Punktes  ab.  Nun  soll  aber  außerdem  die 
Stärke  der  Schwerkraft  der  Energie  W  des  Punktes  propor- 
tional sein,  d.  h.  es  soll  gelten 

(272)  ||__;^(^).Tr 
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wo  %  eine  universelle  Funktion  von  ^  ist.  Es  ist  bequem,  statt 
^  eine  andere  unabhängige  Variable  ^)  einzuführen,  welche  be- 
stimmt ist  durch 


(272  a) 

logt  =jdiljxifp),             so  daß  man  hat 

(272  b) 

—  ^  =  %(^).            Dann  wird  nämlich 

(272  c) 

=  ff-|f  =  'i^  ;tW-S'    also  nach  (272) 

(273) 

^  d(p 

Diese  Gleichung  drückt  jetzt  das  Postulat  von  der  Schwere 
der  Energie  aus.   Da  ferner 

so  gilt  für  die  Schwerkraft  der  Ausdruck 

(^'^^^)  ä^  ^^^  ^  =  ä^  ^^^  9^  =  -  —  grad  9). 

Wir  führen  jetzt  den  Wert  (273)  für  die  Energie  in  die  all- 
gemeine Formel  (270)  ein;  dann  folgt 

(274)  i=|,|^^  +  ^|J. 

Nach  einem  bekannten  Satze  von  Euler  besagt  diese  Gleichung, 
daß  L  eine  homogene  lineare  Funktion  der  Argumente 
{ tl  I  und  q)  ist;  eine  solche  kann  man  stets  folgendermaßen 
schreiben 

(274a)  i  =  -ilfg,Y(LJ),      . 

WO  M  eine  Konstante  bezeichnet,  die  wir  „Massenkonstante" 
nennen  wollen. 

Vergleichen  wir  jetzt  diesen,  dem  Postulate  der  Schwere 
der  Energie  entsprechenden,  Ausdruck  der  Lagrangeschen  Funk- 
tion mit  demjenigen,  den  wir  in  §  23,  Gl.  (132  a)  aus  dem  Satze 
vom  Impulse  des  Energiestromes  gewonnen  hatten: 

(274b)         i  =  -  m^c^yr^ß',      ^  =  ^ . 
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Die  Vergleichung  ergibt 
(275)  ^  =  c,        m,=  f- 

Es  spielt  also  die  Lichtgeschwindigkeit  die  Rolle 
des  Schwerepotentiales.  Die  träge  Ruhmasse  wird  der  Licht- 
geschwindigkeit umgekehrt  proportional  und  hängt  somit  vom 
Orte  im  Schwerefelde  ab. 

Aus  (270a)  folgt  jetzt  für  den  Impuls  der  Ausdruck 


(275a)  @  =  Tr>         ^^=^1-/3% 

und  aus  (270),  oder  aus  (273),  für  die  Energie 
(275b)  TF=^-  , 

Nach  (275)    und  (275b)  besteht  zwischen  Ruhenergie  und 
Ruhmasse  die  Beziehung 
(275  c)  Wo=mQC^=Mc. 

Mit  wachsendem  Schwerepotential,  d.  h.  wachsendem  c,  wächst 
die  Ruhenergie  des  materiellen  Punktes,  während  die  Ruhmasse 
abnimmt;  die  allgemeine  Beziehung  zwischen  diesen  beiden  Grö- 
ßen, welche  dem  Satze  von  der  Trägheit  der  Energie  entspricht, 
bleibt  bestehen. 

Für  die  Schwerkraft  folgt  aus  (273a,  275,  275b)  der  Wert 

|(275d)  grad  c  = grad  c. 

Die  Lagrangesche  Gleichung  (271)  ergibt 

(^^^)  ^ ^  grade; 

sie  nimmt,  gemäß  (275a,  d)  die  Form  an: 

Die  Massenkonstante  M  ist  in  dieser  Bewegungsgleichung 
nicht  mehr  enthalten.  Es  bewegen  sich  also  beliebige  materielle 
Punkte  in  einem  gegebenen  Gravitationsfelde  unter  gleichen  An- 
fangsbedingungen in  gleicher  Weise.  Im  statischen  Felde  bleibt 
die  Energie  jedes  einzelnen  Punktes  erhalten;  es  gilt  nach  (275b) 
die  Energiegleichung       .  _  ^^^^^^^ 


X 
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Mit  Rücksicht  hierauf  kann  man  die  Bewegungsgleichung  (276  a) 
materieller  Punkte  im  statischen  Felde  auch  schreiben  , 

(276b)  ^^(•)  =  -|  grade. 

Aus  den  obigen  Entwickelungen  folgt  das  wichtige  Ergebnis, 
daß  das  zweite  Postulat  der  „speziellen"  Einsteinschen  Relativi- 
tätstheorie, das  Postulat  derKonstanz  der  Lichtgeschwin- 
digkeit (vgl.  §  46),  mit  dem  Postulate  der  Schwere  der 
Energie  nicht  verträglich  ist.  Sieht  man  das  Postulat  von 
der  Schwere  der  Energie,  und  somit  den  Satz  von  der  Erhaltung 
des  Gewichtes,  in  dem  oben  angegebenen  Sinne  als  gültig  an,  so 
muß  man  jene  Relativitätstheorie  und  die  auf  ihr  fußenden  Raum- 
Zeit- Begriffe  aufgeben.  Das  Licht  pflanzt  sich  dann  im  Vakuum 
nicht  mehr  geradlinig  fort,  sondern  dem  Huyghensschen  Prinzip 
entsprechend  in  einer  gekrümmten  Bahn;  in  der  Nähe  der  Sonne 
krümmen  sich  die  Lichtstrahlen  ein  wenig,  als  ob  sie  von  ihr 
angezogen  würden.  Gelegentlichder  Sonnenfinsternis  vom  29.  Mai 
1919  angestellte  Beobachtungen  haben  diese  Folgerung  aus  dem 
Postulate  der  Schwere  der  Energie  bestätigt. 

Die  soeben  dargelegte  Theorie  der  Bewegung  materieller 
Punkte  und  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  im  Schwerefelde 
rührt  von  A.  Einstein^)  und  M.  Abraham^)  her. 

G.  Mie^)  und  G.  Nordström*)  haben  versucht,  die  Theorie 
so  abzuändern,  daß  die  spezielle  Relativitätstheorie  gültig  bleibt; 
dann  ist  die  Lichtgeschwindigkeit  konstant,  das  Licht  pflanzt 
sich  auch  im  Schwerefelde  geradlinig  fort.  In  den  Ausdruck 
(274  b)  der  Lagrangeschen  Funktion  kann  dann  das  Schwere- 
potential nur  multiplikativ  eingehen.   Setzt  man  demgemäß 


(277)  L=-  MfpVl-ß^, 

1)  A.Einstein,  Ann.  d.  Phys.  35  (1911)  S- 898,  38  (1912)  S.  355  u.  443. 

2)  M.  Abraham,  Physik.  Zeitschrift  13  (1912)  S.  1,  310,  793.   Nuovo  Ci- 
mento  3  (1912)  S.  211,  4  (1912)  S.  459. 

3)  G.  Mie,  Ann.  d.  Phys.  40  (1913)  S.  25. 

4)  G.  Nordström,  Phys.  Zeitschrift  13  (1912)  S.  1126.     Ann.  d.  Phys. 
40  S.  856;  42  (1913)  S.  533. 
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also 

(277  a) 

m^  = 

so  werden, 

nach 

(270, 

270  a),  Impuls 

und 

Energie 

(277  b) 

(B  = 

Mcprs 

X  = 

Vi- 

-T, 

(277  c) 

TF  = 

X 

Schreibt  man  die  Lagrangesche  Gleichung  (271): 

SO  erhält  man  für  die  Schwerkraft  den  Ausdruck 
(279)  -^-  grad  (p  =  —  Ma  grad  cp  =  L  grad  log  (p. 

Es  ist  also,  wenn  man  an  dem  Postulat  der  Konstanz 
der  Lichtgeschwindigkeit  festhält,  die  Schwere  nicht 
der  Energie  proportional,  sondern  der  negativ  genom- 
menen Lagrangeschen  Funktion,  d.  h.  bei  kleinen  Ge- 
schwindigkeiten der  Differenz  aus  potentieller  und 
kinetischer,  bzw.  elektrischer  und  magnetischer  Ener- 
gie. Hiernach  würde  also,  wenn  in  einem  abgeschlossenen  Sy- 
steme chemische,  etwa  radioaktive,  Umwandlungen  vor  sich  gehen, 
zwar  die  Energie,  aber  nicht  das  Gewicht  erhalten  bleiben;  denn 
die  kinetische  bzw.  die  magnetische  Energie  wäre  in  der  Gewichts- 
bilanz mit  negativen  Vorzeichen  in  Rechnung  zu  stellen.  Es 
wäre  von  der  größten  Wichtigkeit,  wenn  es  gelänge,  diese  Folge- 
rung der  speziellen  Relativitätstheorie  experimentell  zu  bestätigen. 
Einstweilen  erscheint  es  aber  als  höchst  unwahrscheinlich,  daß 
das  Gewicht  der  Differenz,  die  träge  Masse  aber  der  Summe  von 
potentieller  (elektrischer)  und  kinetischer  (magnetischer)  Energie 
proportional  sei.  Denn  dann  könnte  bei  radioaktiven  Umwand- 
lungen der  Materie  das  Gewicht  nicht  proportional  der  trägen 
Masse  bleiben,  es  sei  denn,  daß  die  Energie  vor  und  nach  der 
Transformation  ausschließlich  in  potentieller  (elektrischer)  Form 
auftritt,  eine  Annahme,  welche  mit  den  Strahlungserscheinungen 
unverträglich   wäre.    Sieht  man  die  Atome   der  verschiedenen 
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chemisclieii  Elemente  als  aus  denselben  Bausteinen  zusammen- 
gesetzt an,  so  erscheint  es  von  diesem  Standpunkt  aus  nicht  als 
verständlich,  wieso  die  träge  Masse  immer  gleich  der  schweren 
Masse  bleibt. 

Nach  (277b)  und  (278a)  nimmt  die  Bewegungsgleichung 
(278)  die  Form  an 

während  nach  (277  c)  die  Energiegleichung  bei  Bewegung  im 
statischen  Felde  lautet 

(279  a)  -  =  constans. 

Indem  man  (279)  durch  (279a)  dividiert,  erhält  man  als  Be- 
wegungsgleichung materieller  Punkte  im  statischen 
Schwerefelde: 

(279b)  i5  =  _  i^^^  grad  ,>  =  -  (c^  -  I  tl  |^)  gradlog  9p. 

Da  für  Lichtwellen  die  Differenz  von  elektrischer  und  mag- 
netischer Energie  gleich  null  ist,  so  ist  das  Licht  der  Schwere 
nicht  unterworfen;  dem  entspricht  es,  daß  seine  Geschwindig- 
keit in  der  speziellen  Relativitätstheorie  konstant,  seine  Bahn 
eine  geradlinige  ist. 

Die  soeben  dargelegten  Entwickelungen  beziehen  sich  auf 
die  Kraft,  welche  auf  die  Materie  in  einem  gegebenen  Schwere- 
felde wirkt.  Sie  sind  durch  Ansätze  zu  ergänzen,  welche  das 
Gravitationsfeld  bei  gegebener  Verteilung  der  Materie  bestimmen. 
Die  von  der  Fernwirkungstheorie  zu  Grunde  gelegte  Poissonsche 
Gleichung  wird  man  nicht  als  strenge  gültig  ansehen  können,  da 
sie  eine  Fortpflanzung  der  Schwerkraft  mit  unendlicher  Ge- 
schwindigkeit ergeben  würde.  Die  Nahewirkungstheorie  ver- 
langt eine  Fortpflanzung  mit  endlicher  Geschwindigkeit,  und 
nach  der  Relativitätstheorie  muß  diese  Geschwindigkeit  der- 
jenigen des  Lichtes  gleich  sein. 

Nun  läge  es  am  nächsten,  die  Theorie  des  Schwerefeldes 
derjenigen  des  elektromagnetischen  Feldes  nachzubilden,  d.  h. 
das  Feld    durch  zwei  Vektoren  zu  bestimmen,    welche  durch 
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Feld gleichun gen  vom  Typus  der  elektromagnetischen  mitein- 
ander verknüpt  wären.  Die  Fortpflanzung  der  Schwerkraft  würde 
dann  in  transversalen  WeUen  vor  sich  gehen.  Doch  führt  diese 
Theorie,  wie  bereits  Maxwell  bemerkt  hat,  schon  in  der  Statik 
des  Gravitationsfeldes  zu  Schwierigkeiten.  Es  wird  nämlich,  in 
Folge  des  verschiedenen  Vorzeichens  der  Kräfte  —  Massenan- 
ziehung gegenüber  der  Abstoßung  gleichnamiger  Ladungen  — 
die  Energiedichte  des  Schwerefeldes  negativ,  wenn  man  die 
Energieverteilung  der  Maxwellschen  Theorie  entsprechend  vor- 
nimmt; daraus  folgt  eine  Instabilität  des  Gleichgewichtes. 

Diese  der  elektrostatischen  nachgebildete  Energieverteilung 
entspricht  nun  keineswegs  den  oben  vorgetragenen  Anschau- 
ungen. Denn  nach  (275  b)  bzw.  (277  b)  steckt  ein  Teil  der  Gravita- 
tionsenergie in  der  Materie;  dieser  Teil  nimmt  ab,  wenn  die 
Massen  einander  genähert  werden.  Man  kann  es  darum  so  ein- 
richten, daß  der  auf  das  Feld  entfallende  Teil  der  Energie  stets 
positiv  ist.  Dies  geschieht  in  dem  vom  Verfasser  angegebenen 
Ausdrücken  für  Energiedichte,  Energiestrom,  Impulsdichte  und 
Spannungen  im  Schwerefeld.  Diese  bilden  ein  symmetrisches 
Schema  von  zehn  Größen,  welches  dem  Satze  vom  Impulse  des 
Energiestromes  genügt.  Doch  sind  es  nicht,  wie  in  dem  elektro- 
magnetischen Schema,  sechs  Vektorkomponenten,  welche  jene 
zehn  Größen  bestimmen,  sondern  die  vier  Ableitungen  des 
Gravi tationspotentiales  nach  den  Koordinaten  und  der  Zeit. 
Die  Fortpflanzung  der  Schwerkraft  im  Vakuum  geschieht 
mit  Lichtgeschwindigkeit,  und  zwar  in  longitudinalen 
Wellen. 

Man  kann  diese  allgemeinen  Ansätze  sowohl  mit  dem  Postu- 
late  der  Schwere  der  Energie,  wie  mit  demjenigen  der  Konstanz 
der  Lichtgeschwindigkeit  in  Einklang  bringen.  Im  ersteren  Falle 
sind  die  Quellen  des  Feldes  in  die  Energiedichte  der  Materie  zu 
verlegen,  und  die  Gleichungen  des  Schwerefeldes  haben  dann 
nicht  die  Lorentzsche  Gruppe.  Im  zweiten  FaUe  sind  die  Glei- 
chungen invariant  gegenüber  der  Gruppe  Lorentzscher  Trans- 
formationen, doch  ist  die  Masse  eines  anziehenden  Körpers,  eben- 
so wie  diejenige  eines  angezogenen,  seiner  Lagrangeschen  Funktion 
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proportional.  Wir  müssen  uns  hier  mit  diesen  Andeutungen  be- 
gnügen^); denn  ein  genaueres  Eingehen  auf  die  Theorie  des 
Gravitationsfeldes  liegt  außerhalb  des  Bereiches  dieses  der  Theorie 
der  Elektrizität  gewidmeten  Werkes. 

Wir  können  daher  auch  nicht  auf  die  von  A.  Einstein  auf- 
gestellte, die  Gravitation  umfassende  „allgemeine  Relativitäts- 
theorie^)" eingehen. 

rormelzusammenstellung. 
I.  Feld  und  Bewegung  einzelner  Elektronen. 

Grund  gl  eichungen  der  Elektronentheorie:  (§  4) 


(«) 


(6) 


in)dive  =  4we, 

IV)  dir  ^  =  0, 
V)  5  _  @  +  i  [ög] 


(5  elektromagnetische  Kraft  pro  Einheit  der  Ladung). 
Dichte  der  elektromagnetischen  Bewegungsgröße: 

iß)      B  =  J.®  =  i^[e§]        (Gl.  17  §5) 

Lösung  der  Grundgleichungen: 
r§  =  curl5l    . (GL  28  §6) 

W      U  =  -V^-j^ (Gl.  29  §6) 

Es  sind  die  elektromagnetischen  Potentiale: 

0=ßdxrd(OQ{X,l-X) (Gl.  50  §8) 


^  ^^ßdxCdcDfiX,  l-X) (Gl.  50a  §  8) 


1)  Vgl.  M,  Abraham,  Neuere  Gravitationstheorien,  Jahrbuch  der  Radio- 
aktivität und  Elektronik,  Bd.  XI,  1915,  S.  470. 

2)  A.  Einstein,  Die  Grundlagen  der  allgemeinen  Relativitätstheorie 
Leipzig  1916.  Vgl.  auch  H.  Weyl,  Raum,  Zeit,  Materie,  Vorlesungen 
über  allgemeine  Relativitätstherie,  Berlin  1918. 


I.  Feld  und  Bewegung  einzelner  Elektronen 


391 


(*) 


(0 


in) 


Dabei  ist  l  =  et,  X  ist  der  Latensweg,  X^da  das  Flächen- 
stück  einer  mit  dem  Radius  X  um  den  Aufpunkt  geschla- 
genen Kugel. 

Bewegte  Punktladung  e:  d  Geschwindigkeit,  /3  =  — ■ , 

X  =  yT—  ß^,  t'  Zeit  des  Entsendens,  t  Zeit  des  Eintreffens 
im  Aufpunkte,  r  Fahrstrahl  vom  Orte  des  Entsendens  zum 
Aufpunkte : 


0 


(-^') 


«D 


1  1^ 
r    dt 

rc   dt 


(Gl.  63,  64,  65,  §  11), 


§=i[te] 

(Gl.  73,  73b,  §  13.) 
Ausgestrahlte  Energie  und  Bewegungsgröße: 


^-i^j^''"is+si 


Reaktiouskraft  der  Strahlung; 


(Gl.  82b,  c,  §  14). 


Ä'  = 


3    cMx 


c'x 


(Gl.  87,  §  15). 


Elektromagnetische  Massen  des  Elektrons.    Allge- 
meine Formeln: 


(0 


m,  =»=   ,-  .     longitudinale  Masse 
m,  =  7— i'  transversale  Masse 


(Gl.  115,115  a,  §20). 
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Starres  kugelförmiges  Elektron  (wq  Ruhmasse): 

Lorentzsch.es  Elektron: 


« 


(G1.117d,e,§20). 


3  •  --'- 


.^) 


(^)      j"'  =  "«  •  ''^  ==  "»  ;  -  2:1       (Gl.  125, 125a,  §  22). 

Aus  dem  Satze  vom  Impulse  des  Energiestromes  folgt 
für  ein  im  Gleichgewicht  befindliches,  gleichförmig  be- 
wegtes System:  (ß  Impuls,  W  Energie,  L  Lagrangesche 
Funktion) 

®  =  ^Tr (Gl.  131b,  §23) 

L  =  -  m,c'  VT-ß' (Gl.  132a,  §  23) 

Magnetisierung  M,  bei  Sättigung  Mq. 
Langevinsche  Funktion: 

v)     ^=Z(a)  =  Coth(a)--    ....     (Gl.  179b,  §  31). 

II.  Elektromagnetische  Vorgänge  in  wägbaren  Körpern. 

Hauptgleichungen  für  bewegte  Körper:  W,  §'  elek- 
trische und  magnetische  Kraft  für  bewegte  Ladungen :  (§33) 

(Id)  curir  =  ^^-^-fV^i, 


(ö 


(II  d)  curir  =  -|^, 

(III  d)  div2)  =  47t(), 

(IV  d)  div©  =  0. 


S'  Relativer  Strahl,  %'  relative  Flächenkraft, 
^  Energiedichte. 

(o)     ®'  =  ^  [(!'§'], (61.  197e,  §  39) 
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(q)     t^  =  /^{«'S  +  §'95)  +  niö    .     .    (Gl.  197,  197 d,  §39). 

Thermodynamisches    Gesetz    der    Wellenstrah- 
lung: 

(6)      H=^'-g(^^) (Gl.  228a,  §43) 

bestimmt  die  Helligkeit  H  der  Strahlung  von  der  Tempe- 
ratur #  und  der  Schwingungszahl  v. 
Plancksche  Formel: 
2hv^  1 

(Gl.  229,  §43) 


(r)        //: 


/»*• 


{ h  und  h  sind  universelle  Konstanten } . 
Lorentzsche  Transformation : 
{v)     7tV=l-  ßx,  v.x'  =x-  ß\y'  ==y,z'  ==z.  (Gl.  247,  §  47) 
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